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1 Einführung

„The Zeta function is probably the most challenging and mysterious
object of modern mathematics, in spite of its utter simplicity.”

Gutzwiller (1990),
Chaos in Classical and Quantum Mechanics, S. 308.

„Some decades ago I made - somewhat in jest - the suggestion that one
should get accepted a non-proliferation treaty of Zeta functions.
There was becoming such an overwhelming variety of these objects.”

Atle Selberg, zitiert nach Baez (2005).

In den Kurs-Vorlesungen zur Theoretischen Physik taucht in der Thermodynamik ge-
legentlich und recht unvermittelt eine für Physiker etwas ungewohnte mathematische
Funktion auf, die Riemannsche Zeta-Funktion ζ(x):
• ζ(2) im Hochtemperatur-Limes in der Zustandsdichte für den harmonischen Os-

zillator,
• ζ(5

2) in der Zustandsdichte für ein freies Bosonen-Gas,
• ζ(4) im Zusammenhang mit dem Integral über die Stahlungsdichte der Planck-

schen Schwarzkörperstrahlung.
Dies legt die Frage nahe, was es mit dieser Zeta-Funktion auf sich hat und ob es tiefer
liegende Gründe für ihr Auftauchen in der Thermodynamik gibt. Tatsächlich erweisen
sich diese Riemannsche Zeta-Funktion und moderne Erweiterungen, wie die ’spektrale
Zeta-Funktion’ von Laplace-Operatoren als sehr interessante und tiefgründige Objekte,
die komplexe Analysis, Zahlentheorie, Differentialgeometrie, Topologie, Quantentheorie,
Quantenfeldtheorie und Chaostheorie miteinander verknüpfen und deren Eigenschaften,
wie etwa die Riemannsche Vermutung, bis heute Gegenstand der Forschung sind.
Diese kleine, hier vorgelegte Arbeit wendet sich an Physik-Studenten und Physiker,
die einen leichten Zugang zur Welt der Zeta-Funktionen suchen. Es werden auf einfa-
chem Niveau einige Beispiele zum Auftreten der Riemannschen Zeta-Funktion aus der
Quantentheorie der Bosonen-Einteilchen und Vielteilchen-Systeme präsentiert. Ausge-
hend vom harmonischen Oszillator führt der Weg über kohärente Zustände, Phasen-
Operatoren und schließlich zur Vielteilchen-Pfadintegral-Darstellung mit kohärenten
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Zuständen und der Zustandssumme freier Bosonen. Darauf folgt eine einfache Ein-
führung in die Theorie der spektralen Zeta-Funktion mit den Beispielen des Casimir-
Effektes und der euklidischen Pfadintegral-Darstellung des harmonischen Oszillators.
Darauf folgt ein einfacher Einstieg in die spektrale Zeta-Funktion im Rahmen der se-
miklassischen Näherung in der Quantenfeldtheorie, also im Rahmen der 1-Schleifen-
Näherung und des effektiven Potentials. Den Schluß bildet eine Einführung in determi-
nistische dynamische Systeme, sowohl klassisch, als auch quantenmechanisch semiklas-
sisch mit der Gutzwillerschen Spurformel und den entsprechenden dynamischen oder
Ruelleschen Zetafunktionen.
In den Anhängen finden sich Einführungen in die Mathematik der Gamma-Funktion,
der Riemannschen Zeta-Funktion, der Mellin-Integral-Transformation, der asymptoti-
schen Entwicklungen, insb. der Methode der stationären Phase und der Sattelpunktme-
thode und ein einfacher Zugang zur Entwicklung des Wärmekerns (Wärmekern- oder
Seeley-Koeffizienten) und des Indextheorems für elliptische Differential-Operatoren.
Alle Ergebnisse werden aus elementaren Kenntnissen der Quantentheorie ausführlich
hergeleitet, auch wenn dadurch mancher Beweis etwas länger wird. Für die meisten
mathematischen Anhänge werden nur einfache Kenntnisse aus Analysis und Funk-
tionentheorie vorausgesetzt. Die Anhänge zur Theorie der Fredholm-Operatoren und
Pseudodifferential-Operatoren sind mathematisch etwas anspruchsvoller, aber nicht not-
wendig zum Verständnis der übrigen Kapitel.

Danksagung:
Ich bedanke mich von Herzen bei meinem Vater Manfred Schiekel und meinen verehrten
Lehrern Adolf Schlinger, Kurt Hawlitschek, Karl Kraus und Helmut Bross, welche meine
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Ein spezieller Dank geht an die LATEX- und LYX-Community für die wunderbaren Open-
Source Programme und die immer hilfreiche und freundliche Unterstützung!
Kommentare und Fehlerhinweise sind willkommen unter: mb.schiekel@arcor.de
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2 Der Harmonische Oszillator

2.1 Der klassische harmonische Oszillator

Immer wieder in der Physik dient der harmonische Oszillator als Inspiration und Aus-
gangspunkt für neue Überlegungen. Daher sollen hier zunächst einige der einfachsten
klassischen Ergebnisse erinnert werden. Die Bedeutung des harmonischen Oszillators
liegt darin, daß dieses Modell die Dynamik eines klassischen Einteilchen-Systems nahe
der Gleichgewichtslage beschreibt. Sei also H(p, q) die klassische Hamilton-Funktion
eines Teilchens mit der Masse m:

H(p, q) ..= p2

2m + V (q) . (2.1.1)

Wir entwickeln das Potential V (q) um die Gleichgewichtslage bei q = 0:

V (q) = V0 + V1q + 1
2V2q

2 + . . . . (2.1.2)

Gleichgewichtslage bei q = 0 heißt, daß dort die Kraft verschwindet:

F (0) = −∂V (q)
∂q

∣∣∣∣∣
q=0

= V1 = 0 ⇒

V (q) ≈ V0 + 1
2V2q

2 =.. V0 + 1
2mω

2q2 . (2.1.3)

Die Hamilton Gleichungen ergeben:

ṗ = −∂H
∂q

= −mω2q ,

q̇ = ∂H

∂p
= p

m
.

(2.1.4)

und die entsprechende Poisson-Klammer ist:

{q, p} ..= ( ∂
∂q
q
∂

∂p
p− ∂

∂q
p
∂

∂p
q) = 1 . (2.1.5)

Wir machen den Ansatz

q(t) = b1 cosωt + b2 sinωt .
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Wir führen für b1und b2 die neuen Variablen a und ϕ für Amplitude und Phase ein:

a ..=
√
b2

1 + b2
2 tanϕ = sinϕ

cosϕ
..= b2

b1
= b2/a

b1/a
.

Damit folgen für q(t), p(t) und die Hamilton-Funktion H(p, q) :

q(t) = a (b1

a
cosωt + b2

a
sinωt) = a (cosϕ cosωt + sinϕ sinωt) = a cos(ωt− ϕ) ,

p(t) = mq̇(t) = mωa (− sin(ωt− ϕ)) . (2.1.6)

H(p, q) = m2ω2a2

2m sin2(ωt− ϕ) + m2ω2a2

2m cos2(ωt− ϕ) = m2ω2a2

2m . (2.1.7)

Im nächsten Schritt gehen wir von q(t) und p(t) zu den dimensionslosen Normal-
Koordinaten c(t) und c∗(t) über:

c(t) ..=
√
mω

2~ (q(t) + i

mω
p(t)) , c∗(t) =

√
mω

2~ (q(t)− i

mω
p(t)) , (2.1.8)

q(t) =
√

~
2mω (c∗(t) + c(t)) , p(t) = i

√
m~ω

2 (c∗(t)− c(t)) . (2.1.9)

Die entsprechende Poisson-Klammer ist:

{c, c∗} ..= ( ∂
∂q
c
∂

∂p
c∗ − ∂

∂q
c∗

∂

∂p
c) = mω

2~ (− i

mω
)− mω

2~ ( i

mω
) = 1

i~
. (2.1.10)

Und für die Hamilton-Funktion H(c, c∗) ergibt sich:

H(c, c∗) = 1
2m

(−m~ω)
2 (c∗ − c)2 + 1

2mω
2 ~

2mω (c∗ + c)2

= ~ω
4 (2|c|2 + 2|c|2) = ~ω|c|2 .

(2.1.11)

Die Bewegungs-Gleichung ergibt sich aus der Poisson-Klammer mit H:

d

dt
c(t) = {c,H} =

√
mω

2~
p

m
−
√
mω

2~
i

mω
mω2q =

√
mω

2~
~ω
i~

(q + i

mω
p)

= ~ω
i~

c(t) ,

i~
d

dt
c(t) = ~ωc(t) . (2.1.12)



2.2 Der quantenmechanische harmonische Oszillator 17

Die Lösung können wir wieder sofort angeben:

c(t) = c(0)e−iωt = |c(0)|e−i(ωt−ϕ) . (2.1.13)

wenn wir c(0) = |c(0)|eiϕ mit 0 ≤ ϕ ≤ 2π schreiben. Damit folgen für q(t) und p(t):

q(t) =
√

2~
mω
|c(0)| cos(ωt− ϕ) , p(t) =

√
2m~ω |c(0)| (− sin(ωt− ϕ)) . (2.1.14)

Damit erhalten wir das gleiche Ergebnis wie in 2.1.6 mit der Amplitude

a =
√

2~
mω
|c(0)| .

2.2 Der quantenmechanische harmonische Oszillator

Wir führen die übliche kanonische Quantisierung durch, in der p und q, bzw. c und c∗
durch Operatoren ersetzt werden, die statt der Poisson-Klammern die entsprechenden
Kommutator-Relationen erfüllen sollen.

ĉ(t) ..=
√
mω

2~ (q̂(t) + i

mω
p̂(t)) , ĉ†(t) =

√
mω

2~ (q̂(t)− i

mω
p̂(t)) , (2.2.1)

q̂(t) =
√

~
2mω (ĉ†(t) + ĉ(t)) , p̂(t) = i

√
m~ω

2 (ĉ†(t)− ĉ(t)) . (2.2.2)

[q̂ , p̂] = i~1̂ , (2.2.3)

[ĉ , ĉ†] = mω

2~ ( i

mω
){−[q̂ , p̂] + [p̂ , q̂]} = 1̂ . (2.2.4)

Ĥ = p̂2

2m + 1
2mω

2q̂2

= 1
2m(−m~ω

2 )(ĉ† − ĉ)2 + 1
2mω

2( ~
2mω )(ĉ†(t) + ĉ(t))2

= ~ω
4 (−ĉ†2 + ĉ†ĉ+ ĉĉ† − ĉ2 + ĉ†2 + ĉ†ĉ+ ĉĉ† + ĉ2)

= ~ω
2 (ĉ†ĉ+ ĉĉ†) = ~ω(ĉ†ĉ+ 1

21̂) ⇒

Ĥ = ~ω(n̂+ 1
21̂) mit: n̂ ..= ĉ†ĉ . (2.2.5)
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Seien | n〉 die (orthogonalen) Eigenvektoren des selbstadjungierten Operators n̂, also:
n̂ | n〉 = n | n〉.
Wir betrachten jetzt den Vektor | g〉 = ĉ | n〉:

n̂ | g〉 = ĉ†ĉĉ | n〉 = (ĉĉ† − 1)ĉ | n〉 = ĉ(ĉ†ĉ− 1) | n〉 = ĉ(n− 1) | n〉 = (n− 1) | g〉 .

Also ist | g〉 ein Eigenvektor von n̂ zum Eigenwert | n− 1〉, d.h.:

| g〉 = ĉ | n〉 = cn | n− 1〉 .

Die Konstante cn läß sich folgendermaßen bestimmen:

n = 〈n | n̂ | n〉 = 〈n | ĉ†ĉ | n〉 = 〈ĉn | ĉn〉 = |cn|2〈n− 1 | n− 1〉 = |cn|2 ≥ 0 .

Wir können cn reell wählen als cn =
√
n :

ĉ | n〉 =
√
n | n− 1〉 . (2.2.6)

Völlig analog ergibt sich für ĉ†:

ĉ† | n〉 =
√
n+ 1 | n+ 1〉 . (2.2.7)

Damit folgt für n̂:

n̂ | n〉 = ĉ†ĉ | n〉 = n | n〉 . (2.2.8)

Das Spektrum von n̂ ist nach unten beschränkt, daher kann man einen Vakuumzustand
|0〉 definieren mit:

ĉ | 0〉 ..= 0 , ⇒ n̂ | 0〉 = 0 ⇒ n ∈ N0 , (2.2.9)

| n〉 = 1√
n!

(ĉ†)n | 0〉 . (2.2.10)

Ĥ | n〉 = ~ω(n̂+ 1
21̂) | n〉 = ~ω(n+ 1

2) | n〉 ⇒

Ĥ | n〉 = En | n〉 mit: En = ~ω(n+ 1
2) . (2.2.11)

Als nächstes betrachten wir die Zeitabhängigkeit von ĉ und ĉ† im Heisenberg-Bild:

i~
d

dt
ĉ(t) = [ĉ(t) , Ĥ] = ~ω[ĉ(t) , ĉ†ĉ] = ~ωĉ(t) , (2.2.12)
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ĉ(t) = e−iωtĉ(0) = e−iωtĉ , ĉ†(t) = eiωtĉ†(0) = eiωtĉ† . (2.2.13)

Mit 2.2.2 folgt für q̂(t) und p̂(t):

q̂(t) =
√

~
2mω (eiωtĉ† + e−iωtĉ) , p̂(t) = i

√
m~ω

2 (eiωtĉ† − e−iωtĉ) . (2.2.14)

Interessant ist noch die Eigenschaft, daß im Vakuumzustand zwar die Erwartungswerte
von q̂(t) und p̂(t) verschwinden, nicht aber die Erwartungswerte von q̂2(t) und p̂2(t) und
damit die Schwankungsquadrate von q̂(t) und p̂(t) - man spricht von Vakuumfluktua-
tionen:

〈0 | q̂(t) | 0〉 =
√

~
2mω (eiωt〈0 | ĉ† | 0〉+ e−iωt〈0 | ĉ | 0〉) = 0 , (2.2.15)

〈0 | p̂(t) | 0〉 = i

√
m~ω

2 (eiωt〈0 | ĉ† | 0〉 − e−iωt〈0 | ĉ | 0〉) = 0 . (2.2.16)

Mit 2.1.5 folgt:

〈0 | p̂
2

2m | 0〉 = 〈0 | ~ω4 (−ei2ωtĉ†2 + ĉ†ĉ+ ĉĉ† − e−i2ωtĉ2 | 0〉

= ~ω
4 〈0 | ĉĉ

† | 0〉 = ~ω
4 〈1 | 1〉 = ~ω

4 ,

(2.2.17)

〈0 | 1
2mω

2q̂2 | 0〉 = 〈0 | ~ω4 (ei2ωtĉ†2 + ĉ†ĉ+ ĉĉ† + e−i2ωtĉ2 | 0〉

= ~ω
4 〈0 | ĉĉ

† | 0〉 = ~ω
4 〈1 | 1〉 = ~ω

4 .

(2.2.18)

Die Energie der Vakuumfluktuationen ist gerade:

〈0 | Ĥ | 0〉 = ~ω
2 . (2.2.19)

Die Grundzustands-Wellenfunktion im Ortsraum können wir auf folgende Weise erhal-
ten:

0 = 〈q | ĉ | 0〉 = 〈q |
√
mω

2~ (q̂ + i

mω
p̂) | 0〉 =

√
mω

2~ 〈(q̂ −
i

mω
p̂) q | 0〉

=
√
mω

2~ 〈(q̂ −
i

mω
(i~ d

dq
)) q | 0〉 =

√
mω

2~ (q + ~
mω

d

dq
)〈q | 0〉 .
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Mit ψ0(q) ..= 〈q | 0〉 folgt

(q + ~
mω

d

dq
)ψ0(q) = 0 . (2.2.20)

Mit dem Ansatz ψ0(q) = eαq
2 für die unnormierte Wellenfunktion folgt:

(q + ~
mω

α2q)ψ0(q) = 0 ⇒ α = −1
2
mω

~
⇒

ψ0(q) = e−
1
2
mω
~ q2

. (2.2.21)



3 Phasen-Operatoren und kohärente Zustände

3.1 Ein quantenmechanischer Phasen-Operator

Wir hatten oben (2.2.15 und 2.2.16) gesehen, daß die Erwartungswerte von q̂(t) und p̂(t)
im Grundzustand des harmonischen Oszillators verschwinden. Tatsächlich verschwinden
die Erwartungswerte von q̂(t) und p̂(t) aber in jedem Besetzungszahlen-Zustand |n〉, d.h.
immer wenn ein angeregter Zustand mit festem n vorliegt, wissen wir nichts über die
Trajektorie des Systems.

〈n | q̂(t) | n〉 =
√

~
2mω (eiωt〈n | ĉ† | n〉+ e−iωt〈n | ĉ | n〉)

=
√

~
2mω (eiωt

√
n+ 1 〈n | n+ 1〉+ e−iωt

√
n 〈n | n− 1〉)

= 0 ,

(3.1.1)

〈n | p̂(t) | n〉 = 0 . (3.1.2)

Jetzt kann man zwei Fragen stellen:
1. lassen sich theoretisch (und experimentell) auch Zustände erzeugen, die der klas-

sischen Beschreibung des Systems mit einer definierten Trajektorie mit Amplitude
und Phase (siehe: 2.1.14) nahekommen?
Dieser Frage soll im nächsten Kapitel unter der Überschrift ’kohärente Zustände’
nachgegangen werden.

2. läßt sich ein quantenmechanischer Phasen-Operator definieren (und messen)?
Dieser Frage wollen wir uns im folgenden zuwenden.

Von einem solchen Phasen-Operator würde man die folgende Unschärfe-Relation erwar-
ten:

∆E ·∆t ≥ ~
2 ⇒ ∆n(~ω) ·∆t ≥ ~

2 ⇒ ∆n · (ω∆t) ≥ 1
2 ⇒

∆n ·∆ϕ ≥ 1
2 . (3.1.3)

Die hier angegebene mögliche Definition von quantenmechanischen Phasen-Operatoren
stammt von Susskind u. Glowgower (1964). Wir folgen der Darstellung von Loudon
(1992).
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Im klassischen Fall haben wir c∗ = |c|e−iϕ (2.1.13). Im quantenmechanischen Fall gilt
ĉ†|n〉 =

√
n+ 1 |n+ 1〉 (2.2.7).

Wir definieren einen Phasen-Operator Êϕ als Analogon zu eiϕ, indem wir ĉ als das
Produkt aus einem Amplituden- und einem Phasen-Operator schreiben:

ĉ ..= (n̂+ 1̂)1/2Êϕ , ĉ† ..= Êϕ
†(n̂+ 1̂)1/2 , (3.1.4)

n̂+ 1̂ = ĉ†ĉ+ 1̂ = ĉĉ† = (n̂+ 1̂)1/2ÊϕÊϕ
†(n̂+ 1̂)1/2 .

Daraus folgt, daß Êϕ (einseitig) unitär sein muß, also:

ÊϕÊϕ
† = 1̂ . (3.1.5)

Wir betrachten jetzt die Wirkung von Êϕ auf Besetzungszahlen-Zustände | n〉:

Êϕ = (n̂+ 1̂)−1/2ĉ , Êϕ
† = ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2 , (3.1.6)

Êϕ | n〉 = (n̂+ 1̂)−1/2√n | n− 1〉 =

| n− 1〉 fürn > 0 ,
0 fürn = 0 ,

(3.1.7)

Êϕ
†
| n〉 = ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2 | n〉 =| n+ 1〉 . (3.1.8)

Also ist Êϕ kein selbstadjungierter Operator und eignet sich nicht als Observable. Man
kann aber aus Êϕ und Êϕ

† einen ’cos’-, bzw. ’sin’- Operator definieren, die dann selbst-
adjungiert sind und sich als Observable für die Phase eignen:

Ĉϕ ..= 1
2(Êϕ + Êϕ

†) , Ŝϕ ..= 1
2i(Êϕ − Êϕ

†) . (3.1.9)

Im folgenden sollen die Unschärfe-Relationen für ∆n̂ · ∆Ĉϕ und ∆n̂ · ∆Ŝϕ abgelei-
tet werden. Hierbei sind die Unschärfen ∆x̂, etc., wie üblich als Wurzel des mittleren
Schwankungsquadrates definiert:

(∆x̂)2 ..= 〈((x̂)− 〈x̂〉)2〉 = 〈x̂2〉 − 〈x̂〉2 , (3.1.10)

[n̂, ĉ] = n̂ĉ− ĉn̂ = ĉ†ĉĉ− ĉĉ†ĉ = −ĉ ,

[n̂, ĉ†] = n̂ĉ† − ĉ†n̂ = ĉ†ĉĉ† − ĉ†ĉ†ĉ = ĉ† ,
(3.1.11)
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[n̂, Êϕ] = n̂(n̂+ 1̂)−1/2ĉ− (n̂+ 1̂)−1/2ĉn̂ = (n̂+ 1̂)−1/2(n̂ĉ− ĉn̂)

= −(n̂+ 1̂)−1/2ĉ = −Êϕ ,
(3.1.12)

[n̂, Êϕ
†] = n̂ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2 − ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2n̂ = (n̂ĉ† − ĉ†n̂)(n̂+ 1̂)−1/2

= ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2 = Êϕ
†
,

(3.1.13)

[n̂, Ĉϕ] = [n̂, 1
2(Êϕ + Êϕ

†)] = 1
2(−Êϕ + Êϕ

†) = −iŜϕ , (3.1.14)

[n̂, Ŝϕ] = [n̂, 1
2i(Êϕ − Êϕ

†)] = 1
2i(−Êϕ − Êϕ

†) = iĈϕ . (3.1.15)

Hieraus folgen mit Hilfe der allgemeinen Unschärferelation der Quantenmechanik sofort
die gesuchten speziellen Unschärfe-Relationen:

∆n̂ ·∆Ĉϕ ≥
1
2
∣∣∣〈[n · Ĉϕ]〉

∣∣∣ = 1
2
∣∣∣〈Ŝϕ〉∣∣∣ , (3.1.16)

∆n̂ ·∆Ŝϕ ≥
1
2
∣∣∣〈[n · Ŝϕ]〉

∣∣∣ = 1
2
∣∣∣〈Ĉϕ〉∣∣∣ . (3.1.17)

Einerseits sieht man, daß die Besetzungszahl n̂ und die Phasen Ŝϕ und Ĉϕ nicht gleich-
zeitig scharf gemessen werden können. Andererseits folgt sofort:

(∆n̂)2 · (∆Ĉϕ)2 + (∆n̂)2 · (∆Ŝϕ)2 ≥ 1
4(〈Ŝϕ〉2 + 〈Ĉϕ〉2) ⇒

U2 ..= (∆n̂)2 · (∆Ŝϕ)2 + (∆Ĉϕ)2

(〈Ŝϕ〉2 + 〈Ĉϕ〉2)
≥ 1

4 . (3.1.18)

Im geeigneten klassischen Grenzübergang für kleine ∆ϕ geht dieser Ausdruck wegen
sin ∆ϕ ≈ ∆ϕ gerade in den klassischen Ausdruck ∆n ·∆ϕ ≥ 1

2 (3.1.3) über.

Interessant ist auch noch der Kommutator [Ĉϕ, Ŝϕ]:

[Ĉϕ, Ŝϕ] = 1
4i [Êϕ + Êϕ

†
, Êϕ − Êϕ

†] = 1
4i(−[Êϕ, Êϕ

†] + [Êϕ
†
, Êϕ])

= − 1
2i [Êϕ, Êϕ

†] = − 1
2i [(n̂+ 1̂)−1/2ĉ , ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2]

= − 1
2i((n̂+ 1̂)−1/2ĉĉ†(n̂+ 1̂)−1/2 − ĉ†(n̂+ 1̂)−1ĉ)
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= − 1
2i((n̂+ 1̂)−1/2(n̂+ 1̂)(n̂+ 1̂)−1/2 − ĉ†(n̂+ 1̂)−1ĉ)

= 1
2i(ĉ

†(n̂+ 1̂)−1ĉ− 1̂) . (3.1.19)

Als Erwartungswerte für [Ĉϕ, Ŝϕ] ergeben sich im Vakuumzustand | 0〉, bzw. für Zu-
stände mit m, n > 0:

〈0 | [Ĉϕ, Ŝϕ] | 0〉 = − 1
2i , (3.1.20)

〈m | [Ĉϕ, Ŝϕ] | n〉 = 1
2i〈m | (ĉ

†(n̂+ 1̂)−1ĉ− 1̂) | n〉

= 1
2i(〈m− 1 |

√
m(n̂+ 1̂)−1√n | n− 1〉 − 〈m | n〉) (3.1.21)

= 1
2i(〈m− 1 | n− 1〉 − 〈m | n〉)

= 0 .

Also sind Ĉϕ und Ŝϕ für alle Zustände, mit Ausnahme des Vakuums, gleichzeitig exakt
meßbar.

3.2 Das freie Elektromagnetische Feld

Aus den Maxwell-Gleichungen für das freie elektromagnetische Feld in Coulomb-Eichung
folgen die Wellengleichung und die Transversalitäts-Bedingung für das Vektorpotential−→
A (−→r , t) (siehe z.B. Greiner (1993)):

−→
∇2−→A (−→r , t)− 1

c2
∂2−→A (−→r , t)

∂t2
= 0 , (3.2.1)

−→
∇ ·
−→
A (−→r , t) = 0 . (3.2.2)

Wenn wir zusätzlich periodische Randbedingungen in einem Kasten der Kantenlänge L
vorgeben, können wir die Lösung der Wellengleichung als Fourier-Reihe darstellen:

−→
A (−→r , t) =

∑
−→
k ,σ

(−→A−→
k ,σ

+−→A ∗−→
k ,σ

) =
∑
−→
k ,σ

Nk
−→ε −→

k ,σ
(a−→

k ,σ
ei(
−→
k −→r −ωkt) + a∗−→

k ,σ
e−i(

−→
k −→r −ωkt)) ,

(3.2.3)



3.2 Das freie Elektromagnetische Feld 25

mit dem Wellenvektor

−→
k ..= 2π

L



n1

n2

n3


, −L2 ≤ ni <

L

2 , ω−→
k
..= c · |

−→
k | (3.2.4)

und den Polarisationsvektoren
−→ε −→

k ,σ
, σ ∈ {1, 2} mit −→ε −→

k ,σ
·
−→
k = 0 , (3.2.5)

wobei die Vektoren−→k , −→ε −→
k ,1 ,
−→ε −→

k ,2 ein rechtshändiges Orthogonalsystem bilden mögen.
Daraus folgt:
−→ε −→

k ,σ
· −→ε −→

k ,σ′
= δσ,σ′ und −→ε −−→k ,σ = −(−1)σ−→ε −→

k ,σ
(3.2.6)

und einem Normierungsfaktor Nk, (abhängig von |−→k |), den wir später noch genau-
er betrachten werden. Indem wir in der Fourier-Reihe für −→A (−→r , t) zu jeder Fourier-
Komponente −→A−→

k ,σ
auch die entsprechende konjugiert komplexe Fourier-Komponente

−→
A ∗−→

k ,σ
addiert haben, erhalten wir also ein reelles Vektorpotential −→A (−→r , t) und daraus

folgend ebenso die reelle elektrische Feldstärke −→E (−→r , t) und magnetische Feldstärke
−→
B (−→r , t):

−→
E (−→r , t) = −1

c

∂

∂t

−→
A (−→r , t)

= i
∑
−→
k ,σ

Nk
ωk
c
−→ε −→

k ,σ
(a−→

k ,σ
ei(
−→
k −→r −ωkt) − a∗−→

k ,σ
e−i(

−→
k −→r −ωkt)) ,

(3.2.7)

−→
B (−→r , t) = −→∇ ×−→A (−→r , t)

= i
∑
−→
k ,σ

Nk

−→
k ×−→ε −→

k ,σ
(a−→

k ,σ
ei(
−→
k −→r −ωkt) − a∗−→

k ,σ
e−i(

−→
k −→r −ωkt))

. (3.2.8)

Die Zeitabhängigkeit ziehen wir im folgenden in die Entwicklungskoeffizienten a−→
k ,σ

hinein:

a−→
k ,σ

(t) ..= a−→
k ,σ
e−iωkt und a∗−→

k ,σ
(t) ..= a∗−→

k ,σ
eiωkt . (3.2.9)

Für die Hamilton-Funktion H (d.h. die Gesamtenergie), ergibt sich:

H = 1
8π

∫
L3

d3x (−→E 2 +−→B 2)
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= − 1
8π

∑
−→
k ,σ

∑
−→
k ′,σ′

NkNk′

[
ωkωk′

c2
−→ε −→

k ,σ
−→ε −→

k′ ,σ′
+ (−→k ×−→ε −→

k ,σ
) · (−→k ′ ×−→ε −→

k′ ,σ′
)
]

·
∫
L3

d3x
[
(a−→

k ,σ
(t) ei

−→
k −→r − a∗−→

k ,σ
(t) e−i

−→
k −→r )(a−→

k ′,σ′
(t) ei

−→
k ′−→r ) − a∗−→

k ′,σ′
(t) e−i

−→
k ′−→r )

]
.

Mit der Beziehung für das Kreuzprodukt:
(−→a ×−→b ) · (−→c ×−→d ) = (−→a · −→c )(−→b · −→d )− (−→b · −→c )(−→a · −→d )
und der Berücksichtigung der Transversalitätsbedingung −→k · −→ε −→

k ,σ
= 0 folgt weiter:

H = − 1
8π

∑
−→
k ,σ

∑
−→
k ′,σ′

NkNk′(
ωkωk′

c2 +−→k · −→k ′)−→ε −→
k ,σ
−→ε −→

k′ ,σ′

·
∫
L3

d3x
[
(a−→

k ,σ
(t) ei

−→
k −→r − a∗−→

k ,σ
(t) e−i

−→
k −→r )(a−→

k ′,σ′
(t) ei

−→
k ′−→r ) − a∗−→

k ′,σ′
(t) e−i

−→
k ′−→r )

]

= − 1
8π

∑
−→
k ,σ

∑
−→
k ′,σ′

NkNk′(
ωkωk′

c2 +−→k · −→k ′)−→ε −→
k ,σ
−→ε −→

k′ ,σ′

·

∫
L3

d3x (a−→
k ,σ

(t) a−→
k ′,σ′

(t) ei(
−→
k +
−→
k ′)−→r + a∗−→

k ,σ
(t) a∗−→

k ′,σ′
(t) e−i(

−→
k +
−→
k ′)−→r )

−
∫
L3

d3x (a−→
k ,σ

(t) a∗−→
k ′,σ′

(t) ei(
−→
k −
−→
k ′)−→r + a∗−→

k ,σ
(t) a−→

k ′,σ′
(t) e−i(

−→
k −
−→
k ′)−→r ) .



Aufgrund der Orthogonalitätsrelation für die ei
−→
k −→r :∫

L3

d3x ei(
−→
k −
−→
k ′)−→r = L3δ−→

k ,
−→
k ′

tauchen also nur Terme mit −→k = −→k ′ und −→k = −−→k ′ auf, wobei sich wegen der Disper-
sionsrelation 3.2.4 auch die Terme mit −→k = −−→k ′ wegheben:

H = −L
3

4π
∑
−→
k ,σ

N2
k

ω2
k

c2 (a−→
k ,σ

(t) a∗−→
k ,σ

(t) + a∗−→
k ,σ

(t) a−→
k ,σ

(t)) .

Die Zeitabhängigkeit von a−→
k ,σ

(t) und a∗−→
k ,σ

(t) hebt sich im Produkt gerade gegenseitig
auf, so daß a−→

k ,σ
(t) a∗−→

k ,σ
(t) = a−→

k ,σ
a∗−→
k ,σ

ist.

Jetzt wählen wir den Normierungsfaktor Nk als:

Nk ..= (2π~c2

L3ωk
)1/2 (3.2.10)
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und erhalten für die Hamilton-Funktion H gerade:

H = 1
2
∑
−→
k ,σ

~ωk(a−→k ,σa
∗−→
k ,σ

+ a∗−→
k ,σ
a−→
k ,σ

) . (3.2.11)

Jede Normalmode (−→k , σ) des elektromagnetischen Feldes schwingt also wie ein har-
monischer Oszillator mit der Energie ~ωk und kann wie ein harmonischer Oszillator
quantisiert werden.

3.3 Kohärente Zustände

Wir hatten oben bei der Behandlung des harmonischen Oszillators (2.2.14, 2.2.15) ge-
sehen, daß die Erwartungswerte von q̂ und p̂ in der Besetzungszahl-Darstellung ver-
schwinden, daß wir also keine mittlere Trajektorie des Systems angeben können. Das
gleiche gilt (wegen 3.2.7, 3.2.8) auch für die Erwartungswerte des elektrischen und des
magnetischen Feldes:

〈n |
−̂→
E | n〉 = 〈n | −̂→B | n〉 = 0 . (3.3.1)

Es stellt sich hier natürlich die Frage, ob wir statt der Basis der {| n〉} zu einer anderen
Basis übergehen können, die dem klassischen Bild mit nichtverschwindenden elektri-
schen und magnetischen Feldstärken näherkommt? Glauber (Glauber (1963)) hat zu
diesem Zweck die sogenannten kohärenten Zustände konstruiert, die sich weit über die
Quantenelektrodynamik hinaus als hilfreich erwiesen haben.
Die Frage lautet: können wir einen Zustand | α〉 = ∑∞

n=0 bn | n〉 konstruieren, bei
dem im zeitlichen Mittel die Unschärfe von q̂(t) bzw. −̂→E (t) minimal wird - unter der
Nebenbedingung eines festen 〈n̂〉?
Sei 〈〉t das Zeitmittel über eine Periode.

〈(∆q)2〉t ..= 〈〈(q̂(t)− 〈q̂(t)〉)2〉〉t = 〈〈q̂2(t)〉 − 〈q̂(t)〉2〉〉t (3.3.2)

= ~
2mω 〈〈(e

2iωtĉ†2 + ĉ†ĉ+ ĉĉ† + e−2iωtĉ2)〉

− (e2iωt〈ĉ†〉2 + 2〈ĉ†〉〈ĉ〉+ e−2iωt〈ĉ〉2)〉t

= ~
2mω (2〈ĉ†ĉ〉+ 1− 2〈ĉ†〉〈ĉ〉)

= ~
mω
〈ĉ†ĉ− 〈ĉ†〉〈ĉ〉+ 1

2〉 .

〈(∆q)2〉t ist minimal, wenn 〈ĉ†〉〈ĉ〉 = |〈ĉ〉|2 maximal ist.

〈α | ĉ | α〉 =
∞∑
m=0

∞∑
n=0

b∗mbn〈m | ĉ | n〉 =
∞∑
m=0

∞∑
n=1

b∗mbn
√
n〈m | n− 1〉
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=
∞∑
m=0

∞∑
n=0

b∗mbn+1
√
n+ 1〈m | n〉 =

∞∑
n=0

b∗nbn+1
√
n+ 1 .

Dies kann als Skalarprodukt 〈. . . , bn, . . . | . . . , bn+1
√
n+ 1, . . .〉 gelesen werden und

mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt dann:

|〈α | ĉ | α〉|2 ≤ (
∞∑
n=0
|bn|2)(

∞∑
n=0
|bn+1|2(n+ 1)) = (

∞∑
n=0
|bn|2)(

∞∑
n=−1

|bn+1|2(n+ 1))

= (
∞∑
n=0
|bn|2)(

∞∑
n=0
|bn|2(n)) = 〈α | α〉〈α | n̂ | α〉 = 〈n̂〉 .

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist maximal genau dann, wenn beide Vektoren
parallel sind, d.h. in unserem Fall, wenn mit einem Proportionalitätsfaktor α gilt :

ĉ | α〉 = α | α〉 , (3.3.3)

bn+1
√
n+ 1 = αbn ⇒ bn = αn√

n!
b0 .

Mit der Normierungsbedingung 〈α | α〉 = 1 folgt:

〈α | α〉 =
∞∑
n=0
|bn|2 =

∞∑
n=0

|α|2n

n! |b0|2 = e|α|
2 |b0|2 = 1 .

Wir können b0 reell wählen, also:

b0 = e−
1
2 |α|

2
,

und damit folgt unser gesuchter Zustandsvektor | α〉 (auch Glauber-Vektor oder kohä-
renter Zustand genannt):

| α〉 = e−
1
2 |α|

2
∞∑
n=0

αn√
n!
| n〉 . (3.3.4)

| α〉 ist Eigenvektor von ĉ zum Eigenwert α (so wurde | α〉 ja auch gerade konstruiert,
siehe 3.3.3):

ĉ | α〉 = e−
1
2 |α|

2
∞∑
n=1

αn√
n!
√
n | n− 1〉 = e−

1
2 |α|

2
∞∑
n=1

α
αn−1√
(n− 1)!

| n− 1〉

= e−
1
2 |α|

2
∞∑
n=0

α
αn√
(n)!
| n〉 = α | α〉 ⇒
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ĉ | α〉 = α | α〉 , 〈α | ĉ† = α∗〈α | . (3.3.5)

Damit sieht man sofort, daß |α|2 gerade der Erwartungswert des Teilchenzahl-Operators
in kohärenten Zuständen ist:

〈n̂〉 = 〈α | n̂ | α〉 = 〈α | ĉ†ĉ | α〉 = α∗α = |α|2 . (3.3.6)

Ein beliebiger kohärenter Zustand | α〉 läßt sich aus dem Vakuumzustand | 0〉 aufbauen.
Aus 2.2.7 folgt ĉ† | n− 1〉 =

√
n | n〉 und daraus folgt:

| n〉 = 1√
n
ĉ† | n− 1〉 = 1√

n!
ĉ†n | 0〉 , (3.3.7)

| α〉 = e−
1
2 |α|

2
∞∑
n=0

(αĉ†)n
n! | 0〉 = e−

1
2 |α|

2
eαĉ
† | 0〉 . (3.3.8)

In der Literatur findet sich für den kohärenten Zustand | α〉 auch noch ein ande-
rer Erzeugungs-Operator aus dem Vakuum. Mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff-
Relation (siehe etwa Greiner u. Reinhardt (1993), S. 32 ff.), die ja für ĉ und ĉ† erfüllt
ist:

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−
1
2 [Â,B̂] falls [[Â, B̂], Â] = [[Â, B̂], B̂] = 0 (3.3.9)

folgt aus 3.3.8:

| α〉 = eαĉ
†
eα
∗ĉe−

1
2 |α|

2 | 0〉 = eαĉ
†
eα
∗ĉe−

1
2 [α∗ĉ , αĉ†] | 0〉

= eαĉ
†
eα
∗ĉe−

1
2 [αĉ† ,−α∗ĉ] | 0〉 = eαĉ

†−α∗ĉ | 0〉 .
(3.3.10)

In der Literatur finden sich gelegentlich auch die unnormierten kohärenten Zustände
|α̃〉:

| α̃〉 =
∞∑
n=0

αn√
n!
| n〉 =

∞∑
n=0

(αĉ†)n
n! | 0〉 = eαĉ

† | 0〉 . (3.3.11)

Durch Differenzieren von 3.3.10 nach α ergibt sich als Entsprechung zu 3.3.5:

ĉ† | α〉 = d

dα
| α〉 , 〈α | ĉ = d

dα∗
〈α | . (3.3.12)

Als nächstes wollen wir die Frage der Orthogonalität und Vollständigkeit der kohärenten
Zustände untersuchen.

〈α | β〉 = e−
1
2 (|α|2+|β|2)

∞∑
m=0

∞∑
n=0
〈m | n〉 α

∗mβn√
m!
√
n!

= e−
1
2 (|α|2+|β|2)

∞∑
m=0

α∗mβm

m! = e−
1
2 (|α|2+|β|2)eα

∗β ,

(3.3.13)
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|〈α | β〉|2 = e−(|α|2+|β|2)eα
∗βeαβ

∗ = e−|α−β|
2
, (3.3.14)

das heißt, je größer |α− β| ist, desto orthogonaler sind die kohärenten Zustände.

Wichtig ist, daß die kohärenten Zustände ein vollständiges System von Zustandsvek-
toren darstellen (wegen der mangelnden Orthogonalität spricht man auch von einem
übervollständigen System). Dies läßt sich folgendermaßen beweisen:

∫ dα∗dα

2πi | α〉〈α | =
∫ dα∗dα

2πi e−|α|
2
∞∑
m=0

∞∑
n=0

αm√
m!
| m〉〈n | α

∗n
√
n!
.

Wir gehen jetzt von den Variablen α = |α|eiϕ und α∗ = |α|e−iϕ über zu den Variablen
|α| und ϕ:

dα∗dα =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂α∗

∂|α|
∂α∗

∂ϕ

∂α
∂|α|

∂α
∂ϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ d|α| dϕ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
e−iϕ −i|α|e−iϕ

eiϕ i|α|eiϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ d|α| dϕ = 2|α| d|α| dϕ , (3.3.15)

∫ dα∗dα

2πi | α〉〈α | =
∞∫
0

2π∫
0

|α| d|α| dϕ
π

e−|α|
2
∞∑
m=0

∞∑
n=0

|α|m+n
√
m!n!

eiϕ(m−n) | m〉〈n | ,

Mit
2π∫
0

dϕ eiϕ(m−n) = 2πδ(m− n) folgt

∫ dα∗dα

2πi | α〉〈α | =
∞∫
0

|α| d|α| 2e−|α|2
∞∑
m=0

|α|2m

m! | m〉〈m |

=
∞∑
m=0

1
m! | m〉〈m |

∞∫
0

d|α| 2|α|e−|α|2|α|2m

=
∞∑
m=0

1
m! | m〉〈m |

∞∫
0

dξ e−ξξm

=
∞∑
m=0

1
m! | m〉〈m | Γ(m+ 1)

=
∞∑
m=0
| m〉〈m |= 1̂ . (3.3.16)
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Als nächstes wollen wir die Erwartungswerte und Unschärfen von q̂(t) und p̂(t) in ko-
härenten Zuständen betrachten.

〈q̂(t)〉 = 〈α | q̂(t) | α〉 =
√

~
2mω 〈α | e

iωtĉ† + e−iωtĉ | α〉

=
√

~
2mω (α∗eiωt + αe−iωt) =

√
~

2mω |α|(e
i(ωt−ϕ) + e−i(ωt−ϕ))

=
√

2~
mω
|α| cos(ωt− ϕ) . (3.3.17)

Dieses Ergebnis entspricht dem Ergebnis beim klassischen harmonischen Oszillator
(2.1.6, 2.1.14).

Für 〈(∆q)2〉t ergibt sich mit 3.3.2:

〈(∆q)2〉t = ~
mω
〈ĉ†ĉ− 〈ĉ†〉〈ĉ〉+ 1

2〉 = ~
mω

(|α|2 − α∗α + 1
2) = ~

2mω . (3.3.18)

Die Unschärfe ∆q ist tatsächlich in dem Sinne minimal, daß sie nur noch von den
Vakuum-Schwingungen herrührt.

Völlig analog ist das Ergebnis für ∆p:

〈(∆p)2〉t ..= 〈〈(p̂(t)− 〈p̂(t)〉)2〉〉t = 〈〈p̂2〉 − 〈p̂〉2〉t

= −m~ω
2 〈〈(e2iωtĉ†2 − ĉ†ĉ− ĉĉ† + e−2iωtĉ2)〉

− (e2iωt〈ĉ†〉2 − 2〈ĉ†〉〈ĉ〉+ e−2iωt〈ĉ〉2)〉t

= m~ω
2 (2〈ĉ†ĉ〉+ 1− 2〈ĉ†〉〈ĉ〉)

= m~ω(〈ĉ†ĉ〉 − 〈ĉ†〉〈ĉ〉+ 1
2) = m~ω(|α|2 − α∗α + 1

2) = m~ω
2 . (3.3.19)

Auch hier ist die Unschärfe ∆p in dem Sinne minimal, daß sie nur noch von den Vakuum-
Schwingungen herrührt. Daraus folgt:

〈(∆q)2〉t · 〈(∆p)2〉t = ~2

4 . (3.3.20)

Wir erhalten also in einem kohärenten Zustand für ∆q · ∆p die minimal mögliche
Unschärfe-Relation! Das gleiche gilt beim freien elektromagnetischen Feld entsprechend
für die Feldstärken −̂→E und −̂→B .
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Weiter ist es auch interessant, die Unschärfe und die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Teilchenzahl in kohärenten Zuständen zu betrachten.

(∆n)2 ..= 〈(∆n)2〉 ..= 〈(n̂− 〈n̂〉)2〉 = 〈n̂2〉 − 〈n̂〉2

= 〈ĉ†ĉĉ†ĉ〉 − 〈ĉ†ĉ〉2 == 〈ĉ†(ĉ†ĉ+ 1̂)ĉ〉 − 〈ĉ†ĉ〉2

= α∗2α2 + α∗α− (α∗α)2 = |α|2 = 〈n̂〉 , (3.3.21)

∆n
n

..=

√
〈(∆n)2〉
〈n̂〉

= 1√
〈n̂〉

. (3.3.22)

Betrachtet man also kohärente Zustände mit großenTeilchenzahlen, so geht die relative
Unschärfe der Teilchenzahl für große n gegen 0.
Die Wahrscheinlichkeit, gerade n Teilchen zu finden ist eine Poissonverteilung in
λ ..= |α|2 = 〈n̂〉:

p(n) ..= |〈n | α〉|2 = e−|α|
2 |α|2n

n! = e−λ
λn

n! . (3.3.23)

Für Mittelwert und Varianz ergeben sich:

〈n〉 ..=
∞∑
n=0

n p(n) =
∞∑
n=0

n e−λ
λn

n! =
∞∑
n=1

e−λ
λ · λn−1

(n− 1)! = λ
∞∑
n=0

e−λ
λn

n)! = λ , (3.3.24)

〈n2〉 ..=
∞∑
n=0

n2 p(n) =
∞∑
n=0

(n)(n− 1) p(n) +
∞∑
n=0

n p(n)

= λ2
∞∑
n=2

e−λ
λn−2

(n− 2)! + λ = λ2
∞∑
n=0

e−λ
λn

n! + λ = λ2 + λ , (3.3.25)

σ ..= 〈(n− 〈n〉)2〉 = 〈n2〉 − 〈n〉2 = λ2 + λ− λ2 = λ . (3.3.26)

Für große λ = |α|2 = 〈n̂〉 ähnelt die Poisson-Verteilung einer Gauß-Verteilung in
n− λ = n− 〈n〉.
Dies kann man folgendermaßen sehen: da der Logarithmus einer Gauß-Verteilung ein
Polynom 2. Grades ist, entwickeln wir den Logarithmus der Poisson-Verteilung nach
n− λ.

ln p(n) ≈ ln p(n)|λ + d

dn
ln p(n)

∣∣∣∣∣
λ

(n− λ) + 1
2
d2

dn2 ln p(n)
∣∣∣∣∣
λ

(n− λ)2 .
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Zuvor ersetzen wir in p(n) mit Hilfe der Stirling Formel n! für große Werte von n (siehe
I.5.9):

n! ≈
√

2πn (n
e

)n , (3.3.27)

p(n) = e−λ
λn

n! ≈
1√
2πn

en−λ(λ
n

)n ,

ln p(n) = −1
2 ln(2πn) + (n− λ) + n(ln λ− lnn) ⇒

ln p(n)|λ = −1
2 ln(2πλ) ,

d

dn
ln p(n) = −1

2
2π

2πn + 1 + (lnλ− lnn) + n(− 1
n

) = − 1
2n + ln λ− lnn ⇒

d

dn
ln p(n)

∣∣∣∣∣
λ

= − 1
2λ ,

d2

dn2 ln p(n) = 1
2n2 −

1
n
⇒ d2

dn2 ln p(n)
∣∣∣∣∣
λ

= 1
2λ2 −

1
λ
,

ln p(n) ≈ −1
2 ln(2πλ)− (n− λ)

2λ + 1
2( 1

2λ2 −
1
λ

)(n− λ)2 .

Für große Werte von λ = 〈n〉 und für n-Werte in der Umgebung von λ, also für |n−λ| �
λ, können wir die Terme (n−λ)

2λ und 1
4λ2 (n− λ)2 vernachlässigen und erhalten:

ln p(n) ≈ −1
2 ln(2πλ)− (n− λ)2

2λ ⇒

p(n) ≈ 1√
2πλ

e−
(n−λ)2

2λ . (3.3.28)

3.4 Phasen-Operatoren in kohärenten Zuständen

Man kann jetzt für die in 3.1.9 definierten Phasen-Operatoren die Erwartungswerte in
kohärenten Zuständen untersuchen. Dies ist natürlich besonders interessant, um den
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Grenzfall von der Quantentheorie zur klassischen Physik hin besser zu verstehen und
zu beschreiben.

〈α | Ĉϕ | α〉 = 1
2〈α | (Êϕ + Êϕ

†) | α〉

= 1
2〈α | ((n̂+ 1̂)−1/2ĉ+ ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2) | α〉

= 1
2
∑
n

(〈α | (n̂+ 1̂)−1/2 | n〉〈n | ĉ | α〉

+ 〈α | ĉ† | n〉〈n | (n̂+ 1̂)−1/2 | α〉)

= 1
2 e
−|α|2 ∑

n

( α
∗n
√
n!
· 1√

n+ 1
· α · α

n

√
n!

+ α∗n√
n!
· 1√

n+ 1
· α∗ · α

n

√
n!

)

= 1
2 e
−|α|2 ∑

n

α∗nαn+1 + α∗n+1αn

n!(n+ 1) 1
2

= 1
2 e
−|α|2 ∑

n

(α + α∗) (α∗α)n

n!(n+ 1) 1
2
.

Schreiben wir für α wieder α = |α|eiϕ, so folgt:

〈α | Ĉϕ | α〉 = |α| cos(ϕ) e−|α|2
∞∑
n=0

|α|2n

n!(n+ 1) 1
2
. (3.4.1)

Man sieht unmittelbar, daß für Ŝϕ völlig analog folgt:

〈α | Ŝϕ | α〉 = |α| sin(ϕ) e−|α|2
∞∑
n=0

|α|2n

n!(n+ 1) 1
2
. (3.4.2)

Für große n = 〈n̂〉 = |α|2 � 1 kann man für die hier auftauchende Reihe eine nütz-
liche asymptotische Entwicklung in 1

|α|2 erhalten (siehe: Loudon (1992) und insb. die
Originalarbeit von Carruthers u. Nieto (1965)):

〈α | Ĉϕ | α〉 ≈ cos(ϕ) · (1− 1
8|α|2 ) , (3.4.3)

〈α | Ŝϕ | α〉 ≈ sin(ϕ) · (1− 1
8|α|2 ) . (3.4.4)

Beweis. Zunächst einmal gilt mit Hilfe der Γ-Funktion

1
nz

= 1
nz
· Γ(z)

Γ(z) = 1
Γ(z) ·

1
nz
·
∞∫
0

sz−1e−sds = 1
Γ(z) ·

∞∫
0

tz−1e−ntdt , (3.4.5)
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∞∑
n=0

|α|2n

n!(n+ 1) 1
2

=
∞∑
n=0

|α|2n

n! ·
1

Γ(1
2) ·

∞∫
0

t−
1
2 e−(n+1)tdt

= 1
Γ(1

2) ·
∞∫
0

t−
1
2 e−t(

∞∑
n=0

(|α|2e−t)n
n! )dt

= 1
Γ(1

2) ·
∞∫
0

t−
1
2 e−te|α|

2e−tdt

= 1
Γ(1

2) ·
∞∫
0

t−
1
2 (1− t+ t2

2 +O(t3)) · e|α|2(1−t+ t2
2 +O(t3))dt

= 1
Γ(1

2) ·
∞∫
0

t−
1
2 (1− t+ t2

2 +O(t3)) · e|α|2 · e−|α|2t · e|α|2( t
2
2 +O(t3))dt

= e|α|
2

Γ(1
2) ·

∞∫
0

t−
1
2 e−|α|

2t(1− t+ t2

2 +O(t3)) · (1 + |α|
2t2

2 + |α|2O(t3))dt

= e|α|
2

Γ(1
2) ·

∞∫
0

t−
1
2 e−|α|

2t(1− t+ |α|
2 + 1
2 t2 + (|α|2 + 1)O(t3))dt

= e|α|
2 · [ 1

Γ(1
2) ·

∞∫
0

t−
1
2 e−|α|

2t −
Γ(3

2)
Γ(1

2) ·
1

Γ(3
2) ·

∞∫
0

t
1
2 e−|α|

2tdt

+ (|α|2 + 1)
2 ·

Γ(5
2)

Γ(1
2) ·

1
Γ(5

2) ·
∞∫
0

t
3
2 e−|α|

2tdt

+ (|α|2 + 1) ·
Γ(7

2)
Γ(1

2) ·
1

Γ(7
2) ·

∞∫
0

O(t 5
2 )e−|α|2tdt ] .

Mit Γ(n+ 1) = n · Γ(n) folgt: Γ(3
2) = 1

2 · Γ(1
2), Γ(5

2) = 3
2 ·

1
2 · Γ(1

2), Γ(7
2) = 5

2 ·
3
2 ·

1
2 · Γ(1

2).
Obwohl an dieser Stelle nicht benötigt, sei doch noch der Wert von Γ(1

2) angegeben:
Γ(1

2) =
√
π. Damit erhalten wir für die obige Reihe:

∞∑
n=0

|α|2n

n!(n+ 1) 1
2

= e|α|
2 · [ 1

(|α|2) 1
2
− 1

2 ·
1

(|α|2) 3
2

+ 3
4 ·

(|α|2 + 1)
2 · 1

(|α|2) 5
2

+ O((|α|2 + 1)
(|α|2) 7

2
) ]



36 3 Phasen-Operatoren und kohärente Zustände

= e|α|
2

|α|
· (1− 1

2|α|2 + 3
8 ·
|α|2 + 1
|α|4

+O( 1
|α|4

))

= e|α|
2

|α|
· (1− 1

8|α|2 +O( 1
|α|4

)) . (3.4.6)
2

Setzen wir dies in 3.4.1 und 3.4.2 ein, so folgen wie behauptet 3.4.3 und 3.4.4.

Um die Unschärfen von Ĉϕ und Ŝϕ berechnen zu können, benötigen wir als nächstes
〈α | Ĉϕ

2
| α〉 und 〈α | Ŝϕ

2
| α〉:

〈α | Ĉϕ
2
| α〉 = 〈α | 1

4(Êϕ + Êϕ
†)2 | α〉

= 〈α | 1
4((n̂+ 1̂)−1/2ĉ+ ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2)2 | α〉

= 1
4 · [〈α | (n̂+ 1̂)−1/2ĉ(n̂+ 1̂)−1/2ĉ | α〉

+ 〈α | (n̂+ 1̂)−1/2ĉĉ†(n̂+ 1̂)−1/2 | α〉

+ 〈α | ĉ†(n̂+ 1̂)−1ĉ | α〉

+ 〈α | ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2 | α〉]

= 1
4 · [

∞∑
n=0
〈α | (n̂+ 1̂)−1/2ĉ(n̂+ 1̂)−1/2 | n〉〈n | ĉ | α〉

+
∞∑
n=0
〈α | (n̂+ 1̂)−1/2(ĉ†ĉ+ 1) | n〉〈n | (n̂+ 1̂)−1/2 | α〉

+
∞∑
n=0
〈α | ĉ†(n̂+ 1̂)−1 | n〉〈n | ĉ | α〉

+
∞∑
n=0
〈α | ĉ†(n̂+ 1̂)−1/2ĉ† | n〉〈n | (n̂+ 1̂)−1/2 | α〉]

= 1
4 · [

∞∑
n=1
〈α | (n̂+ 1̂)−1/2

√
n√

n+ 1
| n− 1〉α〈n | α〉

+
∞∑
n=0

n+ 1√
n+ 1

〈α | n〉 1√
n+ 1

〈n | α〉

+
∞∑
n=0

α∗
1

n+ 1〈α | n〉α〈n | α〉
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+
∞∑
n=0

α∗〈α | (n̂+ 1̂)−1/2√n+ 1 | n+ 1〉 1√
n+ 1

〈n | α〉]

= e−|α|
2

4 · [
∞∑
n=1

1√
n
·
√
n√

n+ 1
· α∗(n−1)√

(n− 1)!
· α · α

n

√
n!

+
∞∑
n=0

|α|2n

n!

+
∞∑
n=0
|α|2 · 1

n+ 1 ·
|α|2n

n! +
∞∑
n=0

α∗ · 1√
n+ 2

· α∗(n+1)√
(n+ 1)!

· α
n

√
n!

]

= e−|α|
2

4 · [
∞∑
n=1

α∗(n−1)√
(n− 1)!

· αn+1√
(n+ 1)!

+ e|α|
2

+ (e|α|2 − 1) +
∞∑
n=0

α∗(n+2)√
(n+ 2)!

· α
n

√
n!

]

= 1
2 −

e−|α|
2

4 + e−|α|
2

4

∞∑
n=0

[ α
∗n
√
n!
· αn+2√

(n+ 2)!
+ α∗(n+2)√

(n+ 2)!
· α

n

√
n!

]

= 1
2 −

e−|α|
2

4 + e−|α|
2

4

∞∑
n=0

( |α|2n

n!
√
n+ 1

√
n+ 2

) · (α2 + α∗2) .

Schreiben wir für α wieder α = |α|eiϕ, so folgt:

〈α | Ĉϕ
2
| α〉 = 1

2 −
e−|α|

2

4 + |α|2(e2iϕ + e−2iϕ) e
−|α|2

4

∞∑
n=0

( |α|2n

n!
√
n+ 1

√
n+ 2

)

= 1
2 −

e−|α|
2

4

+ |α|2 1
4((eiϕ + e−iϕ)2 − 2) e−|α|2

∞∑
n=0

( |α|2n

n!
√
n+ 1

√
n+ 2

)

= 1
2 −

e−|α|
2

4 + |α|2(cos2(ϕ)− 1
2) e−|α|2

∞∑
n=0

( |α|2n

n!
√
n+ 1

√
n+ 2

) . (3.4.7)

Völlig analog folgt für Ŝϕ
2:

〈α | Ŝϕ
2
| α〉 = 1

2 −
e−|α|

2

4 + |α|2(sin2(ϕ)− 1
2) e−|α|2

∞∑
n=0

( |α|2n

n!
√
n+ 1

√
n+ 2

) . (3.4.8)

Auch für die hier auftauchenden Reihen kann man für große n = 〈n̂〉 = |α|2 � 1 eine
nützliche asymptotische Entwicklung in 1

|α|2 erhalten (siehe wieder: Loudon (1992) und
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insb. die Originalarbeit von Carruthers u. Nieto (1965)):

〈α | Ĉϕ
2
| α〉 ≈ cos2(ϕ)−

cos2(ϕ)− 1
2

2|α|2 , (3.4.9)

〈α | Ŝϕ
2
| α〉 ≈ sin2(ϕ)−

sin2(ϕ)− 1
2

2|α|2 . (3.4.10)

Beweis.
∞∑
n=0

( |α|2n

n!
√
n+ 1

√
n+ 2

) =
∞∑
n=0

|α|2n+2

(n+ 1)! ·
1
|α|2
·
√
n+ 1√
n+ 2

=
∞∑
n=1

|α|2n

n! ·
1
|α|2
·
√
n√

n+ 1

= 1
|α|2
·
∞∑
n=0

|α|2n

n! ·
√
n√

n+ 1

= 1
|α|2
·
∞∑
n=0

|α|2n

n! · (1 + 1
n

)− 1
2

= 1
|α|2
·
∞∑
n=0

|α|2n

n! · (1−
1

2n +O( 1
n2 ))

= 1
|α|2
·
∞∑
n=0

|α|2n

n! · (1−
1
2 ·

1
n+ 1 · (1 + 1

n
) +O( 1

n2 ))

= 1
|α|2
·
∞∑
n=0

|α|2n

n! · (1−
1
2 ·

1
n+ 1 +O( 1

n2 ))

= 1
|α|2
· [e|α|2 − 1

2 ·
∞∑
n=0

|α|2n+2

(n+ 1)! ·
1
|α|2

+O( 1
n2 )]

= 1
|α|2
· [e|α|2 − 1

2 ·
1
|α|2
· (
∞∑
n=0

|α|2n

n! − 1) +O( 1
n2 )]

= 1
|α|2
· [e|α|2 − 1

2 ·
1
|α|2
· (e|α|2 − 1) +O( 1

n2 )]

= 1
|α|2
· e|α|2 − 1

2 ·
1
|α|4
· e|α|2 + 1

2 ·
1
|α|4

+O( 1
n2 ) .

Bis zur Ordnung O( 1
n2 ) = O( 1

|α|4 ) gilt also:

∞∑
n=0

( |α|2n

n!
√
n+ 1

√
n+ 2

) = 1
|α|2
· e|α|2(1− 1

2|α|2 ) +O( 1
|α|4

) . (3.4.11)
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Setzen wir dies in 3.4.7 und 3.4.8 ein, so folgen für |α|2 � 1 ⇒ e−|α|
2 = 0 wie behauptet

3.4.9 und 3.4.10:

〈α | Ĉϕ
2
| α〉 ≈ 1

2 + (cos2(ϕ)− 1
2) · (1− 1

2|α|2 )

= cos2(ϕ)−
cos2(ϕ)− 1

2
2|α|2 . 2

Damit können wir jetzt die gesuchten Unschärfen von Ĉϕund Ŝϕ im kohärenten Zustand
|α〉 für große n = 〈n̂〉 = |α|2 � 1 berechnen:

(∆Ĉϕ)2 = 〈α | Ĉϕ
2
| α〉 − (〈α | Ĉϕ | α〉)2

= cos2(ϕ)−
cos2(ϕ)− 1

2
2|α|2 − cos2(ϕ) · (1− 1

8|α|2 )2 +O( 1
|α|4

)

= −2 cos2(ϕ) + 1 + cos2(ϕ)
4|α|2 +O( 1

|α|4
)

= sin2(ϕ)
4|α|2 +O( 1

|α|4
) . (3.4.12)

Und völlig analog:

(∆Ŝϕ)2 = cos2(ϕ)
4|α|2 +O( 1

|α|4
) . (3.4.13)

Mit ∆n = |α| (3.3.21) folgt:

(∆n) · (∆Ĉϕ) = 1
2 sin(ϕ) , (3.4.14)

(∆n) · (∆Ŝϕ) = 1
2 cos(ϕ) . (3.4.15)

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit den allgemeinen Unschärfe-Relationen 3.1.16 und
3.1.17 für Ĉϕ und Ŝϕ, so sehen wir, daß wir mit den kohärenten Zuständen auch hier
die minimal mögliche Unschärfe erhalten.

Interessant ist auch, den Erwartungswert von (Ĉϕ
2 + Ŝϕ

2) anzusehen. Hier erhalten wir
aus 3.4.7 und 3.4.8 (ohne irgendeine Näherung) :

〈α | (Ĉϕ
2 + Ŝϕ

2) | α〉 = 1− e−|α|
2

2 . (3.4.16)

Für n = |α|2 → 0 erhalten wir hier den Wert 1
2 , während sich für n = |α|2 → ∞ der

erwartete klassische Wert 1 ergibt.
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Als letztes wollen wir noch die Unschärfe U aus 3.1.18, also das quantenmechanische
Analogon für den klassischen Ausdruck ∆n ·∆ϕ, für die beiden Grenzfälle n = |α|2 → 0
und n = |α|2 →∞ betrachten.
Für |α| → 0 benutzen wir 3.4.1, 3.4.2 und 3.4.7, 3.4.8:

lim
|α|→0

U2 ..= lim
|α|→0

|α|2 · (∆Ŝϕ)2 + (∆Ĉϕ)2

(〈Ŝϕ〉2 + 〈Ĉϕ〉2)

= lim
|α|→0

|α|2 ·
(1

4 − 0) + (1
4 − 0)

|α|2 sin2(ϕ) + |α|2 cos2(ϕ) = 1
2 . (3.4.17)

Für |α| → ∞ benutzen wir die asymptotischen Entwicklungen 3.4.3, 3.4.4 und 3.4.12,
3.4.13:

lim
|α|→∞

U2 ..= lim
|α|→∞

|α|2 · (∆Ŝϕ)2 + (∆Ĉϕ)2

(〈Ŝϕ〉2 + 〈Ĉϕ〉2)

= lim
|α|→0

|α|2 ·
1

4|α|2 sin2(ϕ) + 1
4|α|2 cos2(ϕ)

sin2(ϕ) + cos2(ϕ) = 1
4 . (3.4.18)

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit der allgemeinen Unschärfe-Relation 3.1.18, so sehen
wir, daß wir mit den kohärenten Zuständen wiederum auch hier die minimal mögliche
Unschärfe erhalten.



4 Das gewöhnliche Pfadintegral in der
Quantenmechanik

4.1 Richard (Dick) Feynman (1918 – 1988)

Abbildung 4.1: R. Feynman
T. Thiel (1984), CC BY-SA 3.0.
[http://de.wikipedia.org/wiki

/Feynman]

Feynman wurde 1918 in Far Rockaway in New
York als Sohn einer ursprünglich ostjüdischen
Familie geboren. Schon in seiner Kindheit be-
gann er damit, Radios zu reparieren und be-
reits mit 15 Jahren lernte er Differential- und
Integralrechnung. Sein Grundstudium absol-
vierte er am MIT und die Graduiertenausbil-
dung an der Princeton University. Dort wur-
de er bei 1942 bei Archibald Wheeler promo-
viert. In seiner Doktorarbeit beschäftigte er
sich mit dem Prinzip der Stationären Wirkung
in der Quantenmechanik, womit er bereits die
Grundlagen zu seiner späteren Pfadintegral-
Methode legte. Danach beteiligte er sich in Los
Alamos bis zum Kriegsende am Manhattan
Project, der Entwicklung der amerikanischen
Atombombe. Seine erste Frau Arlene Green-
baum starb schon im Juli 1945 an TBC (die
Geschichte dieser Liebe und Ehe wurde 1996
unter dem Titel Infinity verfilmt). Mit seiner
dritten Frau Gweneth hatte er einen Sohn und
eine Adoptivtochter. Bethe, der sein Chef in
Los Alamos gewesen war, berief Feynman an
die Cornell University und im Jahr 1951 wechselte Feynman auf eine Professur für Theo-
retische Physik am Caltech in Kalifornien, wo er bis zu seinem Lebensende verblieb.
Feynman verstarb 1988 an den Folgen zweier Krebserkrankungen, hielt aber noch 14
Tage vor seinem Tod eine Abschiedsvorlesung. Seine Vorlesungen, Vortäge und Bücher
waren berühmt für ihren unkonventionellen Ansatz, ihren Humor und das Bemühen,
immer die Physik hinter den Formeln transparent und verständlich zu machen. Welt-
weit bekannt wurde der Undergraduate Kurs The Feynman Lectures on Physics in Zu-
sammenarbeit mit Leighton und Sands (1961-64). Sehr schön und lesenswert sind auch
Feynmans autobiographischen Essays in „Sie belieben wohl zu scherzen, Mr. Feynman!”
(Feynman, 1991) und seine Aufsätze in Vom Wesen physikalischer Gesetze (Feynman,

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0
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1993) - darin auf S. 160 der berühmte Ausspruch: „Andererseits kann ich mit Sicherheit
behaupten, daß niemand die Quantenmechanik versteht”.
In der Physik sind Feynmans wichtigsten Beiträge die Pfadintegral-Methode in der
Quantentheorie, die Feynman-Diagramme, die Quantenelektrodynamik, für die er 1965
zusammen mit Schwinger und Tomonaga den Nobelpreis erhielt, Aufsätze zur Supraflui-
dität, zur starken Wechsellwirkung, zur Quantengravitation und zu neuronalen Netzwer-
ken.
[Quellen: Wikipedia-Feynman (2010), Kleinert (2006)].

4.2 Hagen Kleinert (*1941)

Abbildung 4.2: H. Kleinert
A. Kleinert (2006), PD.

[http://de.wikipedia.org/wiki
/Hagen_Kleinert]

Kleinert wurde 1941 in Festenberg (poln.
Twardogóra) in Niederschlesien geboren. Er
begann 1960 sein Physikstudium an der TH
Hannover und promovierte 1967 an der Uni-
versity of Colorado in Boulder. Seit 1969 wirk-
te er als Professor für Theoretische Physik an
der FU Berlin.
An der Pfadintegral-Methode hatte Feynman
schließlich die Freude verloren, nachdem es
ihm trotz intensiver Bemühungen nicht gelang,
das Wasserstoffatom mit dieser Methode zu lö-
sen. 1972 sprach er Hagen Kleinert, der gera-
de ein Sabbatjahr an Feynmans Institut ver-
brachte, auf dieses Problem an: „Kleinert, you
figured out all that group-theoretic stuff of the
hydrogen atom, why don’t you solve the path
integral!” Eine vorläufige und noch inkonsi-
stente Lösung fand Kleinert zusammen mit
seinem Postdoc I.H. Duru 1982. Es dauerte
dann aber noch bis 1989, bis Kleinert ein kor-
rektes Pfadintegral, das Raumkrümmung und

Torsion berücksichtigte, für das Wasserstoffatom aufstellen konnte. Noch kurz vor Feyn-
mans Tod 1988 publizierte Kleinert zusammen mit Feynman eine gemeinsame Arbeit
zu einer auch numerisch sehr erfolgreichen Näherungsmethode für Pfadintegrale. Sei-
ne zahlreichen Arbeiten zum Pfadintegral finden in Kleinerts ’Opus Magnum’ Path
Integrals in Quantum Mechanics, Statistics, Polymer Physics, and Financial Markets
(Kleinert (2006)) einen fachlich ebenso wie didaktisch beeindruckenden Höhepunkt!
Außerdem lieferte Kleinert wichtige Beiträge zu Quarktheorien, Supersymmetrie, Pha-
senübergängen und deren kritischen Exponenten. Er wandte die von ihm entwickelte
Theorie der kollektiven Quantenfelder auf die Festkörperphysik, die Kern- und Ele-
mentarteilchenphysik an und die von ihm von Quantenfeld-Eichtheorien abgeleitete
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Unordnungsfeldtheorie auf Defekte in Festkörpern. Im Jahr 2008 erhielt Kleinert für
sein umfangreiches Lebenswerk von der DPG die Max-Born-Medaille. Sein Beitrag zum
100. Geburtstag von Lev D. Landau im Jahr 2008 wurde mit der Majorana-Medaille
ausgezeichnet.

[Quellen: Wikipedia-Kleinert (2011), Kleinert (2006), Janke u. a. (2001),
Homepage: http://users.physik.fu-berlin.de/~kleinert/kleinert/ ].

4.3 Pfadintegral in Hamiltonscher Form

Das gewöhnliche Feynmansche Pfadintegral der Quantenmechanik soll hier für den 1-
dimensionalen Fall abgeleitet werden. In den Manuskript-Versionen vor V-1-32 wurde an
dieser Stelle eine vereinfachte Ableitung des Feynmanschen Pfadintegrals für Hamilton-
Operatoren ohne explizite Zeitabhängigkeit vorgeführt. Jetzt soll die etwas aufwendigere
Herleitung für Hamilton-Operatoren mit eventueller explizite Zeitabhängigkeit gezeigt
werden. Wir folgen dabei Kleinert (2006), Kapitel 1.6, 1.7, 2.1. Dabei ist die hier gezeigte
Ableitung auf den Spuren Feynmans rein formal zu verstehen.

Es zeigt sich nämlich, daß für das ursprüngliche Feynmansche Pfadintegral im Konti-
nuum-Grenzwert kein gültiges Integrationsmaß existiert. Zu diesem Problemkreis und
verschiedenen mathematischen Lösungen siehe Klauder (2010) und Cartier u. DeWitt-
Morette (2006). Physiker pflegen sich nun üblicherweise damit zu behelfen, daß sie ent-
weder das Pfadintegral als diskrete (endliche) Gittersumme verstehen und berechnen,
oder indem sie durch den Übergang zu imaginären Zeiten zum Euklidischen Pfadinte-
gral überwechseln, für welches ein Integrationsmaß im Kontinuum-Limes existiert. Noch
problematischer ist die Frage der Konvergenz der Pfadintegrale. Wenn der Hamilton-
Operator in der Form Ĥ(p̂, q̂, t) = 1

2m p̂
2 + V (q̂, t) gegeben ist und das Potential V (q̂, t)

nicht hinreichend regulär ist, z.B. das singuläre Coulomb-Potential V (~q) = c
|~q| , dann

divergiert das Pfadintegral als diskrete Gittersumme. Die Lösung dieses Problems ist
nichttrivial und aufwendig und wurde in den Jahren 1982-89 von Duru & Kleinert
und Kleinert gefunden und ausgearbeitet. Dabei wird der Hamilton-Operator mit dem
Coulomb-Potential im euklidischen Raum nichtlinear in einen anderen Raum transfor-
miert, in dem das Coulom-Potential nach unten beschränkt ist und somit das Pfadinte-
gral konvergiert. Allerdings muß dieses Kleinertsche Pfadintegral dann Raumkrümmung
und Torsion korrekt berücksichtigen - siehe Kleinert (2006), Kapitel 10 bis 14.

Bei der Anwendung der Pfadintegrale in der Quantenfeldtheorie zeigen sich die üblichen
quantenfeldtheoretischen Probleme. So ist zunächst einmal nicht klar, auf welche Weise
die dort auftretenden divergenten Pfadintegrale zu verstehen und zu regularisieren sind.
Im nächsten Kapitel wird die von Stephen Hawking eingeführte Methode der spektralen
Zeta-Funktion als eine schöne Methode der Regularisierung anhand einfacher Beispiele
vorgestellt.

Doch zunächst zur Herleitung des Feynmanschen Pfadintegrals!

http://users.physik.fu-berlin.de/~kleinert/kleinert/
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Die Dynamik eines quantenmechanischen Systems, das der Schrödinger-Gleichung mit
einem Hamilton-Operator Ĥ(p̂, q̂, t) gehorcht, kann durch einen unitären Zeitentwick-
lungs-Operator Û(tf , ti) beschrieben werden. Hierbei bezeichne ti den Anfangszeitpunkt
und tf den Endzeitpunkt der dynamischen Entwicklung, also

| ψ(tf )〉 =.. Û(tf , ti) | ψ(ti)〉 . (4.3.1)

Dabei erfüllt Û(tf , ti) die Operatorgleichung (Schrödinger-Gleichung)

[i~ ∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂, tf )] Û(tf , ti) = 0 , (4.3.2)

denn für alle | ψ(ti)〉 gilt:

0 =[i~ ∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂, tf )] | ψ(tf )〉 = [i~ ∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂, tf )] Û(tf , ti) | ψ(ti)〉 .

Û(tf , ti) ist unitär, denn

1 = |〈ψ(tf ) | ψ(tf )〉| = |〈Û(tf , ti)ψ(ti) | Û(tf , ti)ψ(ti)〉|

= |〈ψ(ti) | Û †(tf , ti)Û(tf , ti)ψ(ti)〉| .

Weiter bilden die Operatoren Û(tf , ti) eine Gruppe mit dem neutralen Element
Û(ti, ti) = 1̂, denn

| ψ(tf )〉 = Û(tf , ti) | ψ(ti)〉 , und mit tf > tk > ti gilt

| ψ(tf )〉 = Û(tf , tk) | ψ(tk)〉 = Û(tf , tk)Û(tk, ti) | ψ(ti)〉 ⇒

Û(tf , ti) = Û(tf , tk)Û(tk, ti) für tf > tk > ti . (4.3.3)

Wenn der Hamilton-Operator Ĥ nicht explizit zeitabhängig ist, dann kann der Zeitent-
wicklungs-Operator Û(tf , ti) sofort angegeben werden, nämlich

Û(tf , ti) = e−
i
~ Ĥ(p̂,q̂) (tf−ti) , (4.3.4)

denn

[i~ ∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂)] Û(tf , ti) = [i~ ∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂)] e− i

~ Ĥ(p̂,q̂) (tf−ti)

= [Ĥ(p̂, q̂)− Ĥ(p̂, q̂)] e− i
~ Ĥ(p̂,q̂) (tf−ti) = 0 .

Wenn der Hamilton-Operator Ĥ explizit zeitabhängig ist, dann kann der Zeitentwick-
lungs-Operator Û(tf , ti) als zeitgeordnete Dyson-Reihe angegeben werden. Man unter-
teilt einfach das Zeitintervall tf − ti in M kleine Teilintervalle der Länge ε ..= tf−ti

M
, mit
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tf = tM > tk+1 > tk > t0 = ti . Innerhalb des k-ten Teilintervalls kann dann Ĥ(p̂, q̂, t)
bezüglich der expliziten Zeitabhängigkeit als konstant Ĥ(p̂, q̂, tk) betrachtet werden.
Mit dem Zeitordnungsoperator T̂ , der ein zeitabhängiges Operator-Produkt von links
nach rechts zu abfallenden Zeiten hin anordnet, ergibt sich:

Û(tf , ti) = T̂
M∏
k=1

Û(tk, tk−1) = T̂
M∏
k=1

e−
i
~ Ĥ(p̂,q̂,tk) ε

= T̂ e−
i
~
∑M

k=1 Ĥ(p̂,q̂,tk) ε −−−→
n→∞

T̂ e
− i

~

∫ tf
ti

Ĥ(p̂,q̂,t) dt
. (4.3.5)

Wenn die Operator-Exponentialfunktion als Reihe entwickelt und die einzelnen Ter-
me zeitgeordnet werden, spricht man von der Dyson-Reihe für den Zeitentwicklungs-
Operator Û(tf , ti).

Diesen Gedanken der zeitgeordneten Dyson-Reihe hat Feynman auf die folgende Über-
gangsamplitude angewandt, die nach ihm als Feynman-Propagator (oder Feynman-
Kern) benannt wurde. qi und qf bezeichne die Ortskoordinaten des Systems zu den
Anfangs- und Endzeitpunkten ti und tf .

U(qf , tf , qi, ti) ..= 〈qf , tf | qi, ti〉

..= 〈qf | ÛR(tf , ti) | qi〉 ..= 〈qf | Θ(tf − ti)Û(tf , ti) | qi〉 . (4.3.6)

Hierbei wollen wir unter U(qf , tf , qi, ti) im Folgenden stets den retardierten Feynman-
Propagator verstehen, was in dem Faktor Θ(tf − ti) der Definitionsgleichung zum Aus-
druck kommt. Damit folgt für den retardierten Zeitentwicklungs-Operator ÛR(tf , ti):

[i~ ∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂, tf )] ÛR(tf , ti) = [i~ ∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂, tf )] Θ(tf − ti)Û(tf , ti)

= i~δ(tf − ti)Û(tf , ti) + Θ(tf − ti)[i~
∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂, tf )] Û(tf , ti)

= i~δ(tf − ti)1̂ , (4.3.7)

Diese retardierten Zeitentwicklungs-Operatoren ÛR(tf , ti) bilden nun keine Gruppe mehr
wie die Zeitentwicklungs-Operatoren Û(tf , ti), sondern nur noch eine Halbgruppe. Für
den retardierten Feynman-Propagator U(qf , tf , qi, ti) folgt:

[i~ ∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂, tf )]U(qf , tf , qi, ti) = 〈qf | [i~

∂

∂tf
− Ĥ(p̂, q̂, tf )] ÛR(tf , ti) | qi〉

= i~δ(tf − ti)〈qf | 1̂ | qi〉 = i~δ(tf − ti)δ(qf − qi) . (4.3.8)

Also ist der retardierte Feynman-Propagator U(qf , tf , qi, ti) gerade die Orts- und Zeit-
abhängige Greenfunktion der Schrödingergleichung.
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Wie bei der Dyson-Reihe unterteilt man einfach das Zeitintervall tf − ti in M kleine
Teilintervalle der Länge ε ..= tf−ti

M
, mit

tM ..= tf > tk+1 > tk > t0 ..= ti ,

q0 ..= qi, qM ..= qf , qk ..= q(tk) ..= q(ti + kε) ,

und schreibt

U(qf , tf , qi, ti) = 〈qf | ÛR(tf , ti) | qi〉 = 〈qf |
1∏

k=M
ÛR(tk, tk−1) | qi〉

= 〈qf |
1∏

k=M
Û(tk, tk−1) | qi〉 .

Hier haben wir die richtige Zeitordnung (von links nach rechts zu abfallenden Zeiten)
bereits im Produkt berücksichtigt, so daß ÛR(tk, tk−1) = Û(tk, tk−1) ist. Im nächsten
Schritt führt man zwischen den einzelnen Operatoren Û(tk, tk−1) jeweils einen vollstän-
digen Satz von Eigenvektoren (Eigenfunktionen) des Ortsoperators ein:

1̂ =
+∞∫
−∞

dqk | qk〉〈qk | .

Damit schreibt sich der Feynman-Propagator als

U(qf , tf , qi, ti) =
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
1∏

k=M
〈qk | Û(tk, tk−1) | qk−1〉

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1
〈qk | Û(tk, tk−1) | qk−1〉 .

Innerhalb des k-ten Teilintervalls kann Ĥ(p̂, q̂, t) bezüglich der expliziten Zeitabhängig-
keit als konstant Ĥ(p̂, q̂, tk) betrachtet werden. Dadurch kann man den Zeitentwicklungs-
Operator wieder in der Form Û(tk, tk−1) = exp(− i

}Ĥ(p̂, q̂, tk) ε) darstellen.
Wir beschränken uns im Folgenden auf Hamilton-Operatoren der Form Ĥ(p̂, q̂, t) =

1
2m p̂

2 + V (q̂, t) und erhalten also

U(qf , tf , qi, ti) =
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1
〈qk | e−

i
} εĤ(p̂,q̂,tk) | qk−1〉

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1
〈qk | e−

i
} ε(

1
2m p̂

2+V (q̂,tk)) | qk−1〉

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1
〈qk | e−

i
} ε(V (q̂,tk)+ 1

2m p̂
2) | qk−1〉 .
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Mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff Formel (siehe etwa Greiner u. Reinhardt (1993),
S. 32 ff.):

eεÂ+εB̂ = eεÂ eεB̂ e−
1
2 ε

2[Â,B̂]+O(ε3)

und unter Vernachlässigung der O(ε2)-Terme folgt

U(qf , tf , qi, ti) =
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1
〈qk | e−

i
} εV (q̂,tk) e−

i
} ε

1
2m p̂

2 | qk−1〉

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

+∞∫
−∞

dq 〈qk | e−
i
} εV (q̂,tk) | q〉〈q | e−

i
} ε

1
2m p̂

2 | qk−1〉

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

e−
i
} εV (qk,tk)〈qk | e−

i
} ε

1
2m p̂

2 | qk−1〉

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
∫

(
M∏
k=1

dpk)
M∏
k=1

e−
i
} εV (qk,tk)〈qk | e−

i
} ε

1
2m p̂

2 | pk〉〈pk | qk−1〉

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
∫

(
M∏
k=1

dpk)
M∏
k=1

e−
i
} εV (qk,tk)e−

i
} ε

1
2mp

2
k〈qk | pk〉〈pk | qk−1〉

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
∫

(
M∏
k=1

dpk)
M∏
k=1

e−
i
} εV (qk,tk)e−

i
} ε

1
2mp

2
k

· 1√
2π~

e
i
~pkqk

1√
2π~

e−
i
~pkqk−1

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
∫

(
M∏
k=1

dpk
2π~)

M∏
k=1

e
i
~ [pk(qk−qk−1)−εH(pk,qk,tk)]

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
∫

(
M∏
k=1

dpk
2π~)

M∏
k=1

eε
i
~ [pk

qk−qk−1
ε

−H(pk,qk,tk)]

=
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
∫

(
M∏
k=1

dpk
2π~) e i~

∑M

k=1 ε[pk
qk−qk−1

ε
−H(pk,qk,tk)] .

Wenn der Grenzwert dieses Ausdrucks für M →∞ existiert, dann schreibt man diesen
üblicherweise in der Form

U(qf , tf , qi, ti) = lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

dqk)
∫

(
M∏
k=1

dpk
2π~) e

i
~

M∑
k=1

ε[pk
qk−qk−1

ε
−H(pk,qk,tk)]

(4.3.9)

=..
(qf ,tf )∫

(qi,ti)

D[q(t)]D[p(t)] e
i
~

tf∫
ti

dt[p(t)q̇(t)−H(p(t),q(t),t)]
. (4.3.10)
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Dies ist das Feynmanschen Pfadintegrals in der Hamiltonschen Form . Hierbei ist zu
erwähnen, daß die Formulierung 4.3.10 mit der Summierung über alle Pfade von (qi, ti)
nach (qf , tf ) mangels eines Integrationsmaßes zunächst einmal nur eine suggestive Ab-
kürzung für den Grenzwert der Gitterpfadsumme 4.3.9 darstellt.

4.4 Pfadintegral in Lagrangescher Form

Wenn man nun Hamilton-Operatoren der Form Ĥ(p̂, q̂) = 1
2m p̂

2 + V (q̂, t) betrachtet,
bei denen p̂-Abhängigkeit einfach quadratisch ist, dann kann man mit Hilfe einer qua-
dratischen Ergänzung des Exponenten und der Ausführung des Gaußschen Integrales

∞∫
−∞

dp (e−ap2) = (π
a

) 1
2 (4.4.1)

die p-Integrationen durchführen:

U(qf , tf , qi, ti) = lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

∫ dpk
2π~ e

i
~ ε[pk q̇k−

1
2mp

2
k−V (qk,tk)]

= lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

∫ dpk
2π~ e

i
~ ε[
−1
2m (pk−mq̇k)2+m

2 q̇
2
k−V (qk,tk)]

= lim
M→∞

(
M∏
k=1

∫ dp′k
2π~ e

− i
~
ε

2mp
′
k

2
)
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

e
i
~ ε[

m
2 q̇

2
k−V (qk,tk)]

= lim
M→∞

( 1
2π~( π

i
~
ε

2m
)1/2)M

∫
(
M−1∏
k=1

dqk) e
i
~ ε

M∑
k=1

[m2 q̇
2
k−V (qk,tk)]

= lim
M→∞

( m

2πiε~)M/2
∫

(
M−1∏
k=1

dqk) e
i
~ ε

M∑
k=1

[m2 q̇
2
k−V (qk,tk)]

(4.4.2)

= lim
M→∞

( m

2πiε~)M/2
(qf ,tf )∫

(qi,ti)

DM−1[q(t)] e
i
~

tf∫
ti

dt[m2 q̇(t)
2−V (q(t),t)]

,

U(qf , tf , qi, ti) = N ·
(qf ,tf )∫

(qi,ti)

D[q(t)] e
i
~

tf∫
ti

dtL(q̇(t),q(t),t)
= N ·

(qf ,tf )∫
(qi,ti)

D[q(t)] e i~S(q) .

(4.4.3)

Dies ist das Feynmanschen Pfadintegrals in der Lagrangeschen Form. Wiederum gilt,
daß die Formulierung 4.4.3 mit der Summierung über alle Pfade von (qi, ti) nach (qf , tf )
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und der ’Normierung’ N nur eine (suggestive) Abkürzung für den Grenzwert der Git-
terpfadsumme 4.4.2 darstellt. Da limM→∞( mM

2πi (tf−ti) ~
)M/2 allein für sich natürlich nicht

existiert, ist dieser Faktor Teil einer geeigneten Maßfunktion und N in 4.4.3 ist lediglich
ein Proportionalitätsfaktor zu dieser Maßfunktion, der die Unitarität des Pfadintegrals,
d.h. des Feyman-Kerns U(qf , tf , qi, ti), sicherstellen soll.

Dort wo diese Gitterpfadsumme nicht konvergiert, behelfen sich die Physiker üblicher-
weise damit, in die komplexe Ebene auszuweichen. Dies kann entweder durch eine Dre-
hung der komplexen Ebene um einen kleinen Winkel δ in mathematisch negativer Rich-
tung erreicht werden, wobei sich die neue Zeitkoordinate τ aus der alten Zeitkoordinate
t ergibt als: τ = eiδ t . Dies führt zu einer exponentiellen Dämpfung der Beiträge im
Pfadintegral für große τ . Oder man dreht die komplexe Ebene gleich um δ = π

2 , d.h.
man geht zu imaginären Zeiten τ = it über. Dies ist die euklidische Form des Pfa-
dintegrals, die im folgenden Abschnitt betrachtet werden soll. In diesem Fall werden
aus den Phasen im normalen Pfadintegral abfallende Exponential-Funktionen und die
Konvergenz ist gesichert. Für die mögliche Rücktransformation zu reellen Zeiten nach
Duchführung der Rechnung im Euklidischen muß allerdings sichergestellt sein, daß die
Lösung im Bereich der analytischen Fortsetzung keine Pole hat.

4.5 Pfadintegral in Euklidischer Form

Durch den Übergang zu imaginären Zeiten gelangen wir zum Euklidischen Pfadintegral.
Sei τ ..= it , ετ ..= iεt, τ ∈ R:

UE(qf , τf , qi, τi) = 〈qf | e−
1
} Ĥ(τf−τi) | qi〉 = . . .

= lim
M→∞

(
M∏
k=1

∫ dp′k
2π~ e

− 1
~
ετ
2mp

′
k

2
)
∫

(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

e−
1
~ ετ [m2 q̇

2
k+V (qk, 1

i
τk)]

= lim
M→∞

( m

2πε~)M/2
(qf ,τf )∫

(qi,τi)

DM−1[q(τ)] e
− 1

~

τf∫
τi

dτ [m2 q̇(τ)2+V (q(τ), 1
i
τ)]

⇒

UE(qf , τf , qi, τi) = N ·
(qf ,τf )∫

(qi,τi)

D[q(τ)] e
− 1

~

τf∫
τi

dτH(q̇(τ),q(τ), 1
i
τ)

= N ·
(qf ,tf )∫

(qi,ti)

D[q(τ)] e− 1
~SE(q) . (4.5.1)
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4.6 Pfadintegral der Zustandssumme

Die kanonische Zustandssumme ist als Spur über e−βĤ definiert und dies können wir
als euklidisches Pfadintegral schreiben:

Z ..= Sp(e−βĤ) =
∫
dq 〈q | e−

1
~ (~β−0)Ĥ | q〉 =

∫
dq UE(q, ~β, q, 0) . (4.6.1)

Hier sind nun q0 = q(0) und qM = q(~β) identisch, d.h. wir müssen zur Spurbildung
das Integral über q mit dieser periodischen Randbedingung durchführen.

Z = lim
M→∞

( m

2πε~)M/2
∫

q(~β)=q(0)

dq0

∫
(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

e−
1
~ ε[

m
2 q̇

2
k+V (qk, 1

i
τk)] , (4.6.2)

Z = N ·
∫

q(~β)=q(0)

D[q(τ)]e
− 1

~

~β∫
0
dτH(q̇(τ),q(τ), 1

i
τ)
. (4.6.3)

Hier erfolgt wegen der periodischen Randbedingung q(0) = q(~β) die Summation über
alle entsprechenden zyklischen Pfade.

4.7 Gaußsche Integrale

Immer wieder stoßen wir bei der Pfadintegral-Methode auf Gaußsche Integrale (siehe
4.4.1). Tatsächlich sind diese Gaußschen Integrale auch die bedeutsamsten unter den
wenigen Pfadintegralen, die wir analytisch exakt lösen können. Für die Anwendung in
den folgenden Abschnitten sollen hier einige Ausdrücke für Gaußsche Integrale in M
Dimensionen abgeleitet werden.

4.7.1 Das einfache Gaußsche Integral

Sei a ∈ R und a 6= 0, dann gilt:

1
(2π)1/2

∞∫
−∞

dx e−
1
2ax

2 = a−1/2 . (4.7.1)

Beweis. Man berechnet das quadrierte Integral mittels Polarkoordinaten.
∞∫
−∞

dx e−x
2
∞∫
−∞

dy e−y
2 =

∞∫
−∞

dx

∞∫
−∞

dy e−x
2−y2

=
2π∫
0

dϕ

∞∫
0

dr re−r
2 = 2π

∞∫
0

1
2 ds e

−s
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= π[−e−s]∞0 = π ⇒

∞∫
−∞

dx e−x
2 =
√
π ⇒

∞∫
−∞

dx e−
1
2ax

2 =
∞∫
−∞

1√
a
2

dy e−y
2 =

√
2π
a
. 2

4.7.2 Das Gaußsche Integral für M-dimensionale symmetrische
Matrizen

Sei A eine reelle, symmetrische, positiv definite Matrix der Dimension M ∗M , A habe
also keine Null-Eigenwerte, dann gilt:

1
(2π)M/2

∞∫
−∞

dx1dx2 . . . dxM e−
1
2 〈x|A|x〉 = (detA)−1/2 . (4.7.2)

Beweis. Sei | x〉 ..=| x1x2 . . . xM〉 ein reeller M -dimensionaler Vektor, dann gibt es eine
orthogonale Matrix U , die A auf Diagonalform diag(a1, a2, . . . , aM) transformiert, mit:

Ā = UAU−1, | x̄〉 = U | x〉, dx̄1dx̄2 . . . dx̄M = dx1dx2 . . . dxM ,

1
(2π)M/2

∞∫
−∞

dx1dx2 . . . dxM e−
1
2 〈x|A|x〉 = 1

(2π)M/2

∞∫
−∞

dx̄1dx̄2 . . . dx̄M e−
1
2 〈x̄|UAU

−1|x̄〉

= 1
(2π)M/2

∞∫
−∞

dx̄1dx̄2 . . . dx̄M e−
1
2
∑M

i=1 aix̄
2
i

=
M∏
i=1

1
(2π)1/2

∞∫
−∞

dx̄i e
− 1

2aix̄
2
i

=
M∏
i=1

1
(ai)1/2 = 1

(detA)1/2 . 2

Häufig findet man auch die folgende Schreibweise mit Sp(ln(A)):

ln(detA) = ln
M∏
i=1

ai =
M∑
i=1

ln ai = Sp(ln A) ⇒ (4.7.3)

detA = eSp(ln A) . (4.7.4)

Damit läßt sich 4.7.2 jetzt schreiben als:

1
(2π)M/2

∞∫
−∞

dx1dx2 . . . dxM e−
1
2 〈x|A|x〉 = e−

1
2 Sp(ln A) . (4.7.5)
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4.7.3 Das Gaußsche Integral für M-dimensionale symmetrische
Matrizen mit Linearterm

Sei A eine reelle, symmetrische, positiv definite Matrix der Dimension M ∗M , A habe
also keine Null-Eigenwerte, dann gilt:

1
(2π)M/2

∞∫
−∞

dx1dx2 . . . dxM e−( 1
2 〈x|A|x〉−〈x|J〉) = e〈J |A

−1|J〉 (detA)−1/2 . (4.7.6)

Beweis. Wir wählen hier im Exponenten das Verfahren der quadratischen Ergänzung,
um wieder zu einem rein qudratischen Ausdruck zu gelangen.
Das Minimum | x0〉 von (1

2〈x | A | x〉 − 〈x | J〉) finden wir mit
∂

∂xi
(1
2〈x | A | x〉 − 〈x | J〉) = 0 ⇒ A | x0〉 =| J〉 ⇒ | x0〉 = A−1 | J〉 .

Wir gehen von der Variablen | x〉 über zur Variablen | y〉 ..=| x〉− | x0〉, bzw.
| x〉 =| y〉+ | x0〉, dann folgt:

1
2〈x | A | x〉 − 〈x | J〉 = 1

2〈(y + x0) | A | (y + x0)〉 − 〈(y + x0) | J〉

= 1
2〈y | A | y〉+ 〈y | A | x0〉 − 〈y | J〉 − 〈x0 | J〉

= 1
2〈y | A | y〉+ 〈y | J〉 − 〈y | J〉 − 〈J | x0〉

= 1
2〈y | A | y〉 − 〈J | A

−1 | J〉 .

1
(2π)M/2

∞∫
−∞

dx1dx2 . . . dxM e−( 1
2 〈x|A|x〉−〈x|J〉)

= 1
(2π)M/2 e

〈J |A−1|J〉
∞∫
−∞

dy1dy2 . . . dyM e−
1
2 〈y|A|y〉

= e〈J |A
−1|J〉 (detA)−1/2 . 2

4.7.4 Das Gaußsche Integral für M-dimensionale hermitesche
Matrizen

Sei A eine komplexe, hermitesche, positiv definite Matrix der Dimension M ∗ M , A
habe also keine Null-Eigenwerte, dann gilt:

1
(2π)M

∞∫
−∞

dz1dz
∗
1 . . . dzMdz

∗
M e−〈z|A|z〉 = (detA)−1 . (4.7.7)
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Beweis. Sei | z〉 ..= | z1z2 . . . zM〉 ein komplexer M -dimensionaler Vektor, dann gibt es
eine unitäre Matrix U , die A auf Diagonalform diag(a1, a2, . . . , aM) transformiert, mit:

Ā = UAU−1, | z̄〉 = U | z〉 ,

dz̄1dz̄
∗
1dz̄2dz̄

∗
2 . . . dz̄Mdz̄

∗
M = dz1dz

∗
1dz2dz

∗
2 . . . dzMdz

∗
M .

Mit | z〉 ..=| x〉+ i | y〉, also zk = xk + i yk für k ∈ {1 . . .M}, folgt für das Volumenele-
ment:

dzkdz
∗
k =

∣∣∣∣∣∂(zk, z∗k)
∂(x, y)

∣∣∣∣∣ dx dy =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 i

1 −i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ dx dy = | − 2i |dx dy = 2 dx dy . (4.7.8)

Die Invarianz dieses Volumenelements kann man folgendermaßen sehen. Wir zerlegen
ebenso wie | z〉 auch die Matrix U ..= Ux + i Uy in Real- und Imaginärteil, d.h. Ux und
Uy sind reelle Matrizen.

| z̄〉 ..=| x̄〉+ i | ȳ〉 = (Ux + i Uy)(| x〉+ i | y〉)

= (Ux | x〉 − Uy | y〉) + i (Uy | x〉+ Ux | y〉) ,

 | x̄〉
| ȳ〉

 =

 Ux −Uy

Uy Ux


 | x〉
| y〉

 ..= UR

 | x〉
| y〉

 ,

UU † = 1̂ ⇒ (Ux + i Uy)(U †x − i U †y) = 1 ⇒

UxU
†
x + UyU

†
y = 1̂ UyU

†
x − UxU †y = 0̂ ⇒

URU
†
R =

 Ux −Uy

Uy Ux


 U †x U †y

−U †y U †x

 =

 UxU
†
x + UyU

†
y UxU

†
y − UyU †x

UyU
†
x − UxU †y UyU

†
y + UxU

†
x

 = 1̂ .

Also ist die Matrix UR der Dimension 2M ∗ 2M reell und orthogonal und läßt das 2M
dimensionale Volumenelement dx1dy1dx2dy2 . . . dxMdyM invariant.

1
(2π)M

∞∫
−∞

dz1dz
∗
1 . . . dzMdz

∗
M e−〈z|A|z〉
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= 1
(π)M

∞∫
−∞

dx1dy1 . . . dxMdyM e−〈z|A|z〉

= 1
(π)M

∞∫
−∞

dx̄1dȳ1 . . . dx̄MdȳM e−
∑M

i=1 ai(x̄
2
i+ȳ

2
i )

=
M∏
i=1

1
π

∞∫
−∞

dx̄idȳi e
−aix̄2

i e−aiȳ
2
i

=
M∏
i=1

1
π

( π
ai

)1/2( π
ai

)1/2

=
M∏
i=1

1
ai

= (detA)−1 = e−Sp(ln A) . 2

4.7.5 Das Gaußsche Integral für M-dimensionale normale Matrizen

Das Ergebnis 4.7.7 gilt nicht nur für hermitesche Matrizen, sondern auch für normale
Matrizen A, wobei dort aber die Eigenwerte ai beliebige komplexe Zahlen sein kön-
nen. Normale Matrizen sind Matrizen mit ||A† | x〉|| = ||A | x〉|| (siehe etwa Hassani
(1999), S.117 ff.) . Da die kohärenten Zustände aus Eigenvektoren der nichthermiteschen
Vernichtungs-Operatoren aufgebaut sind, werden wir im Zusammenhang mit dem ko-
härenten Pfadintegral das Ergebnis 4.7.7 für normale Matrizen benötigen.

4.8 Spektrale Zeta-Funktion

Wir haben soeben gesehen, daß wir bei der Berechnung M-dimensionaler Gaußscher
Integrale auf die Berechnung von M-dimensionalen Determinanten geführt werden. Im
Grenzwert limM→∞ werden aus unseren M-dimensionalen Matrizen ÂM jetzt unendlich-
dimensionale Matrizen, d.h. Operatoren Â in einem unendlich dimensionalen Hilbert-
Raum. Wenn der Grenzwert der Determinanten limM→∞(det ÂM) existiert, so werden
wir diesen Grenzwert als die Funktionaldeterminante det (Â) bezeichnen.

Wenn der Grenzwert limM→∞(det ÂM) aber nicht existiert, wie etwa bei physikalischen
Fragestellungen mit einer UV-Divergenz in Modellen der Quantenfeldtheorie, dann kann
man versuchen, eine ’regularisierte’ Funktionaldeterminante det (Â) zu definieren, bei
welcher auf definierte Weise ein Pol aus der divergenten Determinante herausgenommen
wird. Einen mathematisch besonders klaren Weg zur Definition einer regularisierten
Funktionaldeterminante stellt die Methode der spektralen Zeta-Funktion dar.
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Sei jetzt Â ein elliptischer Differential-Operator mit den Eigenwerten λn, so kann man
analog zur Riemannschen Zeta-Funktion eine ’spektrale Zeta-Funktion’ ζÂ(s) definieren:

ζÂ(s) ..=
∑
n=1

1
λsn

. (4.8.1)

Wenn der eliptische Differential-Operator Â von der Ordnung ω auf einerm-dimensionalen
kompakten Mannigfaltigkeit ist, dann kann man zeigen, daß die obige Potenzsumme
von ζÂ(s) für <(s) > m

ω
konvergiert (siehe 6.7.3 oder Schwarz (1993), S.132 ff.). An-

schließend kann man diese spektrale Zeta-Funktion analytisch in der komplexen Ebene
fortsetzen und dann an den uns interessierenden Punkten s, hier speziell s = 0, berech-
nen.

ζÂ(s) =
∑
n=1

1
λsn

=
∑
n=1

e−s lnλn = Sp(e−s ln Â) . (4.8.2)

d

ds
ζÂ(s)

∣∣∣∣∣
s=0

= −
∑
n=1

ln λn e−s lnλn

∣∣∣∣∣
s=0

= −
∑
n=1

ln λn = − ln
∏
n=1

λn = − ln det(Â) .

Damit können wir jetzt eine regularisierte Funktionaldeterminante det(Â) definieren
als:

det(Â) ..=
∏
n=1

λn = e−ζ
′
Â

(0) . (4.8.3)

Wir werden als Beispiele zunächst die Funktionaldeterminanten für das freie nicht-
relativistische Teilchen und für den harmonischen Oszillator mit Hilfe der spektralen
Zeta-Funktion berechnen, bevor wir dann später (in 6) das Thema vertiefen.

4.9 Feynman-Propagator und Zustandssumme des
freien Teilchens

Wir wollen hier mit Hilfe der Gaußschen Integrale den Feynman-Propagator eines freien
nichtrelativistischenTeilchens berechnen. Es ist also L(q, q̇) = m

2 q̇(t)
2.

S(q) =
tf∫
ti

dt L(q̇(t), q(t)) =
tf∫
ti

dt
m

2 q̇(t)2 . (4.9.1)

Wenn wir das Wirkungsintegral S als Funktional von q differenzieren (siehe etwa M.1.17
und M.1.18), so ergibt sich:

δS

δq
= −m d2q(t)

dt2
,

δ2S

δq(t1)δq(t2) = m (− d2

dt21
) δ(t1 − t2) , δ3S

δq(t1)δq(t2)δq(t3) = 0 .



56 4 Das gewöhnliche Pfadintegral in der Quantenmechanik

Wenn die zweite Funktionalableitung lokal ist, verwenden wir auch die Schreibweise:

S
(2)
loc (q) ..=

∫ δ2S

δq(t1)δq(t2) dt2 = −m d2

dt21
.

Der klassische Pfad qcl(t) mit den Randbedingungen qcl(ti) = qi und qcl(tf ) = qf folgt
aus:

δS

δq
= −m d2q(t)

dt2
= 0 ⇒ qcl(t) = qi + (qf − qi)

(tf − ti)
(t− ti) . (4.9.2)

Damit ergibt sich das klassische Wirkungsintegral zu:

S(qcl) =
tf∫
ti

dt
m

2 q̇(t)2 = m

2
(qf − qi)2

(tf − ti)
. (4.9.3)

Weil die dritte Funktionalableitung von S(q) für das freie Teilchen verschwindet ist die
semiklassische Näherung 4.11.5 in diesem Fall sogar exakt. Mit q(t) ..= qcl(t) + r(t) und
4.11.7 gilt also:

U(qf , tf , qi, ti) = e
i
~S(qcl) ·N ·

(0,tf )∫
(0,ti)

D[r(t)] e
i

2~

tf∫
ti

dt r(t)S(2)
loc

(qcl) r(t)
(4.9.4)

= e
i
~S(qcl) ·N ·

(0,tf )∫
(0,ti)

D[r(t)] e
im
2~

tf∫
ti

dt ( dr(t)
dt

)2

. (4.9.5)

Aus der Konstruktion q(t) ..= qcl(t) + r(t) sehen wir, daß das Pfadintegral über die
Wege r(r) den klassischen Weg mit r(t) = const. = 0 nicht mehr enhält (bzw. keine
Nullmode mit ω = 0 enthält).
Dieses Pfadintegral ist der Grenzwert der folgenden Gittersumme (siehe 4.4.2, ε =
(tf − ti)/M):

U(qf , tf , qi, ti) ..= lim
M→∞

UM(qf , tf , qi, ti)

..= lim
M→∞

( m

2πiε~)M/2 · e
i
~S(qcl) ·

∫
(
M−1∏
k=1

drk) e
im
2~ε

M∑
k=1

(rk−rk−1)2

.

Um das Integral UM(qf , tf , qi, ti) für ein festes M-Gitter als Gaußsches Integral lösen
zu können symmetrisieren wir die Summe über die Fluktuationen rk unter Berücksich-
tigung der Randbedingungen r0 = rM = 0:

M∑
k=1

(rk − rk−1)2 =
M∑
k=1

(r2
k + r2

k−1 − 2rkrk−1)
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=
M∑
k=1

r2
k +

M−1∑
k=0

r2
k −

M∑
k=1

rkrk−1 −
M−1∑
k=0

rk+1rk

=
M−1∑
k=1

2r2
k −

M−1∑
k=1

rkrk−1 −
M−1∑
k=1

rk+1rk

=
M−1∑
k=1

(2r2
k − rkrk−1 − rk+1rk)

..=
M−1∑
i,j=1

LM−1
ij ri rj ,

mit der M − 1 dimensionalen symmetrischen Matrix

LM−1 ..=



2 −1 0 . . . . . . . . . . . . 0

−1 2 −1 0 . . . . . . . . . 0

0 0

... ...

... ...

0 0 −1 2 −1 0

0 . . . . . . . . . 0 −1 2 −1

0 . . . . . . . . . . . . 0 −1 2



.

Jetzt suchen wir die Determinante von LM−1. Wenn wir die Determinante nach der
ersten Zeile entwickeln, erhalten wir die folgende Rekursionsbeziehung:

det(LM−1)=2 det(LM−2)− det(LM−3)

mit der Anfangsbedingung det(L1) = 2 und det(L2) = 3. Daraus folgt det(LM−1) =
M . Mit dem Gaußschen Integral für symmetrische Matrizen 4.7.2 folgt also für den
Feynman-Propagator

UM(qf , tf , qi, ti) = ( m

2πiε~)M2 · e i~S(qcl) ·
∫

(
M−1∏
k=1

drk) e
m
i~ε (− 1

2 )
M−1∑
i,j=1

LM−1
ij ri rj

= ( m

2πiε~)M2 · e i~S(qcl) · (2π)
M−1

2 · ( m
i~ε

)−
M−1

2 ·M− 1
2
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= ( m

2πi~(tf − ti)
) 1

2 · e
i
~
m
2

(qf−qi)
2

(tf−ti) ,

U(qf , tf , qi, ti) ..= lim
M→∞

UM(qf , tf , qi, ti) = ( m

2πi~(tf − ti)
) 1

2 · e
i
~
m
2

(qf−qi)
2

(tf−ti) . (4.9.6)

Mit τ = it folgt für den euklidischen Feynman-Propagator (4.5.1):

UE(qf , τf , qi, τi) = ( m

2π~(τf − τi)
) 1

2 · e−
1
~
m
2

(qf−qi)
2

(τf−τi) . (4.9.7)

und für die Zustandssumme (4.6.1):

Z =
∫
dq UE(q, ~β, q, 0) =

∫
dq ( m

2π~2β
) 1

2 = a (mkT2π~2 ) 1
2 = a

λ
, (4.9.8)

λ ..=
√

2π~2

mkT
ist die sog. thermische Wellenlänge. (4.9.9)

Erwähnenswert ist hier vielleicht, daß wir, um eine endliche Zustandssumme zu errei-
chen, das freie Teilchen in einen (eindimensionalen) Kasten der Länge a ..=

∫
dq ein-

gesperrt haben. Die Divergenz bei unendlicher Kastenlänge, d.h. bei verschwindender
Fouriertransformierter von q, ist ein einfacher Fall einer sogenannten Infrarot-Divergenz.

Als nächstes wollen wir den euklidischen Feynman-Propagator mit der Methode der
spektralen Zeta-Funktion berechnen. Wir beginnen mit 4.9.4 und weisen nochmals dar-
aufhin, daß diese Darstellung (semiklassische Näherung) für das freie Teilchen exakt
ist.

UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ·N ·

(0,τf )∫
(0,τi)

D[r(τ)] e
− 1

2~

τf∫
τi

dτ r(τ)S(2)
E,loc

(qcl) r(τ)

= e−
1
~SE(qcl) ·N ·

(0,τf )∫
(0,τi)

D[r(τ)] e
−m2~

τf∫
τi

dτ r(τ) (− d2
dτ2 ) r(τ)

.

Um die Methode der spektralen Zeta-Funktion anwenden zu können, müssen wir von
den Variablen r und τ zu dimensionslosen Größen r′ und τ ′ übergehen. Dabei setzen
wir τfi ..= τf − τi .

τ ′ ..= τ − τi
τf − τi

= τ − τi
τfi

, r′(τ ′) ..= ( m

~τfi
) 1

2 r(τ) ⇒ (4.9.10)
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UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ·N ′ ·

(0,τ ′f=1)∫
(0,τ ′i=0)

D[r′(τ ′)] e
− 1

2

1∫
0
dτ ′ r′(τ ′) (− d2

dτ ′2
) r′(τ ′)

= e−
1
~SE(qcl) ·N ′ ·

(0,τ ′f=1)∫
(0,τ ′i=0)

D[r′(τ ′)] e−
1
2 〈r
′|− d2

dτ ′2
|r′〉 . (4.9.11)

In Analogie zum diskreten Gaußschen Integral 4.7.2 wird jetzt eine Funktionaldetermi-
nante eines elliptischen Operators Â definiert als:

(det′(Â))− 1
2 ..=

(0,τ ′f=1)∫
(0,τ ′i=0)

D[r′(τ ’)] e− 1
2 〈r
′|Â|r′〉 . (4.9.12)

Der Hochstrich ’ bei der Determinante bezeichne die Nebenbedingung, daß der klassische
Pfad mit r(t) = const. = 0 bei der Berechnung in der Determinante nicht mehr enhalten
ist. Mit Â ..= (− d2

dτ ′2
) schreibt sich unser euklidisches Pfadintegral dann als:

UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ·N ′ · (det′(− d2

dτ ′2
))− 1

2 . (4.9.13)

Da wir für die möglichen Pfade r′(τ ′) und damit auch für den Operator (− d2

dτ ′2
) Dirichlet-

Randbedingungen (r′(0) = r′(1) = 0) haben, folgen als Eigenfunktionen und Eigenwerte
dieses Operators

r′n(τ ′) = sin(πn τ ′), und λn = π2n2 . (4.9.14)

Der Ausschluß des klassischen Weges mit r(t) = const. = 0 aus der det′ bedeutet also
den Ausschluß der Nullmode mit n = 0. Damit ist der Operator (− d2

dτ ′2
) tatsächlich ein

elliptischer Operator, auf den die Methode der spektralen Zeta-Funktion angewandt
werden kann.

ζÂ(s) ..=
∞∑
n=1

1
λsn

= ( 1
π

)2s
∞∑
n=1

1
n2s = ( 1

π
)2s ζ(2s) ,

ζ ′
Â

(s) = d

ds
ζÂ(s) = 2 ln( 1

π
) ( 1
π

)2s ζ(2s) + ( 1
π

)2s 2ζ ′(2s) .

Mit ζ(0) = −1
2 , (D.10.11, oder Abramowitz u. Stegun (1970), 23.2.11) und ζ ′(0) =

−1
2 ln(2π) (D.11.6, oder Abramowitz u. Stegun (1970), 23.2.13) folgt:

ζ ′
Â

(0) = − ln( 1
π

)− ln(2π) = − ln(2) ⇒

det′(− d2

dτ ′2
) = e−ζ

′
Â

(0) = 2 . (4.9.15)
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Damit erhalten wir für das euklidische Pfadintegral

UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ·N ′ · (1

2) 1
2 .

Dies vergleichen wir mit dem auf direktem Weg erzielten Ergebnis 4.9.7 und erhalten
damit die Normierungskonstante N ′:

N ′ = ( m

π~(τf − τi)
) 1

2 , (4.9.16)

UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ( m

2π~(τf − τi)
) 1

2 . (4.9.17)

Der Vollständigkeit halber sei dieses Ergebnis auch noch für den analogen nicht-eukli-
dischen Fall angegeben (siehe 4.9.3 und 4.9.6):

N ′ = ( m

πi~(tf − ti)
) 1

2 , (4.9.18)

U(qf , τf , qi, τi) = e
i
~S(qcl) ( m

2πi~(tf − ti)
) 1

2 . (4.9.19)

4.10 Feynman-Propagator und Zustandssumme des
harmonischen Oszillators

Wir wollen hier den Feynman-Propagator des harmonischen Oszillators und seine Zu-
standssumme berechnen. Natürlich könnte man diese Größen auf herkömmliche quan-
tenmechanische Weise recht einfach erhalten, aber es soll hier an diesem bekannten
Modell die Methode der spektralen Zeta-Funktion bei bekanntem Spektrum demon-
striert werden.
Das klassische Wirkungsfunktional ist also:

S(q) =
tf∫
ti

dt L(q̇(t), q(t)) =
tf∫
ti

dt
m

2 (q̇(t)2 − ω2q(t)2) . (4.10.1)

Wenn wir das Wirkungsintegral S als Funktional von q differenzieren (siehe etwa M.1.17
und M.1.18), so ergibt sich:

δS

δq
= m (−d

2q(t)
dt2

− ω2q(t)) , δ2S

δq(t1)δq(t2) = m (− d2

dt21
− ω2) δ(t1 − t2) ,

δ3S

δq(t1)δq(t2)δq(t3) = 0 .
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Da die zweite Funktionalableitung wieder lokal ist, verwenden wir erneut die Schreib-
weise:

S
(2)
loc (q) ..=

∫ δ2S

δq(t1)δq(t2) dt2 = m (− d2

dt21
− ω2) .

Der klassische Pfad qcl(t) mit den Randbedingungen qcl(ti) = qi und qcl(tf ) = qf folgt
aus:

δS

δq
= m (−d

2q(t)
dt2

− ω2) = 0 . (4.10.2)

Wir machen für qcl(t) den üblichen harmonischen Ansatz:

qcl(t) ..= b1 cosωt + b2 sinωt . (4.10.3)

Wir setzen noch zur Abkürzung tfi ..= tf − ti und können ohne Beschränkung der
Allgemeinheit ti = 0 wählen. Damit folgen sofort die Koeffizienten b1 und b2:

qi ..= qcl(ti) = qcl(0) = b1 ,

qf ..= qcl(tf ) = qcl(tfi) = b1 cos(ωtfi) + b2 sin(ωtfi) ,

b1 = qi , b2 = qf − qi cos(ωtfi)
sin(ωtfi)

.

Für die Berechnung der Wirkung auf dem klassischen Pfad qcl benötigen wir q̇cl(t)2 und
ω2qcl(t)2:

q̇cl(t)2 = (−b1ω sin(ωt) + b2ω cos(ωt))2

= ω2(b2
1 sin2(ωt)− 2b1b2 sin(ωt) cos(ωt) + b2

2 cos2(ωt)) ,

ω2qcl(t)2 = ω2(b2
1 cos2(ωt) + 2b1b2 sin(ωt) cos(ωt) + b2

2 sin2(ωt)) .

Damit ergibt sich für die Wirkung auf dem klassischen Pfad qcl:

Scl(qi, qf ) ..= S(qcl) =
tfi∫
0

dt
m

2 [q̇(t)2 − ω2q(t)2]

=
tfi∫
0

dt
mω2

2 [(b2
1 − b2

2)(sin2(ωt)− cos2(ωt))− 4b1b2 sin(ωt) cos(ωt)]

= mω2

2

tfi∫
0

dt [(b2
1 − b2

2)(2 sin2(ωt)− 1)− 4b1b2 sin(ωt) cos(ωt)]
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= mω2

2

tfi∫
0

dt [(b2
1 − b2

2)(2 sin2(ωt)− 1)− 4b1b2 sin(ωt) cos(ωt)]

= mω2

2 [(b2
1 − b2

2)(2(1
2tfi −

1
4ω sin(2ωtfi))− tfi)− 4b1b2( 1

2ω sin2(ωtfi))]

= mω2

2 [(b2
1 − b2

2)(2(− 1
4ω2 sin(ωtfi) cos(ωtfi)))− 4b1b2( 1

2ω sin2(ωtfi))]

= −mω2 [(b2
1 − b2

2)(sin(ωtfi) cos(ωtfi)) + 2b1b2 sin2(ωtfi)] .

Hier haben wir
∫

sin2 ωt = 1
2t−

1
4ω sin(2ωt) und

∫
sin(ωt) cos(ωt) = 1

2ω sin2(ωt) verwen-
det. Jetzt berechnen wir noch (b2

1 − b2
2) und (b1b2) als Funktion von qi und qf :

(b2
1 − b2

2) =
q2
i sin2(ωtfi)− q2

f − q2
i cos2(ωtfi) + 2qiqf cos(ωtfi)

sin2(ωtfi)

=
2q2
i sin2(ωtfi)− (q2

i + q2
f ) + 2qiqf cos(ωtfi)

sin2(ωtfi)
,

b1b2 = qiqf − q2
i cos(ωtfi)

sin(ωtfi)
.

Dies setzen wir in den obigen Ausdruck für die Wirkung ein und erhalten:

Scl(qi, qf ) ..= S(qcl)

= −mω2 [
2q2
i sin2(ωtfi) cos(ωtfi)− (q2

i + q2
f ) cos(ωtfi) + 2qiqf cos2(ωtfi)

sin(ωtfi)

+ 2qiqf sin2(ωtfi)− 2q2
i sin2(ωtfi) cos(ωtfi)

sin(ωtfi)
]

= mω

2 sin(ωtfi)
[(q2

i + q2
f ) cos(ωtfi)− 2qiqf ] . (4.10.4)

An diesem Ausdruck für die klassische Wirkung Scl(qi, qf ) können wir sehen, daß die
obigen Überlegungen zunächst nur für kleine Zeitintervalle tfi = tf − ti < π

ω
gültig sein

können. Die Singularitäten von Scl(qi, qf ), d.h. die Punkte tfi = tf−ti = mπ
ω

mitm ∈ N,
heißen Kaustiken und bedürfen bei Interesse an einer langfristigeren Zeitentwicklung
einer gesonderten Analyse (siehe nächstes Kapitel, oder z.B. Schulman (2005), Kap. 15
- 16).
Wir können wieder mit τ = it zur euklidischen Wirkung übergehen:

sin(ωtfi) = sin(−iωτfi) = −i sinh(ωτfi) ,
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cos(ωtfi) = cos(−iωτfi) = cosh(ωτfi) .

Damit geht i
~S(qcl) über in −1

~SE(qcl) mit:

SE,cl(qi, qf ) ..= SE(qcl) = mω

2 sinh(ωtfi)
[(q2

i + q2
f ) cosh(ωtfi)− 2qiqf ] . (4.10.5)

Weil die dritte Funktionalableitung von S(q) für den harmonischen Oszillator ebenso
wie für das freie Teilchen verschwindet, ist die semiklassische Näherung 4.11.5 in diesem
Fall sogar exakt. Mit q(t) ..= qcl(t) + r(t) und 4.11.7 gilt also:

UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ·N ·

(0,τf )∫
(0,τi)

D[r(τ)] e
− 1

2~

τf∫
τi

dτ r(τ)S(2)
E,loc

(qcl) r(τ)

= e−
1
~SE(qcl) ·N ·

(0,τf )∫
(0,τi)

D[r(τ)] e
−m2~

τf∫
τi

dτ r(τ) (− d2
dτ2 +ω2) r(τ)

. (4.10.6)

Aus der Konstruktion q(t) ..= qcl(t) + r(t) sehen wir, daß das Pfadintegral über die
Wege r(r) den klassischen Weg mit r(t) = const. = 0 nicht mehr enhält (bzw. keine
Nullmode mit ω = 0 enthält).
Um die Methode der spektralen Zeta-Funktion anwenden zu können, müssen wir von
den Variablen r und τ zu dimensionslosen Größen r′ und τ ′ übergehen:

τ ′ ..= τ − τi
τf − τi

= τ − τi
τfi

, r′(τ ′) ..= ( m

~τfi
) 1

2 r(τ) ⇒ (4.10.7)

UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ·N ′ ·

(0,τ ′f=1)∫
(0,τ ′i=0)

D[r′(τ ′)] e
− 1

2

1∫
0
dτ ′ r′(τ ′) (− d2

dτ ′2
+ω2τ2

fi) r
′(τ ′)

= e−
1
~SE(qcl) ·N ′ ·

(0,τ ′f=1)∫
(0,τ ′i=0)

D[r′(τ ′)] e−
1
2 〈r
′|− d2

dτ ′2
+ω2τ2

fi|r
′〉 . (4.10.8)

Mit Â ..= (− d2

dτ ′2
+ω2τ 2

fi) und 4.9.12 und 4.9.16 schreibt sich unser euklidisches Pfadin-
tegral als:

UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ·N ′ · (det′(Â))− 1

2

= e−
1
~SE(qcl) · ( m

π~(τf − τi)
) 1

2 · (det′(− d2

dτ ′2
+ ω2τ 2

fi))−
1
2 . (4.10.9)
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Der Hochstrich ’ bei der Determinante bezeichne die Nebenbedingung, daß der klassi-
sche Pfad mit r′(τ ′) = const. = 0 bei der Berechnung in der Determinante nicht mehr
enhalten ist. Da wir für die möglichen Pfade r′(τ ′) und damit auch für den Opera-
tor (− d2

dτ ′2
+ ω2τ 2

fi) Dirichlet-Randbedingungen (r′(0) = r′(1) = 0) haben, folgen als
Eigenfunktionen und Eigenwerte dieses Operators

r′n(τ ′) = sin(πn τ ′), und λn = π2n2 + ω2τ 2
fi . (4.10.10)

Damit ist der Operator (− d2

dτ ′2
+ ω2τ 2

fi) tatsächlich ein elliptischer Operator (außerhalb
der oben erwähnten Kaustiken), auf den die Methode der spektralen Zeta-Funktion
angewandt werden kann.

ζÂ(s) ..=
∞∑
n=1

1
λsn

= ( 1
π

)s
∞∑
n=1

1
(n2 + ω2τ2

fi

π2 )s
= ( 1

π
)s ζE(s, q2) , (4.10.11)

mit der speziellen Epsteinschen Zeta-Funktion

ζE(s, q2) ..=
∞∑
n=1

1
(n2 + q2)s , und q ..= ωτfi

π
. (4.10.12)

Diese Epsteinsche Zeta-Funktion ist zunächst einmal nur für R(s) > 1
2 definiert, kann

aber ebenso wie die Riemannsche Zeta-Funktion analytisch fortgesetzt werden. Wir
verwenden hier die folgende Darstellung dieser Epsteinsche Zeta-Funktion (G.0.6, siehe
auch Elizalde (1995) 1.38 und 4.13), die insb. bei s = 0 analytisch ist und uns daher
die gewünschte Berechnung von ζ ′

Â
(0) erlaubt:

ζE(s, q2) = −q
−2s

2 +
π

1
2 Γ(s− 1

2)
2Γ(s) q−2s+1 + 2πsq−s+ 1

2

Γ(s)

∞∑
n=1

ns−
1
2 Ks− 1

2
(2πnq) ,

(4.10.13)

mit der modifizierten Bessel-Funktion der dritten Art Kν . Da ζE(s, q2) bei s = 0 ana-
lytisch ist, folgt mit lims→0 Γ(s) =∞:

ζE(0, q2) = −1
2 . (4.10.14)

Als nächstes berechnen wir nun ζ ′
Â

(s) und daraus dann ζ ′
Â

(0).

ζ ′
Â

(s) = − ln(π) π−s ζE(s, q2) + π−s ζ ′E(s, q2) ,

ζ ′E(s, q2) = ln(q) q−2s +
π

1
2 Γ′(s− 1

2)
2Γ(s) q−2s+1 +

π
1
2 Γ(s− 1

2)
2 ( 1

Γ(s))′ q−2s+1
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+
π

1
2 Γ(s− 1

2)
2Γ(s) (−2 ln(q)) q−2s+1

+ [2 ln(π) πs q−s+ 1
2

Γ(s) + 2πs(− ln(q)) q−s+ 1
2

Γ(s) + 2 πs q−s+ 1
2 ( 1

Γ(s))′]

·
∞∑
n=1

ns−
1
2 Ks− 1

2
(2πnq)

+ 2πsq−s+ 1
2

Γ(s)
d

ds
[
∞∑
n=1

ns−
1
2 Ks− 1

2
(2πnq)] .

Mit Γ(0) =∞ und ( 1
Γ(s))

′
∣∣∣
s=0

= 1 (C.11.1) folgt:

ζ ′
Â

(0) = ln(π) + ln(q) + 1
2π

1
2 Γ(−1

2) q + 2 q 1
2

∞∑
n=1

n−
1
2 K− 1

2
(2πnq) .

Für die modifizierte Bessel-Funktion der dritten Art finden wir in Abramowitz u. Stegun
(1970) (10.2.16 und 10.2.17):

K− 1
2
(z) = K 1

2
(z) = ( π2z ) 1

2 e−z ⇒

ζ ′
Â

(0) = ln(π) + ln(q) + 1
2π

1
2 Γ(−1

2) q + 2 q 1
2

∞∑
n=1

n−
1
2 ( π

2 · 2πnq ) 1
2 e−2πnq

= ln(π) + ln(q) + 1
2π

1
2 Γ(−1

2) q +
∞∑
n=1

e−2πnq

n
.

Die Summe im letzten Term können wir auf den sinh zurückführen:

ln(sinh(z)) = ln(1
2(ez − e−z)) = − ln(2) + ln((ez − e−z))

= − ln(2) + z + ln(1− e−2z)

= − ln(2) + z + (−e−2z − 1
2e
−4z − 1

3e
−6z − . . .)

= − ln(2) + z −
∞∑
n=1

e−2nz

n
,

∞∑
n=1

e−2πnq

n
= − ln(2) + πq − ln(sinh(πq)) . (4.10.15)
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Weiter ist Γ(1
2) = (−1

2)Γ(−1
2), also Γ(−1

2) = −2 Γ(1
2) = −2π 1

2 (C.4.4), und damit folgt
jetzt für ζ ′

Â
(0):

ζ ′
Â

(0) = ln(π) + ln(q)− πq − ln(2) + πq − ln(sinh(πq))

= − ln(2 sinh(πq)
πq

) . (4.10.16)

Damit folgt jetzt schließlich für unser euklidisches Pfadintegral des Feynman-Propagators
des harmonischen Oszillators

UE(qf , τf , qi, τi) = e−
1
~SE(qcl) ·N ′ · (det′(Â))− 1

2 = e−
1
~SE(qcl) ·N ′ · e

1
2 ζ
′
Â

(0)

= e−
1
~SE(qcl) · ( m

π~(τf − τi)
) 1

2 · ( ω(τf − τi)
2 sinh(ω(τf − τi))

) 1
2

= e−
1
~SE(qcl) · ( mω

2π~ sinh(ω(τf − τi))
) 1

2 . (4.10.17)

Zum Schluß wollen wir noch die Zustandssumme des harmonischen Oszillators berech-
nen. Mit 4.6.1 und 4.10.5 und q ..= qi = qf und τfi = τf − τi = ~β folgt:

Z =
∫
dq UE(q, ~β, q, 0) = ( mω

2π~ sinh(~βω)) 1
2

∫
dq e−

1
~SE(qcl)

= ( mω

2π~ sinh(~βω)) 1
2

∫
dq e−

1
~

2mωq2
2 sinh(~βω) [cosh(~βω)−1]

= ( mω

2π~ sinh(~βω)) 1
2 ( π~ sinh(~βω)

2mω(cosh(~βω)− 1)) 1
2

= 1
2 · (

1
cosh(~βω)− 1) 1

2 = 1
2 sinh(~βω2 )

= 1
e

~βω
2 − e− ~βω

2
. (4.10.18)

Damit haben wir das bekannte Ergebnis für die Zustandssumme der harmonischen
Oszillators erhalten. Eine andere Berechnungsweise dieser Zustandssumme mit Hilfe
der spektralen Zeta-Funktion und der Wärmekern-Entwicklung wird in 6.8 vorgestellt.

4.11 Semiklassische Näherung des Pfadintegrals

Wir betrachten die semiklassische Näherung, d.h. die Näherung ~ → 0, am Feynman-
schen Pfadintegral in der Lagrange-Form 4.4.3 für L(q, q̇) = m

2 q̇(t)
2 − V (q(t)). Der

Einfachheit halber wählen wir das Potential hier also nicht explizit zeitabhängig.

U(qf , tf , qi, ti) = N ·
(qf ,tf )∫

(qi,ti)

D[q(t)] e i~S(q) . (4.11.1)
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Diese Überlegungen lassen sich natürlich ebenso auf das euklidische Pfadintegral 4.5.1
und das Pfadintegral der Zustandssumme 4.6.3 übertragen.
Für ~→ 0 stellt e i~S(q) einen schnell oszillierenden Term dar und in der Summe werden
sich die meisten dieser schnell oszillierenden Terme gegenseitig auslöschen. Den Haupt-
beitrag des Pfadintegrals werden also Terme liefern, für die sich die Wirkung S(q) nur
wenig verändert, d.h. für die S(q) extremal wird. Dies ist gerade die Aussage des Satzes
der Stationären Phase Methode (siehe I.4). Die Wirkung S(q) wird extremal gerade ent-
lang des klassischen Pfades und deshalb entwickeln wir S(q) um den klassischen Pfad
qcl(t) herum, der ja gegeben ist durch:

δS

δq

∣∣∣∣∣
qcl(t)

= 0 . (4.11.2)

Mit q(t) ..= qcl(t) + r(t) folgt

S(q) = S(qcl) + 1
2

∫
dt1 dt2

δ2S(q)
δq(t1)δq(t2)

∣∣∣∣∣
qcl

r(t1) r(t2) . (4.11.3)

Wenn die Lagrange-Funktion lokal in q ist, wie bei der von uns vornehmlich verwendeten
Funktion L(q, q̇) = m

2 q̇(t)
2 − V (q(t)), dann ist mit M.1.18 auch S(2)(q) lokal, also:

δ2S(q)
δq(t1)δq(t2)

∣∣∣∣∣
qcl

= S
(2)
loc (qcl) δ(t1 − t2) ⇒ (4.11.4)

S(q) = S(qcl) + 1
2

∫
dt r(t)S(2)

loc (qcl) r(t) ⇒

U(qf , tf , qi, ti) = N · e
i
~S(qcl) ·

(0,tf )∫
(0,ti)

D[r(t)] e
i

2~

tf∫
ti

dt r(t)S(2)
loc

(qcl) r(t)
. (4.11.5)

Für unsere obige Lagrange-Funktion folgt mit M.1.20:

U(qf , tf , qi, ti) = N · e
i
~S(qcl) ·

(0,tf )∫
(0,ti)

D[r(t)] e
i

2~

tf∫
ti

dt [m ( dr(t)
dt

)2− d2V (q)
dq2

∣∣∣
qcl(t)

r(t)2]

= N · e
i
~S(qcl) ·

(0,tf )∫
(0,ti)

D[r(t)] e
im
2~

tf∫
ti

dt r(t) [− d2
dt2
− 1
m
V ′′(qcl(t))] r(t)

. (4.11.6)

Wie oben in 4.5.1 folgt mit τ ..= it , τ ∈ R für das entsprechende euklidische Pfadinte-
gral:

UE(qf , τf , qi, τi) = N · e−
1
~SE(qcl) ·

(0,τf )∫
(0,τi)

D[r(τ)] e
− 1

2~

τf∫
τi

dτ [m ( dr(τ)
dτ

)2+ d2V (q)
dq2

∣∣∣
qcl(τ)

r(τ)2]
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= N · e−
1
~SE(qcl) ·

(0,τf )∫
(0,τi)

D[r(τ)] e
−m2~

τf∫
τi

dτ r(τ) [− d2
dτ2 + 1

m
V ′′(qcl(τ))] r(τ)

.

(4.11.7)

Wir erhalten also für den Feynman-Propagator U(qf , tf , qi, ti) von 4.11.5 den Phasen-
faktor der klassischen Wirkung und ein Pfadintegral über die Fluktuationen des Weges
r(t). Der Hochstrich ’ bei der Determinante bezeichne wie oben wieder die Nebenbedin-
gung, daß der klassische Pfad mit r(t) = const. = 0 (bzw. die Nullmode des Operators
S

(2)
loc (qcl)) bei der Berechnung der Determinante nicht mehr enhalten ist. Den Normie-

rungsfaktor N ′ übernehmen wir aus 4.9.18.

U(qf , tf , qi, ti) = N · e
i
~S(qcl) ·

(0,tf )∫
(0,ti)

D[r(t)] e
im
2~

tf∫
ti

dt r(t)S(2)
loc

(qcl) r(t)

= e
i
~S(qcl) ·N ′ · (det′(S(2)

loc (qcl))−
1
2

= e
i
~S(qcl) · ( m

πi~(tf − ti)
) 1

2 (det′[− d2

dt2
− 1
m
V ′′(qcl(t))])−

1
2 . (4.11.8)

Unter der Determinante ist hier das unendliche Produkt aller Eigenvektoren des folgen-
den Sturm-Liouville-Systems mit Dirichlet-Randbedingungen zu verstehen:

( d
2

dt2
+W (t) + λ) rW+λ(t) = 0 , mit W (t) ..= 1

m
V ′′(qcl(t)) (4.11.9)

und rW+λ(ti) = rW+λ(tf ) = 0 .

Es ist ein bemerkenswertes und nicht triviales Ergebnis der Sturm-Liouville-Theorie,
daß dieses unendliche Produkt von Eigenwerten gleich dem Funktionswert fW (tf ) ist,
wenn fW (t) die Lösung des folgenden Anfangswert-Problems ist:

( d
2

dt2
+W (t)) fW (t) = 0 , mit fW (ti) = 0 und dfW

dt
(ti) = 1 . (4.11.10)

Vor dem Beweis soll zunächst an einige Resultate der Sturm-Liouville-Theorie erinnert
werden. Wir folgen dabei Hassani (1999), Kapitel 18.

Definition 4.11.1 Der Differential-Operator Lt ..= d2

dt2
+ W (t) auf dem Raum der

2-mal stetig differenzierbaren Funktionen C2(R) mit den separierten Randbedingungen
α1r(ti)+β1

dr
dt

(ti) = 0 und α2r(tf )+β2
dr
dt

(ti) = 0, die nicht identisch verschwinden mögen
(d.h. nicht [α1 = β1 = 0 oder α2 = β2 = 0]) heißt reguläres Sturm-Liouville-System.

Satz 4.11.2 Ein reguläres Sturm-Liouville-System hat eine abzählbar unendliche An-
zahl von rellen Eigenwerten λn in aufsteigender Größe λ1 ≤ λ2 ≤ . . . mit einzigem
Häufungspunkt +∞. Die Eigenfunktionen rn(t) bilden ein vollständiges Orthonormal-
system und besitzen genau n Nullstellen im Definitionsintervall [ti, tf ].
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Beweis. siehe Hassani (1999), S. 507 ff., oder ausführlicher Hellwig (1964), S. 111 ff.2

Satz 4.11.3 Für die Eigenwerte λn und Eigenfunktionen rn(t) für großes n ergibt sich
das folgende asymptotische Verhalten:√
λn = n π

tf−ti
+O( 1

n
) und rn(t) =

√
2

tf−ti
cos nπ(t−ti)

tf−ti
+O( 1

n
) .

Beweis. siehe Hassani (1999), Satz 18.3.1. 2

Nun zur Berechnung der Determinante aus 4.11.8. Unter den zahlreichen Beweisen in
der Literatur erscheint besonders schön der funktionstheoretische Beweis von Sidney
Coleman (Coleman (1988), The Uses of Instantons, Appendix 1, S. 340, siehe auch
Schulman (2005), S. 95-96):

Satz 4.11.4 (Coleman) Seien zwei Sturm-Liouville-Systeme 4.11.9 mit W (1)(t) und
W (2)(t) gegeben, sowie die beiden entsprechenden Anfangswert-Probleme 4.11.10. Dann
gilt:

det( d2

dt2
+W (1)(t) + λ)

det( d2

dt2
+W (2)(t) + λ)

= fW (1)+λ(tf )
fW (2)+λ(tf )

. (4.11.11)

Beweis. Jede Lösung fW+λ(t) des Anfangswert-Problems 4.11.10, die bei tf eine Null-
stelle hat, ist auch eine Lösung des Sturm-Liouville-Systems 4.11.9 zum Eigenwert λ.
Sei umgekehrt rW+λ(t) eine Lösung des Sturm-Liouville-Systems mit beliebiger An-
fangssteigungsteigung b ..= drW+λ

dt
(ti) 6= 0, dann ist nach Voraussetzung rW+λ(ti) =

rW+λ(tf ) = 0, und es gilt auch r̃W+λ(t) ..= 1
b
rW+λ(t) mit dr̃W+λ

dt
(ti) = 1 und r̃W+λ(ti) =

r̃W+λ(tf ) = 0. Also sind die Lösungen r̃W+λ(t) des Sturm-Liouville-Systems 4.11.9 auch
Lösungen des Anfangswert-Problems 4.11.10 zum Eigenwert λ. Seien jetzt

gL(λ) ..=
det( d2

dt2
+W (1)(t) + λ)

det( d2

dt2
+W (2)(t) + λ)

und

gR(λ) ..= fW (1)+λ(tf )
fW (2)+λ(tf )

.

Dann kann man gL(λ) und gR(λ) als komplexe meromorphe Funktionen betrachten.
Die beiden Funktionen gL(λ) und gR(λ) haben an den Stellen der Eigenwerte λ(1)

n des
Sturm-Liouville-Systems mit W (1) gemeinsam einfache Nullstellen und an den Stellen
der Eigenwerte λ(2)

n des Sturm-Liouville-Systems W (2) gemeinsam einfache Pole. Wegen
des oben zitierten asymptotischen Verhaltens der Eigenwerte λn und Eigenfunktionen
rn(t) des Sturm-Liouville-Systems für große n, welches von W (1) und W (2) unabhängig
ist, gilt lim|λ|→∞ gL(λ) = lim|λ|→∞ gR(λ) = 1 (für λ /∈ R+, um die Pole zu vermeiden).
Also folgt gL(λ) = gR(λ). 2

Diesen Beweis kann man unschwer auf ein n-dimensionales Sturm-Liouville-System
verallgemeinern, wenn sich dieses diagonalisieren läßt. Da S

(2)
loc (qcl) und damit auch
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∂2V
∂qk∂ql

(q)
∣∣∣
qcl(t)

symmetrische Matrizen sind, ist das folgende Sturm-Liouville-System mit
Dirichlet-Randbedingungen diagonalisierbar:

( d
2

dt2
1̂ + Ŵ (t) + λ1̂)~rŴ+λ1̂(t) = 0 , mit Ŵ kl(t) ..=

1
m

∂2V

∂qk∂ql
(q)
∣∣∣∣∣
qcl(t)

(4.11.12)

und ~rŴ+λ1̂(ti) = ~rŴ+λ1̂(tf ) = 0 .

Ebenso ist das entsprechende Anfangswert-Problem diagonalisierbar:

( d
2

dt2
1̂ + Ŵ (t)) ~f Ŵ (t) = 0 , mit ~f Ŵ (ti) = 0 und d~f Ŵ

dt
(ti) = ~1 . (4.11.13)

Satz 4.11.5 Seien zwei n-dimensionale Sturm-Liouville-Systeme 4.11.12 mit symme-
trischen Matrizen Ŵ (1)(t) und Ŵ (2)(t) gegeben, sowie die beiden entsprechenden An-
fangswert-Probleme 4.11.13 mit n linear unabhängen Lösungen {~f iŴ (1)+λ1̂ | i = 1 . . . n}.
Dann gilt:

det( d2

dt2
1̂ + Ŵ (1)(t) + λ1̂)

det( d2

dt2
1̂ + Ŵ (2)(t) + λ1̂)

=
det(~f iŴ (1)+λ1̂(tf ))
det(~f iŴ (2)+λ1̂(tf ))

. (4.11.14)

Beweis. Zunächst sieht man, daß 4.11.14 als Funktion von Determinanten unabhän-
gig von einer Koordinatentransformation ist, also können die symmetrischen Matrizen
Ŵ (1)(t) und Ŵ (2)(t) als diagonal angenommen werden. Damit entkoppeln die Diffe-
rentialgleichungen des Sturm-Liouville-System und des Anfangswert-Problem und es
gilt

gL(λ) ..=
det( d2

dt2
1̂ + Ŵ (1)(t) + λ1̂)

det( d2

dt2
1̂ + Ŵ (2)(t) + λ1̂)

=
n∏
i=1

det( d2

dt2
+ Ŵ

(1)
ii (t) + λ)

det( d2

dt2
+ Ŵ

(2)
ii (t) + λ)

und

gR(λ) ..=
n∏
i=1

~f ii,Ŵ (1)+λ(tf )
~f ii,Ŵ (2)+λ(tf )

=
det(~f iŴ (1)+λ1̂(tf ))
det(~f iŴ (2)+λ1̂(tf ))

,

und mit dem Satz von Coleman folgt wieder gL(λ) = gR(λ). 2

Wir betrachten zunächst wieder den 1-dimensionalen Fall. Mit dem Ergebnis des Sat-
zes von Coleman kann die Determinante det′[− d2

dt2
− 1

m
V ′′(qcl(t))] aus dem Feynman-

Propagator 4.11.8 in eine Funktion der Wirkung S(qcl) auf dem klassischen Weg
qcl(qf , tf , qi, ti) umgeformt werden. SeienW (1)(t) ..= W (t) ..= 1

m
V ′′(qcl(t)) undW (2)(t) =

0. Dann folgt mit det′(− d2

dt2
) = 2 (siehe 4.9.15) und 4.11.11 an der Stelle λ = 0:

det′(− d2

dt2
−W (t)) = det′(− d2

dt2
) · fW (tf )

f0(tf )
= 2 · fW (tf )

f0(tf )
.
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Die Funktion f0(t) als Lösung des Anfangswert-Problems d2f0(t)
dt2

= 0 mit f0(ti) = 0 und
df
dt

(ti) = 1 ist einfach f0(t) = t− ti und damit folgt für die obige Determinante

det′(− d2

dt2
−W (t)) = 2

(tf − ti)
fW (tf ) , (4.11.15)

wobei fW (t) eine Lösung des Anfangswert-Problems 4.11.10 ist.
Nun zeigt sich, daß das Jacobi-Feld J(p, t) der klassischen Mechanik im Wesentlichen
eine Lösung des gleichen Anfangswert-Problems wie fW (t) darstellt. Dazu betrach-
tet man das Anfangswert-Problem von klassischen Bahnen qcl(p, t) mit qcl(p, ti) = qi
und beliebigem Anfangsimpuls pi ..= ∂L

∂q̇

∣∣∣
qi

. Das Jacobi-Feld beschreibt, wie sich zwei
Bahnen entwickeln, die zum gleichen Zeitpunkt ti vom gleichen Anfangspunkt qi mit
benachbarten Impulsen p und p+ ε starten:

J(p, t) ..= ∂q(p, t)
∂p

, d.h. q(p+ ε, t) = q(p, t) + εJ(p, t) +O(ε2) . (4.11.16)

Die beiden Bahnen q(p+ ε, t) und q(p, t) sollen die Langrange-Gleichung erfüllen:

d

dt

∂L

∂q̇
− ∂L

∂q
= 0 . (4.11.17)

Um zu sehen, wie sich die Bahnen mit benachbarten Anfangsimpulsen entwickeln, dif-
ferenzieren wir die Lagrange-Gleichung nach p und erhalten:

d

dt
(∂

2L

∂q̇2
∂q̇

∂p
+ ∂2L

∂q̇∂q

∂q

∂p
)− ( ∂

2L

∂q∂q̇

∂q̇

∂p
+ ∂2L

∂q2
∂q

∂p
) = 0 ⇒

d

dt
(∂

2L

∂q̇2 J̇) + d

dt
( ∂

2L

∂q̇∂q
J)− ( ∂

2L

∂q̇∂q
J̇ + ∂2L

∂q2 J) = 0 ⇒

d

dt
(∂

2L

∂q̇2 J̇) + ( d
dt

∂2L

∂q̇∂q
− ∂2L

∂q2 )J = 0 . (4.11.18)

Dies ist die Jacobi-Gleichung für das Jacobi-Feld J(p, t) mit den Anfangsbedingungen

J(p, 0) = ∂qi
∂p

= 0 und J̇(p, 0) = ∂q̇(p, 0, )
∂p

. (4.11.19)

Für die Lagrange-Funktion L ..= mq̇2

2 − V (q) lautet die Jacobi-Gleichung:

mJ̈(p, t) + V ′′(q(t))J(p, t) = 0 mit J(p, 0) = 0, J̇(p, 0) = 1
m
,

bzw. mit dem normierten Jacobi-Feld JN(p, t) ..= mJ(p, t)

J̈N(p, t) + 1
m
V ′′(q(t)) JN(p, t) = 0 mit JN(p, 0) = 0, J̇N(p, 0) = 1 . (4.11.20)
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Dies ist die gleiche Differentialgleichung, die wir oben in 4.11.10 für die Funktion
fW (t) mit W (t) = 1

m
V ′′(q(t)) gefunden hatten. Damit können wir mit 4.11.15 für den

Feynman-Propagator 4.11.8 jetzt schreiben:

U(qf , tf , qi, ti) = e
i
~S(qcl) · ( m

πi~(tf − ti)
) 1

2 (det′[− d2

dt2
− 1
m
V ′′(qcl(t), t)])−

1
2

= e
i
~S(qcl) · ( m

πi~(tf − ti)
) 1

2 ( 2
(tf − ti)

fW (tf ))−
1
2

= e
i
~S(qcl) · ( m

2πi~) 1
2 (JN(p, tf ))−

1
2 = e

i
~S(qcl) · ( 1

2πi~) 1
2 (J(p, tf ))−

1
2 .

(4.11.21)

Üblicherweise führt man das Jacobi-Feld J(p, tf ) noch auf eine zweifache Ableitung der
Wirkung S einer extremalen Bahn (d.h. Lösung der Lagrange-Gleichung) mit Energie-
erhaltung zurück. Dazu betrachtet man S(qf , tf , qi, ti) einer extremalen Bahn als eine
Funktion von Anfangspunkt qi = q(ti) und Endpunkt qf = q(tf ), also

S(qf , tf , qi, ti) =
tf∫
ti

L(q(t), q̇(t)) dt =
tf∫
ti

(p(t)q̇(t)−H(p(t), q(t)) dt

=
qf∫
qi

p(t) dq − E(tf − ti) . (4.11.22)

Daraus folgt ∂S(qf ,tf ,qi,ti)
∂qi

= −p(ti) und damit ergibt sich

J(p, tf ) = ∂qf
∂p(ti)

= (∂p(ti)
∂qf

)−1 = −(∂
2S(qf , tf , qi, ti)

∂qf∂qi
)−1 . (4.11.23)

Damit folgt für den Feynman-Propagator 4.11.21

U(qf , tf , qi, ti) = e
i
~S(qcl)( 1

2πi~) 1
2 (−∂

2S(qf , tf , qi, ti)
∂qf∂qi

) 1
2 . (4.11.24)

Die Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen Fall erfolgt unproblematisch mittels der
n-dimensionalen Version des Satzes von Coleman. Im folgenden bezeichne qk und ql die
k-te, bzw. l-te Komponente von ~q und qf,k = qk(tf ) und qi,l = ql(ti) die k-te Komponente
von ~qf = ~q(tf ), bzw. die l-te Komponente von ~qi = ~q(ti), sowie Ĵk,l(~p, tf ) ..= ∂qk(~p,t)

∂pl
die

Jacobi-Matrix.

U(~qf , tf , ~qi, ti) = e
i
~S(~qcl) · ( m

πi~(tf − ti)
)n2 (det′[− d2

dt2
1̂− 1

m

∂2V

∂qk∂ql
(~q, t)

∣∣∣∣∣
~qcl(t)

])− 1
2

= e
i
~S(~qcl) · ( 1

2πi~)n2 (det(Ĵ(~p, tf )))−
1
2 (4.11.25)
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= e
i
~S(~qcl) · ( 1

2πi~)n2 (det(−∂
2S(~qf , tf , ~qi, ti)
∂qf,k∂qi,l

)) 1
2 . (4.11.26)

Wenn es mehrere extremale Pfade ~qγ(t) zwischen ~qi und ~qf gibt, dann ist U(qf , tf , qi, ti)
die Summe über alle diese einzelnen Pfadbeiträge, also:

U(~qf , tf , ~qi, ti) =
∑
γ

e
i
~S

γ(~qcl) · ( 1
2πi~)n2 (det(−∂

2Sγ(~qf , tf , ~qi, ti)
∂qf,k∂qi,l

)) 1
2 . (4.11.27)

Die Determinante in dieser semiklassischen Näherung des Feynman-Propagators
U(qf , tf , qi, ti) heißt in der Literatur Van Vleck-Pauli-Morette Determinante. Steiner
betrachtet in Grosche u. Steiner (1998) (S. 13-18) ausführlich die Historie dieser se-
miklassischen Näherung und schlägt aufgrund seiner Untersuchung die Namensgebung
Pauli-Gleichung mit Morette-Van Hove Determinante vor (S. 148).
Die Gleichungen 4.11.25 und 4.11.26 gelten zunächst natürlich nur, solange das Jacobi-
Feld J(p, t) in 4.11.21, bzw. die Jacobi-Determinante det(Ĵ(~p, tf )) in 4.11.25 nicht Null
werden. Die Nullstellen des Jacobi-Feldes, bzw. der Jacobi-Determinante heißen konju-
gierte Punkte, oder fokale Punkte, oder Kaustiken. Ein konjugierter Punkt q(tf ) heißt
auch fokaler Punkt, da zum Zeitpunkt ti in q(ti) eine ganze Schar von Bahnen mit
benachbarten Impulsen p+ ε gestartet sind, die sich wegen q(p+ ε, t) = q(p, t) + εJ(p, t)
zum Zeitpunkt tf an einer Stelle mit J(p, tf ) = 0 alle wieder in q(p, tf ) vereinigen.
Die Singularität des Feynman-Propagators U(qf , tf , qi, ti) in 4.11.25 aufgrund der Kau-
stiken ist keine wirkliche physikalische Singularität, sondern eine Singularität des ver-
wendeten Koordinatensystems, hier also der Ortsdarstellung. Während eine klassische
Bewegung im Phasenraum durch die Koordinaten (q, p) eindeutig und frei von Koordi-
naten-Singularitäten beschrieben werden kann, wird im Ortsraum an q-Umkehrpunkten
J(p, t) = ∂q(p,t)

∂p
= 0.

Die Fortsetzung des Feynman-Propagators U(qf , tf , qi, ti) über die Kaustiken hinweg
soll im nächsten Abschnitt kurz diskutiert werden.

4.12 Der Morse-Index

Zunächst soll gezeigt werden, daß die semiklassische Näherung des Feynman-Propa-
gators U(qf , tf , qi, ti) 4.11.25 zumindest für kurze Zeiten tf − ti gültig ist (sofern das
Potential in der Nähe von q(ti) nicht singulär ist), da in einem kurzen Zeitintervall nach
ti das Jacobi-Feld J(p, tf ), bzw. die Jacobi-Determinante det(Ĵ(~p, tf )), größer als Null
sind.
Die Extremalbahn q(t) = qcl(t) als Lösungen der Lagrange-Gleichung ist im allgemei-
nen keine Minimalbahn, sondern tatsächlich nur eine Extremalbahn, die auch durch
Sattelpunkte und Maxima verlaufen kann kann. Wir betrachten als Beispiel wieder
die 1-dimensionale Lagrange-Funktion L ..= mq̇2

2 − V (q). In einem kleinen Zeitintervall
[ti, tf ] kann das Teilchen auch nur einen kleinen Weg von qi nach qf zurücklegen, so
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daß auch [qi, qf ] klein ist. Wir setzen ein nichtsinguläres Potential V (q) voraus, das wir
für q ∈ [qi, qf ] linearisieren können: V (q) = V0 + (q − qi)V1. Das zugeordnete Sturm-
Liouville-System 4.11.9 lautet dann:

( d
2

dt2
+ 1
m
V ′′(qcl(t)) + λ) r 1

m
V ′′+λ(t) = ( d

2

dt2
+ λ) rλ(t) = 0 , (4.12.1)

mit rλ(ti) = rλ(tf ) = 0 .

Wie man unschwer sieht, ist die Lösung dieses Randwert-Systems gegeben durch:

λn = ( πn

tf − ti
)2 mit n ∈ N , und rλ(t) = sin(πn(t− ti)

tf − ti
) . (4.12.2)

Da alle λn > 0 sind, ist auch

det′(S(2)
loc (qcl) = det′[− d2

dt2
− 1
m
V ′′(qcl(t))] =

∞∏
n=1

λn > 0 ,

also ist die Extremalbahn q(t) für kleine Zeiten tatsächlich eine Minimalbahn. Der klein-
ste Eigenwert λ1 = ( π

tf−ti
)2 geht aber mit anwachsendem tf wegen λ1(tf ) ∼ 1

(tf−ti)2 gegen
Null. Unter Berücksichtigung des Potentials wird also im allgemeinen mit wachsendem
tf ein solches tf existieren, für welches λ1(tf ) = 0 ist. Damit ist auch das Jacobi-Feld
J(p, tf ) = 0 und q(tf ) ist ein konjugierter Punkt zu q(ti). Wenn λ1(t) an der Nullstelle
bei tf einen Nulldurchgang hat, d.h. wenn λ1(t) < 0 für t > tf , dann hat J(p, tf ) an
dieser Stelle einen Vorzeichenwechsel und der Feynman-Propagator U(qf , tf , qi, ti) aus
4.11.21 erhält einen zusätzlichen Faktor (−1)− 1

2 = i−1 = e−i
π
2 .

Der Morse-Index ν für die Extremalbahn zwischen q(ti) und q(tf ) kann jetzt im 1-
dimensionalen Fall definiert werden als die Anzahl der Vorzeichenwechsel des Jacobi-
Feld J(p, t) im Intervall [ti, tf ] und im n-dimensionalen Fall als die Anzahl der negati-
ven Eigenwerte von Ĵ(~p, tf ). Damit schreibt sich die semiklassische Näherung für den
Feynman-Propagator 4.11.25 als:

U(~qf , tf , ~qi, ti) = e
i
~S(~qcl) · ( 1

2πi~)n2 | det(Ĵ(~p, tf ))|−
1
2 · e−ν

π
2

= e
i
~S(~qcl) · ( 1

2πi~)n2 | det(−∂
2S(~qf , tf , ~qi, ti)
∂qf,k∂qi,l

)| 12 · e−ν π2 . (4.12.3)

Diese Form des semiklassischen Feynman-Propagators hat Gutzwiller zu Beginn der
1970’er Jahre als Ausgangspunkt für die Entwicklung seiner berühmten Spurformel
genommen, welche die semiklassische quantenmechanische Behandlung von Systemen
erlaubt, die auf klassischer Ebene nicht-integrabel sind und chaotisches Verhalten zeigen
(siehe Kapitel 8.12).
Die Frage, wie der Morse-Index ν als die Anzahl der negativen Eigenwerte von Ĵ(~p, tf )
im n-dimensionalen Fall mit der Anzahl der konjugierten Punkte auf der Extremalbahn
zwischen q(ti) und q(tf ) zusammenhängt, beantwortet das Morse-Index-Theorem.
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Satz 4.12.1 (Morse Index Theorem) Die zu q(ti) konjugierten Punkte auf der Ex-
tremalbahn (Geodäten) von q(ti) nach q(tf ) seien isolierte konjugierte Punkte. Dann
gibt es auf dieser Extremalbahn nur endlich viele konjugierte Punkte.
Der Index ν der Jacobi-Matrix Ĵ(~p, tf ), d.h. die Anzahl der negativen Eigenwerte von
Ĵ(~p, tf ), ist gleich der Summe der Multiplizitäten der zu q(ti) konjugierten Punkte auf
der Extremalbahn (Geodäten) von q(ti) nach q(tf ). Dabei ist die Multiplizität eines zu
q(ti) konjugierten Punktes q(t) gleich der Dimension des Nullraums von Ĵ(~p, t) (der
Anzahl der Eigenvektoren von Ĵ(~p, t), die bei q(t) Null werden). Dieser Index ν heißt
Morse-Index und ist eine endliche natürliche Zahl.

Beweis. Die klassische Referenz ist Milnor (1963), S. 83 ff., moderner ist Jost (1995),
S. 145 ff., und für Physiker vielleicht leichter lesbar ist Postnikov (2003), S.144 ff. 2

4.13 Feynman-Propagator und Fouriertransformation I

Die Pfadintegrale 4.6.3 für die Zustandsdichte, sowie 4.11.6 und 4.11.7 für die semi-
klassische Näherung des Feynman-Propagators haben periodische Randbedingungen
(q(0) = q(~β), bzw. r(ti) = r(tf ) und r(τi) = r(τf )). Damit bietet sich die Möglichkeit
einer Fouriertransformation des Pfadintegrals an.
Wir betrachten hier zunächst eine diskrete Fouriertransformation der diskretisierten
Zustandssumme 4.6.2 mit der Unterteilung des Integrations-Intervalles ~β in M gleiche
Teile der Länge ε ..= ~β/M :

ZM = ( m

2πε~)M/2
∫

q(~β)=q(0)

dq0

∫
(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

e−
1
~ ε[

m
2 (

qk−qk−1
ε

)2+V (qk)] . (4.13.1)

Da qk = qk+M ist, stellen wir die qk als endliche Fourierreihe dar:

qk ..= q(τk) ..=
1√
M

M−1∑
n=0

an e
iωnτk , ωn ..= 2π

~β
n , τk ..=

~β
M
k . (4.13.2)

Die Frequenzen ωn heißen Matsubara-Frequenzen. Die Nullmode a0/
√
M ist gerade der

Mittelwert 〈q〉 von q(τ), denn:

〈q〉 ..= 1
~β

~β∫
0

dτ q(τ) = 1
~β

1√
M

~β∫
0

dτ (
M−1∑
n=0

an e
iωnτ ) = 1

~β
1√
M

M−1∑
n=0

an

~β∫
0

dτ eiωnτ

= 1
~β

1√
M

[a0~β +
M−1∑
n=1

an
1
iωn

(eiωn~β − 1)] = a0√
M

. (4.13.3)

Die Menge der qk mit k ∈ {0, . . . ,M − 1} besteht aus M reellen Zahlen, die Menge
der an aus M komplexen Zahlen an mit n ∈ {0, . . . ,M − 1}. Also müssen wir M
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reelle Nebenbedingungen an die an berücksichtigen, so daß die qk reell bleiben. Hier
unterscheiden wir die beiden Fälle: M eine ungerade oder M eine gerade Zahl.
Sei also zunächst M ungerade, dann folgt:

qk = 1√
M

M−1∑
n=0

an e
iωnτk = 1√

M

M−1∑
n=0

an e
i2π k

M
n

= 1√
M

[a0 +
(M−1)/2∑
n=1

(an ei2π
k
M
n + aM−n e

i2π k
M

(M−n))]

= 1√
M

[a0 +
(M−1)/2∑
n=1

(an ei2π
k
M
n + aM−n e

−i2π k
M
n)] .

Die M reellen Nebenbedingungen an die an sind: a0 ∈ R und die (M − 1)/2 komplexen
Nebenbedingungen aM−n = a∗n für n ∈ {1, . . . , (M − 1)/2}, also:

qk = 1√
M

[a0 +
(M−1)/2∑
n=1

(an ei2π
k
M
n + a∗n e

−i2π k
M
n)] , M ungerade . (4.13.4)

Sei nun M gerade, dann folgt:

qk = 1√
M

M−1∑
n=0

an e
iωnτk = 1√

M

M−1∑
n=0

an e
i2π k

M
n

= 1√
M

[a0 +
M/2−1∑
n=1

(an ei2π
k
M
n + aM−n e

i2π k
M

(M−n)) + aM/2e
iπk]

= 1√
M

[a0 +
M/2−1∑
n=1

(an ei2π
k
M
n + aM−n e

−i2π k
M
n) + (−1)kaM/2] .

Die M reellen Nebenbedingungen an die an sind: a0, aM/2 ∈ R und die M/2 − 1 kom-
plexen Nebenbedingungen aM−n = a∗n für n ∈ {1, . . . ,M/2− 1}, also:

qk = 1√
M

[a0 +
M/2−1∑
n=1

(an ei2π
k
M
n + a∗n e

−i2π k
M
n) + (−1)kaM/2] , M gerade .

(4.13.5)

Im Folgenden machen wir Gebrauch von der Orthogonalitätsrelation der Basisfunktio-
nen der diskreten Fouriertransformation:

1
M

M−1∑
k=0

ei(ωn1−ωn2 )τk = δn1,n2 , (4.13.6)
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denn

1
M

M−1∑
k=0

ei(ωn1−ωn2 )τk = 1
M

M−1∑
k=0

ei2π
n1−n2
M

k =


1 für n1 = n2 ,

1−ei2π(n1−n2)

M (1−ei2π
n1−n2
M )

= 0 für n1 6= n2 .

Aus dieser Orthogonalitätsrealtion folgt auch unmittelbar, daß die Transformation von
den qk zu den an eine unitäre Transformation ist, daß also die Funktionaldeterminante
| det( ∂q

∂a
)| = 1 ist, denn:

(∂q
∂a

)k,n ..= ∂qk
∂an

= 1√
M

ei2π
k
M
n , ⇒

M−1∑
n=0

(∂q
∂a

)k,n · ((
∂q

∂a
)n,k′)† =

M−1∑
n=0

(∂q
∂a

)k,n · (
∂q

∂a
)∗k′,n = 1

M

M−1∑
n=0

ei2π
k−k′
M

n = δk,k′ ⇒

det(∂q
∂a

) · det(∂q
∂a

)∗ = 1 ⇒ | det(∂q
∂a

)| = 1 . (4.13.7)

Damit können wir das Integral über die dqk jetzt als ein Integral über die dan schreiben:

∫
q(~β)=q(0)

dq0

∫
(
M−1∏
k=1

dqk) =


∫
da0

∫
(∏(M−1)/2

n=1 dan da
∗
n) , M ungerade ,∫

da0
∫

(∏M/2−1
n=1 dan da

∗
n)
∫
daM/2 , M gerade .

(4.13.8)

Um die Betrachtung hier weiter zu vereinfachen, wählen wir wieder das Beispiel des
freien Teilchens, also V (q) = 0. Der Integrand der Zustandsdichte 4.13.1 ist also einfach:

M∏
k=1

e−
1
~ ε
m
2 (

qk−qk−1
ε

)2 =
M−1∏
k=0

e−
1
~ ε
m
2 (

qk−qk−1
ε

)2 = e
− 1

2
mM
~2β

∑M−1
k=0 (qk−qk−1)2

.

Für die Berechnung von (qk− qk−1)2 machen wir wieder die Fallunterscheidung: M eine
ungerade oder M eine gerade Zahl.
1. Sei wieder zunächstM ungerade, dann folgt mittels der Orthogonalitätsrelation 4.13.6
(dabei sei cc jeweils das konjugiert Komplexe des voranstehenden Ausdrucks):

qk − qk−1 = 1√
M

(M−1)/2∑
n=1

[an ei2π
k
M
n(1− e−i2π 1

M
n) + cc] .

M−1∑
k=0

(qk − qk−1)2 =
M−1∑
k=0

(qk − qk−1)(qk − qk−1)∗
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= 1
M

M−1∑
k=0

(M−1)/2∑
n1,n2=1

{[an1a
∗
n2 e

i2π k
M

(n1−n2)(1− e−i2π 1
M
n1)(1− e+i2π 1

M
n2)

+ an1an2 e
i2π k

M
(n1+n2)(1− e−i2π 1

M
n1)(1− e−i2π 1

M
n2)] + cc}

= 1
M

(M−1)/2∑
n1,n2=1

{[an1a
∗
n2 δn1,n2 (1− e−i2π 1

M
n1)(1− e+i2π 1

M
n2)

+ an1an2 δn1,−n2 (1− e−i2π 1
M
n1)(1− e−i2π 1

M
n2)] + cc} .

Der zweite Term fällt weg, da n1, n2 > 0 ⇒ δn1,−n2 = 0 .
M−1∑
k=0

(qk − qk−1)2 =
(M−1)/2∑
n=1

{[ana∗n |1− e−i2π
n
M |2] + cc}

= 2
(M−1)/2∑
n=1

ana
∗
n |1− e−i2π

n
M |2 = 2

M

(M−1)/2∑
n=1

ana
∗
n (2− 2 cos 2πn

M
)

= 2
(M−1)/2∑
n=1

2ana∗n (1− (cos2 πn

M
− sin2 πn

M
))

= 2
(M−1)/2∑
n=1

4ana∗n sin2 πn

M
.

Damit folgt für die diskretisierte Zustandssumme 4.13.1 des freienTeilchens (für M
ungerade):

ZM = ( mM2π~2β
)M/2

∫
da0

∫
(
(M−1)/2∏
n=1

dan da
∗
n) e−

1
2
mM
~2β

∑M−1
k=0 (qk−qk−1)2

= ( mM2π~2β
)M/2

∫
da0

∫
(
(M−1)/2∏
n=1

dan da
∗
n) e−

mM
~2β

∑(M−1)/2
n=1 4ana∗n sin2 πn

M .

Mit Hilfe von 4.7.7 können wir die
∫
dan da

∗
n Integrationen durchführen und erhalten:

ZM = ( mM2π~2β
)M/2

∫
da0

 2π
mM
~2β

(M−1)/2
1∏(M−1)/2

n=1 4 sin2 πn
M

= ( m

2π~2β
)1/2
√
M

∫
da0

1∏(M−1)/2
n=1 4 sin2 πn

M

.

Nun ist auch sin πn
M

periodisch:

sin π(M − n)
M

= sin(π − πn

M
) = sin π cos πn

M
− cosπ sin πn

M
= sin πn

M
.
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Hiermit und mit Hilfe einer Produktformel der sin-Funktion (siehe etwa C.9.3) folgt:

(M−1)/2∏
n=1

4 sin2 πn

M
=

(M−1)/2∏
n=1

(2 sin πn
M

) (2 sin π(M − n)
M

) =
M−1∏
n=1

2 sin πn
M

= M .

(4.13.9)

Damit ergibt sich die diskretisierte Zustandssumme ZM für M ungerade also zu:

ZM = ( m

2π~2β
)1/2
√
M

M

∫
da0 = ( m

2π~2β
)1/2

∫
d〈q〉 = a

λ
, (4.13.10)

λ ..=
√

2π~2

mkT
ist die sog. thermische Wellenlänge, (4.13.11)

wobei wir das Teilchen wieder in einen (eindimensionalen) Kasten der Länge a =
∫
d〈q〉

eingesperrt haben - siehe 4.9.8 und 4.9.9.
2. Sei jetzt M gerade, dann folgt wie oben:

qk − qk−1 = 1√
M

M/2−1∑
n=1

[an ei2π
k
M
n(1− e−i2π 1

M
n) + cc] + 2(−1)kaM/2 .

M−1∑
k=0

(qk − qk−1)2 =
M−1∑
k=0

(qk − qk−1)(qk − qk−1)∗

= 2
(M−1)/2∑
n=1

4ana∗n sin2 πn

M
+ 4a2

M/2 .

Damit folgt für die diskretisierte Zustandssumme 4.13.1 des freienTeilchens (für M
gerade):

ZM = ( mM2π~2β
)M/2

∫
da0

∫
(
M/2−1∏
n=1

dan da
∗
n)
∫
daM/2 e

− 1
2
mM
~2β

∑M−1
k=0 (qk−qk−1)2

= ( mM2π~2β
)M/2

∫
da0

∫
(
M/2−1∏
n=1

dan da
∗
n)
∫
daM/2

e
−mM

~2β

∑M/2−1
n=1 4ana∗n sin2 πn

M
− 1

2
mM
~2β

4a2
M/2 .

Mit Hilfe von 4.7.7 und 4.7.2 können wir die
∫
dan da

∗
n

∫
daM/2 Integrationen durchführen

und erhalten:

ZM = ( mM2π~2β
)M/2

∫
da0

 2π
mM
~2β

M/2−1
1∏M/2−1

n=1 4 sin2 πn
M

 2π
mM
~2β

1/2
1
2
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= ( m

2π~2β
)1/2
√
M

∫
da0

1
2 ·∏M/2−1

n=1 4 sin2 πn
M

.

Ähnlich wie in 4.13.9 erhalten wir:

2 ·
M/2−1∏
n=1

4 sin2 πn

M
= 2 sin πM/2

M

M/2−1∏
n=1

(2 sin πn
M

) (2 sin π(M − n)
M

)

=
M−1∏
n=1

2 sin πn
M

= M . (4.13.12)

Damit ergibt sich für M gerade die diskretisierte Zustandssumme ZM also genau wie
oben für M ungerade zu:

ZM = ( m

2π~2β
)1/2
√
M

M

∫
da0 = ( m

2π~2β
)1/2

∫
d〈q〉 = a

λ
, (4.13.13)

3. Die diskrete Fouriertransformation der Zustandssumme für ein freies Teilchen führt
also wieder zu dem schon aus 4.9.8 und 4.9.9 bekannten Wert:

Z = lim
M→∞

ZM = a

λ
, a ..= Kastenlänge, λ ..= thermische Wellenlänge (4.13.11).

(4.13.14)

4.14 Feynman-Propagator und Fouriertransformation II

Für das diskretisierte fouriertransformierte Pfadintegral hatten wir in 4.13.4 und 4.13.8
(bei M ungerade) gefunden:

qk = 1√
M

[a0 +
(M−1)/2∑
n=1

(an ei2π
k
M
n + a∗n e

−i2π k
M
n)] ,

NM ·
∫

q(~β)=q(0)

DM [q(τ)] ..= ( mM2π~2β
)M/2

∫
q(~β)=q(0)

dq0

∫
(
M−1∏
k=1

dqk)

= ( mM2π~2β
)M/2

∫
da0

∫
(
(M−1)/2∏
n=1

dan da
∗
n) .

Dies legt nun eine alternative Definition des Pfadintegrals nahe (cc bezeichne wieder
das konjugiert Komplexe des verangegangenen Terms):

q(t) ..= q0 + r(t) ..= q0 +
∞∑
n=1

(an eiωnτ + cc) , ωn ..= 2π
~β
n , a−n = a∗n. (4.14.1)
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lim
M→∞

NM ·
∫

q(~β)=q(0)

DM [q(τ)] ..=
∫ 1
λ
dq0

∫
(
∞∏
n=1

µndan da
∗
n) . (4.14.2)

Wir summieren also über alle Matsubara-Frequenzen. Das bedeutet, daß wir alle (pe-
riodischen) Pfade über einer kontinuierlichen Zeitvariablen τ betrachten und nicht wie
im ursprünglichen Pfadintegral nur stückweise lineare Pfade über einer diskreten Zeit-
variablen τk. Hierbei müßen wir natürlich das Integrationsmaß µn/λ auf der rechten
Seite geeignet bestimmen. Da die Zustandssumme für das freie Teilchen Z = a/λ ist
(4.13.14), haben wir die thermische Wellenlänge λ im Integrationsmaß separat aufge-
führt. Um das Integrationsmaß zu finden, betrachten wir also wieder den einfachen Fall
des freien Teilchens.
Die Orthogonalitätsrelation gilt in der folgenden Form:

~β∫
0

dτ ei(ωn1−ωn2 )τ =


~β, fürωn1 = ωn2

[ei2π(n1−n2)−1]
ωn1−ωn2

= 0, fürωn1 6= ωn2

 = ~β · δn1,n2 . (4.14.3)

Für die Wirkung des freienTeilchens erhalten wir:

q̇ =
∞∑
n=1

(iωnan eiωnτ + cc) , ⇒

q̇2 =
∞∑

n1,n2=1
[(−ωn1ωn2e

i(ωn1+ωn2 )τan1an2 + ωn1ωn2e
i(ωn1−ωn2 )τan1a

∗
n2) + cc] , ⇒

~β∫
0

dτ q̇2 = 2~β
∞∑
n=1

ω2
n ana

∗
n , ⇒

−1
~
SE(q) = −1

~

~β∫
0

dτ
m

2 q̇
2 = −mβ

∞∑
n=1

ω2
n ana

∗
n .

Und damit folgt für den inneren Teil des fouriertransformierten Pfadintegrals (mit
4.7.7):

∫
(
∞∏
n=1

µndan da
∗
n) e− 1

~SE(q) =
∫

(
∞∏
n=1

µndan da
∗
n) e−mβ

∑∞
n=1 ω

2
n ana

∗
n

=
∞∏
n=1

µn
2π

mβω2
n

.
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Wir wählen µn = mβω2
n/(2π), damit wir wieder 4.13.14 erhalten:

Z =
∫ 1
λ
dq0

∫
(
∞∏
n=1

µndan da
∗
n) e− 1

~SE(q) =
∫ 1
λ
dq0 = a

λ
.

Damit lautet jetzt also die Definition unseres neuen Fourier-Pfadintegrals für die Zu-
standssumme:

Z =
∫ 1
λ
dq0

∫
(
∞∏
n=1

mβω2
n

2π dan da
∗
n) e− 1

~SE(q) , (4.14.4)

bzw. mit 4.7.8:

Z =
∫ 1
λ
dq0

∫
(
∞∏
n=1

mβω2
n

π
d(<an) d(=an)) e− 1

~SE(q) . (4.14.5)



5 Vielteilchen-Systeme

5.1 Beschreibung im Fock-Raum

Der Hilbert-Raum Hn eines n-Teilchen Systems ist einfach der Produkt-Raum der
Hilbert-Räume Hi der einzelnen Teilchen i = 1 . . . n:

Hn ..= H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗ Hn =
n∏
i=1
Hi .

Im folgenden möge es sich immer um n identische Teilchen handeln, also:

Hn ..= H⊗H⊗ · · · ⊗ H =
n∏
i=1
H . (5.1.1)

Sei {| k〉} ..= {| kj〉 | j = 1 . . .m} eine orthonormale Basis in H. Wenn keine Gefahr der
Mehrdeutigkeit oder Verwechslung der Indizes besteht, kürzen wir diese Schreibweise
häufig einfach ab zu {| k〉} ..= {| k〉 | k = 1 . . .m}. Dabei kann m auch unendlich sein,
wie z.B. beim harmonischen Oszillator oder beim Wasserstoffatom.

〈k | k′〉 = δkk′ und:
m∑
k=1
| k〉〈k |= 1̂H . (5.1.2)

Dann können wir eine orthonormale Basis in Hn einfach als Produktbasis konstruieren:

| k1k2 . . . kn) ..=| k1 ⊗ k2 ⊗ · · · ⊗ kn〉 , (5.1.3)

(k1k2 . . . kn | k′1k′2 . . . k′n) = 〈k1 | k′1〉〈k2 | k′2〉 · · · 〈kn | k′n〉

= δk1k′1
δk2k′2

· · · δknk′n , (5.1.4)

∑
k1k2...kn

| k1k2 . . . kn) (k1k2 . . . kn | = 1̂Hn . (5.1.5)

Die Erfahrung zeigt nun, daß für n identische Teilchen der Hilbert-Raum Hn tasäch-
lich zu groß gewählt ist, da in der Natur nur symmetrisierte, bzw. antisymmetrisierte
n-Teilchen Zustände vorkommen. Beispiele für symmetrisierte Zustände, Bosonen ge-
nannt, sind z.B. Photonen, Pionen, Mesonen, Gluonen, 4He-Atome; Beispiele für anti-
symmetrisierte Zustände, Fermionen genannt, sind z.B. Protonen, Neutronen, Elektro-
nen, Myonen, Neutrinos, 3He-Atome.
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Also definieren wir Projektions-Operatoren P̂B und P̂F in Hn auf die beiden Hilbert-
Unterräume Bn und Fn für Bosonen und Fermionen :

Bn ..= P̂BHn ,

Fn ..= P̂FHn .
(5.1.6)

Sei jetzt π(P ) die Parität einer Permutation P von (1, 2, . . . , n), also die Anzahl der
Vertauschungen von je zwei Elementen, um (P (1), P (2), . . . , P (n)) in (1, 2, . . . , n) zu
überführen, dann können wir die Projektoren P̂B und P̂F folgendermaßen konstruieren:

P̂B | k1k2 . . . kn) ..= 1
n!
∑
P

| kP (1)kP (2) . . . kP (n)) ,

P̂F | k1k2 . . . kn) ..= 1
n!
∑
P

(−1)π(P ) | kP (1)kP (2) . . . kP (n)) .

Dies läßt sich zusammenfassen zu:

P̂ | k1k2 . . . kn) ..= 1
n!
∑
P

ξπ(P ) | kP (1)kP (2) . . . kP (n)) ,

mit: ξ ..=

+1 für Bosonen ,
−1 für Fermionen .

(5.1.7)

Dieser Operator P̂ ist tatsächlich ein Projektor, denn es gilt P̂ † = P̂ und P̂ 2 = P̂ :

P̂ 2 | k1k2 . . . kn) = 1
n!n!

∑
P ′

∑
P

ξπ(P ′)ξπ(P ) | kP ′(P (1))kP ′(P (2)) . . . kP ′(P (n))) .

Sei Q ..= P ′ · P , so gilt:

ξπ(P ′)ξπ(P ) = ξπ(P ′)+π(P ) = ξπ(P ′·P ) = ξπ(Q) ,

und damit folgt für P̂ 2:

P̂ 2 | k1k2 . . . kn) = 1
n!
∑
P ′

1
n!
∑
Q

ξπ(Q) | kQ(1)kQ(2) . . . kQ(n))

= 1
n!
∑
Q

ξπ(Q) | kQ(1)kQ(2) . . . kQ(n))

= P̂ | k1k2 . . . kn) . (5.1.8)

Aus der Vollständigkeit der | k1k2 . . . kn) in Hn folgt die Vollständigkeit der P̂ | k1k2 . . . kn)
in P̂Hn, also:∑

k1k2...kn

P̂ | k1k2 . . . kn) (k1k2 . . . kn | P̂ = N 1̂Hn . (5.1.9)
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Der hier auftauchende Normierungsfaktor N wird weiter unten bestimmt. Zuvor wol-
len wir aber noch die Besetzungszahlen- Darstellung und den Fock-Raum einführen.
In einem n-Teilchen System im Zustand P̂ | k1k2 . . . kn) möge jetzt ein bestimmter
Einteilchen-Zustand | kj〉, mit j = 1 . . .m, gerade nj mal vorkommen. Für Fermionen
kann nj nur die Werte 0 oder 1 annehmen, für Bosonen muß lediglich nj ≤ n gelten. Für
Fermionen wie Bosonen gilt als Nebenbedingung die Erhaltung der Gesamtteilchenzahl:
n = ∑m

j=1 nj .

Als eine Abkürzung der Schreibweise führen wir die Besetzungszahlen-Darstellung ein:

| nj1nj2 . . . njm〉 ..=

1√
N
P̂ | kj11 k

j1
2 . . . kj1nj1 k

j2
nj1+1 . . . k

j2
nj1+nj2 . . . k

jm
nj1+···+njm−1+1 . . . k

jm
nj1+···+njm ) .

(5.1.10)

Das heißt, der n-Teilchen Zustand ist gerade ein symmetrisierter oder antisymmetrisier-
ter n-Teilchen Produktzustand, bei welchem sich die Teilchen 1 . . . nj1 im Einteilchen-
Zustand | kj1〉, usw., befinden.

Damit schreibt sich die Vollständigkeitsrelation in Bn und Fn als:∑
{nj}

n=
∑m

1 nj

| nj1nj2 . . . njm〉〈nj1nj2 . . . njm |= 1̂Bn|Fn . (5.1.11)

Der Fock-Raum wird jetzt definiert als die direkte Summe aller n-Teilchen Räume, also:

B = B0 ⊕B1 ⊕ · · · ⊕Bn ⊕ · · · ,

F = F0 ⊕ F1 ⊕ · · · ⊕ Fn ⊕ · · · .
(5.1.12)

Die Vollständigkeitsrelation im Fock-Raum kann also folgendermaßen geschrieben wer-
den:

| 0〉〈0 | +
∑
nj1

1=
∑m

1 nj

| nj1〉〈nj1 | +
∑

nj1 , nj2
2=
∑m

1 nj

| nj1nj2〉〈nj1nj2 | + · · · = 1̂B|F . (5.1.13)

Jetzt soll noch die Normierung der symmetrisierten, bzw. antisymmetrisierten n-Teilchen
Zustände bestimmt werden. Sei | k′1k′2 . . . k′n) eine Permutation von | k1k2 . . . kn) , dann
gilt:

(k′1k′2 . . . k′n | P̂ 2 | k1k2 . . . kn) = (k′1k′2 . . . k′n | P̂ | k1k2 . . . kn)

= 1
n!
∑
P

ξπ(P )〈k′1 | kP (1)〉〈k′2 | kP (2)〉 · · · 〈k′n | kP (n)〉 .
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Wegen der Orthogonalität der | kj〉 ergibt sich nur ein Beitrag ungleich 0 für diejeni-
gen Permutationen P , welche die nj-Teilmengen gleicher Einteilchen-Zustände | kj〉
ineinander überführen, und das sind gerade nj! Permutationen.

(k′1k′2 . . . k′n | P̂ 2 | k1k2 . . . kn) =


n1!n2! ···nm!

n! für Bosonen ,
(−1)π(P )

n! für Fermionen .
(5.1.14)

Dies läßt sich mit ξ aus 5.1.7 wieder zusammenfassen (wobei für Fermionen alle nj! = 1
sind):

(k′1k′2 . . . k′n | P̂ 2 | k1k2 . . . kn) = (ξ)π(P ) n1!n2! · · · nm!
n! . (5.1.15)

Also ergibt sich für den Normierungsfaktor N :

N ..= (k1k2 . . . kn | P̂ 2 | k1k2 . . . kn) =
∏m
j=1 nj!
n! . (5.1.16)

Damit können wir für den normierten n-Teilchen Zustand | nj1nj2 . . . njm〉, den wir im
folgenden manchmal auch als | k1k2 . . . kn〉 bezeichnen, (mit Ket-Klammer rechts, im
Gegensatz zu den unsymmetrisierten Zuständen mit runder Klammer rechts), schreiben:

| k1k2 . . . kn〉 ..=| nj1nj2 . . . njm〉 =
√√√√ n!∏m

j=1 nj!
P̂ | k1k2 . . . kn) . (5.1.17)

5.2 Kohärente Zustände für
Bosonen-Vielteichen-Systeme

Ein beliebiger Zustand | α〉 im Fock-Raum kann als Linearkombination der n-Teilchen
Zustände | k1k2 . . . kn〉 aus 5.1.17 dargestellt werden:

| α〉 =
∞∑
n=0

∑
k1...kn

Φ̄k1...kn | k1 . . . kn〉 . (5.2.1)

Im folgenden werden wir aber ausschließlich eine Entwicklung von | α〉 nach den
| nj1nj2 . . . njm〉 der Besetzungszahlen Darstellung (ebenfalls 5.1.17) verwenden. Im
Einteilchen-Zustand | ji〉 befinden sich gerade njiTeilchen des n-Teilchen-Systems. Da-
bei bezeichne {| ji〉} eine orthonormale Basis des Einteilchen-Systems. Da im folgenden
eigentlich keine Verwechslungen in den Indizes möglich ist, vereinfachen wir die Schreib-
weise weiter zu: | n1n2 . . . nm〉 ..=| nj1nj2 . . . njm〉, d.h. der Index i = 1 . . .m der ni zählt
die möglichen Einteilchen-Zustände ab. Wie bereits bei der Einführung der Besetzungs-
zahlen Darstellung gesagt, kann m endlich oder (abzählbar) unendlich sein.
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| α〉 =
∑

n1n2...nm

Φn1n2...nm | n1n2 . . . nm〉 . (5.2.2)

Im Falle eines einzelnen harmonischen Oszillators konnten wir alle Einteilchen-Zustände
mit jeweils einem einzigen Erzeugungs- und Vernichtungs-Operator aufbauen. Wenn wir
die Vernichtungs-Operatoren ĉi auf die kohärenten Einteilchen-Zuständen anwenden, so
erhalten wir (siehe 3.3):

ĉi | αi〉 = αi | αi〉 ,

mit

| αi〉 = e−
1
2 |αi|

2
∞∑
n=0

αni√
n!
| n〉 = e−

1
2 |αi|

2
eαiĉi

† | 0〉 .

Jetzt möge | α〉 ein Eigenzustand aller Vernichtungs-Operatoren ĉi zu den entsprechen-
den kohärenten Einteilchen-Zuständen sein! Wir definieren | α〉 also durch die Forde-
rung:

ĉi | α〉 = αi | α〉 . (5.2.3)

Daraus folgt:
√
ni

∑
n1n2...ni...nm

Φn1n2...ni...nm | n1n2 . . . (ni − 1) . . . nm〉

= αi
∑

n1n2...ni...nm

Φn1n2...ni...nm | n1n2 . . . ni . . . nm〉 ⇒

√
ni Φn1n2...ni...nm = αi Φn1n2...(ni−1)...nm ⇒

Φn1n2...ni...nm = αnii√
ni!

Φn1n2...0...nm = αn1
1√
n1!

αn2
2√
n2!
· · · αnmm√

nm!
Φ00...0...0 .

Jetzt wählen wir Φ0 0...0...0 so, daß | α〉 auf 1 normiert wird, und dies ist, wie wir gleich
sehen werden, gerade dann der Fall, wenn wir setzen:

Φ00...0...0 = e−
1
2 |α1|2e−

1
2 |α2|2 · · · e−

1
2 |αm|

2 · · · = e−
1
2
∑m

i=1 |αi|
2
. (5.2.4)

Damit ergibt sich | α〉 zu:

| α〉 = e−
1
2
∑m

i=1 |αi|
2 ∑
n1n2...nm

(
m∏
i=1

αnii√
ni!

)
| n1n2 . . . ni . . . nm〉 . (5.2.5)



88 5 Vielteilchen-Systeme

Mit 3.3.7 können wir einen Besetzungszahlen-Zustand vom Vakuum-Zustand her auf-
bauen:

|n1n2 . . . nm〉 = ĉ1
†n1

√
n1!

ĉ2
†n2

√
n2!
· · · ĉm

†nm
√
nm!
|0〉 , (5.2.6)

und daraus folgt für | α〉:

| α〉 = e−
1
2
∑m

i=1 |αi|
2 ∑
n1n2...nm

m∏
i=1

αnii ĉi
†ni

ni!
| 0〉

= e−
1
2
∑m

i=1 |αi|
2
m∏
i=1

∑
n1n2...nm

αnii ĉi
†ni

ni!
| 0〉

= e−
1
2
∑m

i=1 |αi|
2+
∑m

i=1 αiĉi
† | 0〉 . (5.2.7)

Für das Skalarprodukt zweier kohärenter Vielteilchen-Zustände ergibt sich analog zu
den kohärenten Einteilchen-Zuständen (3.3.13):

〈α | β〉 = e−
1
2
∑m

i=1 |αi|
2− 1

2
∑m

i=1 |βj |
2 ∑
...n′i...

∑
...ni...

 m∏
i=1

α
∗n′i
i βnii√
n′i!ni!


· 〈n′1n′2 . . . n′i . . . n′m | n1n2 . . . ni . . . nm〉

= e−
1
2
∑m

i=1(|αi|2+|βi|2) ∑
...n′i...

∑
...ni...

 m∏
i=1

α
∗n′i
i βnii√
n′i!ni!

 δn′1n1δn′2n2 · · · δn′ini · · · δn′mnm

= e−
1
2
∑m

i=1(|αi|2+|βi|2) ∑
...ni...

m∏
i=1

α∗nii βnii
ni!

= e−
1
2
∑m

i=1(|αi|2+|βi|2)
m∏
i=1

∑
...ni...

α∗nii βnii
ni!

= e−
1
2
∑m

i=1(|αi|2+|βi|2)
m∏
i=1

eα
∗
i βi

= e−
1
2
∑m

i=1(|αi|2+|βi|2) e
∑m

i=1 α
∗
i βi , (5.2.8)

|〈α | β〉|2 = e−
∑m

i=1(|αi|2+|βi|2) e
∑m

i=1 α
∗
i βi e

∑m

i=1 β
∗
i αi = e−

∑m

i=1 |αi−βi|
2
. (5.2.9)

Wir sehen also, daß die Normierung von | α〉 in 5.2.4 tatsächlich zu 〈α | α〉 = 1 führt.
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Ebenso folgt die Vollständigkeits-Relation der kohärenten Vielteilchen-Zustände aus
derjenigen der kohärenten Einteilchen-Zustände (3.3.16):

∫
(
m∏
k=1

dα∗kdαk
2π ) | α〉〈α | =

∫
(
m∏
k=1

dα∗kdαk
2π ) e−

∑m

i=1 |αi|
2 ∑
...n′i...

∑
...ni...

 m∏
i=1

α
∗n′i
i αnii√
n′i!ni!


· | n′1n′2 . . . n′i . . . n′m〉〈n1n2 . . . ni . . . nm |

= . . .

=
∑
...ni...

| n1n2 . . . ni . . . nm〉〈n1n2 . . . ni . . . nm |

= 1̂ . (5.2.10)

Ein großer Vorteil der kohärenten Zustände und ein Grund für ihre beliebte Verwen-
dung ist die einfache Form, die Matrixelemente von normalgeordneten Operatoren in
Besetzungzahl-Darstellung annehmen. Ein Operator Â ..= A(ĉi†, ĉi) heißt normalgeord-
net, kurz : A(ĉi†, ĉi) : , wenn alle Erzeugungs-Operatoren ĉi

† links von den jeweiligen
Vernichtungs-Operatoren ĉi stehen. Seien | α〉 und | β〉 zwei kohärente Zustände, dann
folgt aus 5.2.3 und 5.2.8:

〈α |: A(ĉi†, ĉi) :| β〉 = e−
1
2
∑m

i=1(|αi|2+|βi|2) e
∑m

i=1 α
∗
i βi A(α∗i , βi) . (5.2.11)

Ebenso einfach stellt sich die Spur für normalgeordnete Operatoren dar. Sei {| q〉} ein
beliebiger vollständiger Satz von Zustandsvektoren im Fock-Raum, dann folgt für die
Spur von : Â :

Sp(Â) =
∑
l

〈ql | Â | ql〉 =
∫

(
m∏
k=1

dα∗kdαk
2π )

∑
l

〈ql | α〉〈α | Â | ql〉

=
∫

(
m∏
k=1

dα∗kdαk
2π )

∑
l

〈α | Â | ql〉〈ql | α〉 =
∫

(
m∏
k=1

dα∗kdαk
2π ) 〈α | Â | α〉

=
∫

(
m∏
k=1

dα∗kdαk
2π )A(α∗i , αi) . (5.2.12)

5.3 Pfadintegral mit kohärenten Zuständen

Das Pfadintegral mit kohärenten Zuständen wird völlig analog zum gewöhnlichen Pfa-
dintegral abgeleitet, nur daß an den Punkten zwischen Anfangs- und Endzustand jetzt
nicht Ortszustände eingeschoben werden, sondern jeweils ein vollständiger Satz von
kohärenten Zuständen. Hier folgen wir im wesentlichen der Darstellung von Negele u.
Orland (1998). Für eine vertiefte Diskussion siehe Klauder (2010).
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Seien | α(i)〉 der kohärente Anfangszustand zum Zeitpunkt ti und | α(f)〉 der kohärente
Endzustand zum Zeitpunkt tf .
Dann wird der kohärente Propagator definiert als:

U(α∗i (f), tf , αi(i), ti) ..= 〈α(f), tf | α(i), ti〉 = 〈α(f) | e− i
} Ĥ(tf−ti) | α(i)〉 . (5.3.1)

Das Zeitintervall [ti, tf ] wird jetzt in M gleiche Zeitintervalle der Länge ε ..= (tf −
ti)/M zerlegt. Der Anfangszustand werde als | α0〉 ..=| α(i)〉 mit den Komponenten αi,0
bezeichnet und der Endzustand entsprechend als | αM〉 ..=| α(f)〉mit den Komponenten
αi,M . Dabei zählt der Index i = 1 . . .m die Einteilchen-Zustände ab. An den Zeitpunkten
ε · k mit k = 1 . . .M − 1 wird jeweils ein vollständiger Satz von kohärenten Zuständen
| αk〉 ..=| α(k)〉 mit den Komponenten αi,k eingeschoben:∫

(
m∏
i=1

dα∗i dαi
2π ) | α(k)〉〈α(k) | = 1̂ .

Wir gehen hier der Einfachheit halber davon aus, daß der Hamilton-Operator Ĥ =
H(ĉi†, ĉi) normalgeordnet sei, kurz : H(ĉi†, ĉi) : , daß also alle ĉi†-Operatoren links von
den jeweiligen ĉi-Operatoren stehen. Dann können wir den im folgenden auftretenden in-
finitesimalen Zeitentwicklungs-Operator durch einen normalgeordneten Zeitentwicklungs-
Operator ersetzen, denn:

e−
i
} εH(ĉi†,ĉi)− : e− i

} εH(ĉi†,ĉi) : =
∞∑
n=2

(− i
}
ε)n(Ĥn− : Ĥn :) = O(ε2)·̂1 ⇒

U(α∗i (f), tf , αi(i), ti) = 〈α(f) | e− i
}H(tf−ti) | α(i)〉

= lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )
M∏
k=1
〈α(k) | e− i

} εH(ĉi†,ĉi) | α(k − 1)〉

= lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )
M∏
k=1
〈α(k) |: e− i

} εH(ĉi†,ĉi) : +O(ε2)·̂1 | α(k − 1)〉

= lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )
M∏
k=1
〈α(k) | α(k − 1)〉 e−

i
} εH(α∗i,k,αi,k−1)

= lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )

·
M∏
k=1

[
e−

1
2
∑m

i=1(|αi,k|2+|αi,k−1|2) e
∑m

i=1(α∗i,kαi,k−1) e−
i
} εH(α∗i,k,αi,k−1)

]

= lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )
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·
[
e−

1
2
∑m

i=1(|αi,0|2+|αi,M |2) e−
∑M−1

k=1

∑m

i=1 |αi,k|
2
e
∑M

k=1[
∑m

i=1(α∗i,kαi,k−1)− i
} εH(α∗i,k,αi,k−1)]

]

= e−
1
2
∑m

i=1(|αi,0|2+|αi,M |2) lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )

·
[
e
∑m

i=1 |αi,M |
2
e
∑M

k=1[
∑m

i=1(−|αi,k|2+α∗i,kαi,k−1)− i
} εH(α∗i,k,αi,k−1)]

]

= e−
1
2
∑m

i=1(|αi,0|2+|αi,M |2) lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )

·
[
e
∑m

i=1 |αi,M |
2
e
i
} ε
∑M

k=1[i~
∑m

i=1 α
∗
i,k

1
ε
(αi,k−αi,k−1)−H(α∗i,k,αi,k−1)]

]
. (5.3.2)

Der Übergang zur Pfadintegral-Darstellung geschieht, indem wir im limM→∞ von der
diskreten Darstellung der αi,k mit k = 1 . . .M zu einer Trajektorie αi(t) übergehen.

∂αi(t)
∂t

..= lim
ε→0

1
ε
(αi,k − αi,k−1) ,

tf∫
ti

dt f(α∗i (t) , αi(t)) ..= lim
ε→0

M∑
k=1

εf(α∗i,k, αi,k) ,

H(α∗i (t) , αi(t)) ..= H(α∗i,k, αi,k) ≈ H(α∗i,k, αi,k−1) .

Das Integrationsmaß schreiben wir als Funktionalintegral, wobei aber die richtigen
Randbedingungen zu berücksichtigen sind. In der Definition des Propagators (5.3.1)
werden die Randwerte durch | α(i)〉 und 〈α(f) | vorgegeben, d.h. in der diskreten Dar-
stellung durch die Komponenten αi,0 und α∗i,M und in der Trajektorien-Darstellung also
durch αi(ti) und α∗i (tf ) :

N ·
α∗i (tf )∫
αi(ti)

D[α∗i (t)αi(t)] ..= lim
M→∞

∫
(
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π ) ,

U(α∗i (f), tf , αi(i), ti) = e−
1
2
∑m

i=1(|αi,0|2+|αi,M |2) N ·
α∗i (tf )∫
αi(ti)

D[α∗i (t)αi(t)]

·
[
e
∑m

i=1 |αi(tf )|2 e
i
}

∫ tf
ti

dt [i~
∑m

i=1 α
∗
i (t) ∂αi(t)

∂t
−H(α∗i (t),αi(t))]

]
.

(5.3.3)
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Jetzt können wir noch von der Hamilton-Form des Pfadintegrals zur Lagrange-Form
übergehen:

L(α∗i (t), αi(t)) ..= i~
m∑
i=1

(α∗i (t)
∂αi(t)
∂t

)−H(α∗i (t), αi(t)) , (5.3.4)

bzw. in Operatoren-Form geschrieben:

L̂ ..= i~
∂

∂t
− Ĥ ,

U(α∗i (f), tf , αi(i), ti) = e−
1
2
∑m

i=1(|αi,0|2+|αi,M |2) N ′ ·
α∗i (tf )∫
αi(ti)

D[α∗i (t)αi(t)]

·
[
e
∑m

i=1 |αi(tf )|2 e
i
}

∫ tf
ti

dtL(α∗i (t),αi(t))
]
. (5.3.5)

Wie beim Feynmanschen Pfadintegral gilt auch hier, daß die Formulierungen von 5.3.3
und 5.3.5 mit der Summierung über alle Pfade von (qi, ti) nach (qf , tf ) nur eine (sugge-
stive) Abkürzung für den Grenzwert der Gitterpfadsumme 5.3.2 darstellt. Wenn man
nämlich im umgekehrten Weg versucht, das Pfadintegral von 5.3.3 als Ausgangspunkt
zu nehmen und daraus eine Diskretisierung abzuleiten, so zeigt sich, daß es nicht nur
eine Diskretisierung gibt (5.3.2), sondern auch andere, physikalisch unzutreffende Dis-
kretisierungen. Ein instruktives Beispiel dafür geben etwa Negele u. Orland (1998) (S.
134).
Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Feynmanschen Pfadintegral und dem kohä-
renten Pfadintegral ist die Abhängigkeit von ~. Im Feynmanschen Pfadintegral steht im
Exponenten einfach i/~, dagegen taucht im kohärenten Pfadintegral in der Langrange-
Funktion ein weiterer Faktor ~ auf. Daher unterscheiden sich die aus den beiden Pfadin-
tegralen ableitbaren Störungsreihen und es hängt vom jeweiligen physikalischen System
ab, welcher Ansatz eine bessere Näherung darstellt.

5.4 Zustandssumme für Bosonen-Vielteichen-Systeme

Die großkanonische Zustandssumme ist als Spur über e−β(Ĥ−µn̂) definiert und dies kön-
nen wir als Pfadintegral mit kohärenten Zuständen schreiben:

Z ..= Sp(e−β(Ĥ−µn̂)) =
∫

(
m∏
i=1

dα∗i dαi
2π ) 〈α | e−β(Ĥ−µn̂) | α〉 . (5.4.1)

Wir gehen im Pfadintegral 5.3.1 mit τ ..= (i/~)t zu imaginären Zeiten über (Wick-
Rotation), so daß wir statt dem Pfadintegral über t ∈ [ti, tf ] jetzt ein Pfadintegral über



5.5 Nichtwechselwirkende Bosonen-Vielteilchen-Systeme 93

τ ∈ [0, β] erhalten. Damit ist dann ε = β
M

. Bei der Spurbildung sind der Anfangszustand
| α(0)〉 und der Endzustand | α(β)〉 des Propagators gleich, d.h. αi,0 = αi,M , so daß im
Pfadintegral also über alle zyklischen Trajektorien zu summieren ist.

Z =
∫

(
m∏
i=1

dα∗i,Mdαi,M

2π ) 〈α(β) | e−β(Ĥ−µn̂) | α(0)〉

= lim
M→∞

∫
(
m∏
i=1

dα∗i,Mdαi,M

2π ) (
M−1∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )

·
[
e−

1
2
∑m

i=1(|αi,0|2+|αi,M |2) e−
∑M−1

k=1

∑m

i=1 |αi,k|
2
e
∑M

k=1[
∑m

i=1(α∗i,kαi,k−1)(1+εµ)−εH(α∗i,k,αi,k−1)]
]

= lim
M→∞

∫
(
M∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )

·
[
e−
∑M

k=1[
∑m

i=1 |αi,k|
2
e
∑M

k=1[
∑m

i=1(α∗i,kαi,k−1)(1+εµ)−εH(α∗i,k,αi,k−1)]
]

= lim
M→∞

∫
(
M∏
k=1

m∏
i=1

dα∗i,kdαi,k

2π )

·
[
e−ε

∑M

k=1[
∑m

i=1(α∗i,k( 1
ε
(αi,k−αi,k−1)−µαi,k−1))+H(α∗i,k,αi,k−1)]

]
. (5.4.2)

Der Übergang zur Pfadintegral-Darstellung geschieht, indem wir wieder im limM→∞ von
der diskreten Darstellung der αi,k mit k = 1 . . .M zu einer Trajektorie αi(t) übergehen.

Z = N ·
αi(β)=αi(0)∫
αi(0)

D[α∗i (τ)αi(τ)] · e
∫ β

0 dτ [
∑m

i=1(α∗i (τ)( ∂
∂t
−µ)αi(τ))+H(α∗i (τ),αi(τ))] . (5.4.3)

5.5 Nichtwechselwirkende
Bosonen-Vielteilchen-Systeme

Wir wählen eine Basis, in der Ĥ = H(ĉi†, ĉi) =: H(ĉi†, ĉi) : diagonal ist.

Ĥ =
m∑
i=1

Eiĉi
†ĉi . (5.5.1)

Aus 5.4.2 und ε ..= β
M

folgt:

Z = lim
M→∞

m∏
i=1

[∫
(
M∏
k=1

dα∗i,kdαi,k

2π ) · e−
∑M

k,k′=1 α
∗
i,kS

(i)
k,k′αi,k′

]
(5.5.2)
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α∗i,kS
(i)
k,k′αi,k′ ..= −α∗i,kαi,k δk′,k + [α∗i,kαi,k−1 −

β

M
(Ei − µ)α∗i,kαi,k−1] δk′,k−1 .

Mit αi,0 = αi,M und a ..= 1− β
M

(Ei − µ) sieht die Matrix S(i) folgendermaßen aus:

S(i) =



1 0 0 · · · 0 −a

−a 1 0 0

0 −a 1 . . . 0

... 0 . . . . . . 0 ...

0 . . . −a 1 0

0 0 · · · 0 −a 1



. (5.5.3)

Damit wir 4.7.7 anwenden können, soll zunächst gezeigt werden, daß S(i) normal ist.
Dabei verwenden wir wieder αi,0 = αi,M und αi,1 = αi,M+1:

‖S(i)† | αi〉‖ = ‖(αi,1 − aαi,2, αi,2 − aαi,3, . . . , αi,M − aαi,1)‖

=
M∑
k=1

(|αi,k|2 − 2a<(αi,kα∗i,k+1) + a2|αi,k+1|2)

=
M∑
k=1
|αi,k|2 − 2a

M∑
k=1
<(α∗i,kαi,k+1) + a2

M∑
k=1
|αi,k+1|2

=
M∑
k=1
|αi,k|2 − 2a

M∑
k=1
<(α∗i,k−1αi,k) + a2

M∑
k=1
|αi,k−1|2 ,

‖S(i) | αi〉‖ = ‖(αi,1 − aαi,M , αi,2 − aαi,1, . . . , αi,M − aαi,M−1)‖

=
M∑
k=1

(|αi,k|2 − 2a<(αi,kα∗i,k−1) + a2|αi,k−1|2) ,

‖S(i)† | αi〉‖ = ‖S(i) | αi〉‖ .

Also ist S(i) normal und wir können die Berechnung des Gaußschen Integrals in der
Zustandssumme auf die Berechnung der Determinante von S(i) zurückführen:

detS(i) = (1 + (−1)M−1(−a)M) = (1− aM) =
(

1− (1− β(Ei − µ)
M

)M
)
.
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Hier erkennen wir die Definitions-Gleichung der Exponential-Funktion:

lim
M→∞

(1 + x

M
)M = ex ,

und damit folgt

lim
M→∞

detS(i) = 1− e−β(Ei−µ) .

Also erhalten wir für die Zustandssumme Z und das großkanonische Potential Ω eines
nichtwechselwirkenden Bosonen-Vielteilchen-Systems die bekannten Ausdrücke:

Z = lim
M→∞

m∏
i=1

1
detS(i) =

m∏
i=1

1
1− e−β(Ei−µ) , (5.5.4)

Ω = −kT ln Z = kT
m∑
i=1

ln(1− e−β(Ei−µ)) . (5.5.5)

wobei das chemische Potential µ, bzw. die Fugazität z ..= eβµ gerade so zu bestimmen
sind, daß die vorgegebene mittlere Teilchenzahl N angenommen wird:

N(T, V, µ) = −∂Ω
∂µ

∣∣∣∣∣
T,V

= −kT
m∑
i=1

−βe−β(Ei−µ)

1− e−β(Ei−µ) =
m∑
i=1

1
eβ(Ei−µ) − 1 . (5.5.6)

Der einzelne Summand in 5.5.6 ist gerade 〈ni〉, wie man folgendermaßen sehen kann:

〈ni〉 = ∂Ω
∂Ei

∣∣∣∣∣
µ,V,Ek 6=Ei

= kT
(−β)(−e−β(Ei−µ))

1− e−β(Ei−µ) = 1
eβ(Ei−µ) − 1 . (5.5.7)

Da nun 〈ni〉 ≥ 0 sein muß, folgt Ei > µ, und wenn E1 = 0 ist, muß also gelten: µ < 0,
bzw. z < 1.

Aus dem großkanonischen Potential 5.5.5 folgen alle anderen thermodynamischen Zu-
sammenhänge mittels:

S(T, V, µ) = −∂Ω
∂T

∣∣∣∣∣
V,µ

,

p(T, V, µ) = −∂Ω
∂V

∣∣∣∣∣
T,µ

,

Ω(T, V, µ) = U − TS − µN = −pV .

(5.5.8)
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5.5.1 Nichtwechselwirkende harmonische Oszillatoren

Wir betrachten als erstes Beispiel ein System nichtwechselwirkender harmonischer Os-
zillatoren, wobei wir die Nullpunkt-Energie weglassen (was der Verwendung des nor-
malgeordneten Hamilton-Operators entspricht).
Für die Energie-Eigenwerte gelte also: E(i) ..= Ei = ~ωi mit i = 0 . . .∞. Da wir die
Summe im großkanonischen Potential 5.5.5 in ein Integral umwandeln wollen, müssen
wir den Grundzustands-Term mit E0 = 0, der ja im Integral nur einen Beitrag von 0
liefern würde, aus der Summe herausnehmen und explizit behandeln.

Ω(T, V, µ) = kT
∞∑
i=1

ln(1− ze−βEi) + kT ln(1− z)

≈ kT

∞∫
0

di ln(1− ze−βE(i)) + kT ln(1− z)

= kT

~ω

∞∫
0

dE ln(1− ze−βE) + kT ln(1− z)

= kT

~ω
[
E ln(1− ze−βE)

]∞
0
− kT

~ω

∞∫
0

dE E
zβe−βE

1− ze−βE + kT ln(1− z) .

Der erste Term aus der partiellen Integration verschwindet an der Ober- und Unter-
grenze (es ist z < 1).

Ω(T, V, µ) = − 1
~ω

∞∫
0

dE
E2−1

z−1eβE − 1 + kT ln(1− z)

= − 1
~ωβ2

∞∫
0

dx
x2−1

z−1ex − 1 + kT ln(1− z)

= −(kT )2

~ω
Γ(2) · g2(z) + kT ln(1− z)

= −(kT )2

~ω
g2(z) + kT ln(1− z) . (5.5.9)

Dabei haben wir die Funktion g2(z) eingeführt mit:

gn(z) ..= 1
Γ(n)

∞∫
0

dx
xn−1

z−1ex − 1 = 1
Γ(n)

∞∫
0

dx (ze−x) xn−1

1− ze−x

= 1
Γ(n)

∞∫
0

dx xn−1 (ze−x)
∞∑
k=0

(ze−x)k = 1
Γ(n)

∞∫
0

dx xn−1
∞∑
k=1

zke−xk
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= 1
Γ(n)

∞∫
0

dx xn−1
∞∑
k=1

zke−xk = 1
Γ(n)

∞∑
k=1

zk
∞∫
0

dx xn−1 e−xk

= 1
Γ(n)

∞∑
k=1

zk

kn

∞∫
0

dy yn−1 e−y = 1
Γ(n)

∞∑
k=1

zk

kn
Γ(n) =

∞∑
k=1

zk

kn
.

Wir finden also für gn(z):

gn(z) ..= 1
Γ(n)

∞∫
0

dx
xn−1

z−1ex − 1 =
∞∑
k=1

zk

kn
. (5.5.10)

Die Funktion gn(z) ist monton wachsend und sie wird nach oben (z = 1) durch die
Riemannsche Zeta-Funktion ζ(n) beschränkt:

gn(z) ≤ gn(1) =
∞∑
k=1

1
kn

= ζ(n) . (5.5.11)

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
0

0,5

1

1,5

2

2,5

g
1

g
2

Abbildung 5.1: gn(z)

Im Ausdruck 5.5.9 für das großkanonische Potential stellt der erste Term gerade den
klassischen Grenzfall dar und der zweite Term den Beitrag des Grundzustandes E0 = 0,
der ja nur bei tiefen Temperaturen wesentlich bevölkert ist (Bose-Einstein-Kondensat).
Jedoch eignet sich 5.5.9 nicht besonders, um hier den limT→∞, oder lim~→0 durchzu-
führen, da kT ln(1 − z) scheinbar divergent wird - tatsächlich ist aber z, bzw. µ, eine
Funktion von T und gerade so zu bestimmen, daß die vorgegebene mittlere Teilchenzahl
N angenommen wird. Man könnte jetzt 5.5.6 genauer untersuchen, um festzustellen,
daß im limT→∞gilt: z → 0, bzw. µ → −∞ . Dies soll im nächsten Beispiel (freie Teil-
chen im Kasten) gezeigt werde. Hier jedoch läßt sich der klassische Grenzfall leichter
folgendermaßen ableiten:

Ω(T, V, µ) = kT
∞∑
i=0

ln(1− ze−β~ωi) = kT
∞∑
i=0

(−1)
∞∑
k=1

zke−β~ωik

k
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= −kT
∞∑
k=1

zk

k

1
1− e−β~ωk .

Im limT→∞ oder lim~→0 gilt β~ω → 0:

Ω(T, V, µ) = −kT
∞∑
k=1

zk

k

1
β~ωk

= −(kT )2

~ω

∞∑
k=1

zk

k2

= −(kT )2

~ω
g2(z) . (5.5.12)

5.5.2 Ideales Bose-Gas (freie Teilchen im Kasten)

Wir betrachten ein System nicht wechselwirkender Teilchen ohne Spin in einem kubi-
schen Kasten, der von den Flächen x = 0, x = L, y = 0, y = L, z = 0, z = L begrenzt
wird. Die Lösung der stationären Schrödinger-Gleichung liefert mit den Randbedingun-
gen:

− ~2

2m
−→
∇2ψ = Eψ ,

ψ(−→r Rand) = ψ(0, y, z) = ψ(x, 0, z) = ψ(x, y, 0) = 0 ,

ψ(−→r Rand) = ψ(L, y, z) = ψ(x, L, z) = ψ(x, y, L) = 0 ,

ψ−→
k

(−→r ) = A sin(kxx) sin(kyy) sin(kzz) für−→k > 0 ,

−→
k = π

L

−→
i mit ix, iy, iz = 1 . . . L− 1 ,

E−→
k
..= Eixiyiz = ~

−→
k 2

2m = ~2π2

2mL2 (i2x + i2y + i2z) ,

E0 ..= E111 = 3 ~2π2

2mL2 ist die Grundzustands-Energie . (5.5.13)

Da wir von einem makroskopischen Kasten ausgehen, also L sehr groß ist, können wir
im folgenden E0 ≈ 0 annehmen. Wir berechnen das großkanonischen Potential 5.5.5,
und da wir, wie oben bei den harmonischen Oszillatoren, die Summe in ein Integral
umwandeln wollen, nehmen wir den Grundzustands-Term mit E0 aus der Summe heraus
und behandeln ihn explizit.

Ω(T, V, µ) = kT
L−1∑

ixiyiz=1
ln(1− ze−βEixiyiz ) + kT ln(1− z)
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≈ kT

∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

dixdiydiz ln(1− ze−βEixiyiz ) + kT ln(1− z) .

Hier erstreckt sich die Summation, bzw. die Integration über die ixiyiz nur über den
ersten Oktanden. Da Eixiyiz = Eixiyiz(i2) ist, können wir die Integration auch über den
ganzen ixiyiz-Raum erstrecken. Außerdem gehen wir wieder von einer ixiyiz-Integration
zu einer Energie-Integration über mittels:

Ei ..= Eixiyiz = ~2π2

2mL2 i
2 ⇒

i = (2mL2

π2~2 ) 1
2 E

1
2
i und di = (2mL2

π2~2 ) 1
2

1
2 E

− 1
2

i dEi ,

(5.5.14)

Ω(T, V, µ) = kT

8

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dixdiydiz ln(1− ze−βEixiyiz ) + kT ln(1− z)

= 4πkT
8

∞∫
0

di i2 ln(1− ze−βEixiyiz ) + kT ln(1− z)

= πkT

2 (2mL2

π2~2 ) 3
2

1
2

∞∫
0

dE E
1
2 ln(1− ze−βE) + kT ln(1− z)

= 2πkT V
h3 (2m) 3

2

∞∫
0

dE E
1
2 ln(1− ze−βE) + kT ln(1− z)

= 2πkT V
h3 (2m) 3

2

[2
3E

3
2 ln(1− ze−βE)

]∞
0
−
∞∫
0

dE
2
3
E

3
2βze−βE

1− ze−βE


+ kT ln(1− z) .

Der erste Term aus der partiellen Integration verschwindet an der Ober- und Unter-
grenze (es ist z < 1).

Ω(T, V, µ) = −4πV
3h3 (2m) 3

2

∞∫
0

dE
E

3
2

z−1eβE − 1 + kT ln(1− z)

= −4πV
3h3 (2m) 3

2
1
β

5
2

∞∫
0

dx
x

5
2−1

z−1ex − 1 + kT ln(1− z)

= −kT 4πV
3 (2mkT

h2 ) 3
2 Γ(5

2) g 5
2
(z) + kT ln(1− z)
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= −kT 4πV
3 (2mkT

h2 ) 3
2

3
2 ·

1
2 ·
√
π g 5

2
(z) + kT ln(1− z)

= −kT V (2πmkT
h2 ) 3

2 g 5
2
(z) + kT ln(1− z)

= −kT V

λ3 g 5
2
(z) + kT ln(1− z) . (5.5.15)

Hierbei haben wir wieder gn(z) aus 5.5.9 verwendet und die Konstanten durch die
’thermischen Wellenlänge’ λ ..= ( h2

2πmkT ) 1
2 ausgedrückt. Diese ’thermische Wellenlänge’

ist definiert als die Wellenlänge eines freien quantenmechanischen Teilchens mit der
Energie: E ..= πkT = ~2k2

2m = h2

2mλ2 .

Für die vorgegebene mittlere Teilchenzahl N erhalten wir mit 5.5.6 und

N0 ..= 1
eβ(E0−µ) − 1 ≈

1
e−βµ − 1 = 1

z−1 − 1 = z

1− z ,

N(T, V, µ) =
L−1∑

ixiyiz=1

1
eβ(Eixiyiz−µ) − 1

+N0

≈
∞∫
0

∞∫
0

∞∫
0

dixdiydiz
1

z−1eβEixiyiz − 1
+N0

= 1
8

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dixdiydiz
1

z−1eβEixiyiz − 1
+N0

= 4π
8

∞∫
0

di i2
1

z−1eβEixiyiz − 1
+N0

= π

2 (2mL2

π2~2 ) 3
2

1
2

∞∫
0

dE E
1
2

1
z−1eβE − 1 +N0

= 2π (2mL2

h2 ) 3
2

∞∫
0

dE E
1
2

1
z−1eβE − 1 +N0

= 2π (2mL2

h2 ) 3
2

1
β

3
2

∞∫
0

dx
x

3
2−1

z−1ex − 1 +N0

= 2πV (2mkT
h2 ) 3

2

∞∫
0

dx
x

3
2−1

z−1ex − 1 +N0
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= 2πV (2mkT
h2 ) 3

2 Γ(3
2) g 3

2
(z) +N0

= 2πV (2mkT
h2 ) 3

2
1
2 ·
√
π g 3

2
(z) +N0

= V (2πmkT
h2 ) 3

2 g 3
2
(z) +N0

= V

λ3 g 3
2
(z) +N0 . (5.5.16)

Jetzt wollen wir kurz noch die Temperatur-Abhängigkeit von z, bzw. von µ, und die
damit verbundene Bose-Einstein-Kondensation (Ansammlung der Bosonen im Grund-
zustand E0) betrachten.

N = NE +N0 ..= V

λ3 g 3
2
(z) +N0 = V

(
2πmkT
h2

) 3
2

g 3
2
(z) + z

1− z , (5.5.17)

NE ≤ Nmax
E = V

(
2πmkT
h2

) 3
2

ζ(3
2) ≈ 2.6 · V

(
2πmkT
h2

) 3
2

. (5.5.18)

Für hohe Temperaturen und nicht zu große Dichten n = N
V

ist Nmax
E > N und nahezu

alle Teilchen befinden sich in den höheren Enegieniveaus - also wird z ≈ 0 sein, d.h.
µ ≈ −∞. Bei höheren Dichten oder bei sehr tiefen Temperaturen (T → 0) werden
die höheren Energieniveaus aber nicht mehr alle Teilchen aufnehmen können, da dann
N > Nmax

E ist und mehr und mehr Teilchen werden den Grundzustand bevölkern:
N ≈ N0 ⇒ z ≈ 1, bzw. µ ≈ 0. Man kann eine kritische Temperatur Tc definieren, bei
welcher der Übergang der Bosonen in den Grundzustand beginnt:

N = Nmax
E ⇔ N = V

(
2πmkTc
h2

) 3
2

ζ(3
2) ,

kTc = ( n

ζ(3
2)) 2

3
h2

2πm . (5.5.19)

Für den Druck gilt nach 5.5.8:

p(T, V, µ) = − 1
V

Ω(T, V, µ) = kT

λ3 g 5
2
(z)− kT

V
ln(1− z) . (5.5.20)

Hier können wir eine Unterscheidung in T < Tc und T > Tcvornehmen.
Für kleine Temperaturen, d.h. T < Tc, gilt z → 1:

p = kT

λ3 g 5
2
(z)− kT

V
ln(1− z) ≈ kT

λ3 ζ(5
2)− kT

V
ln( 1

N
) = kT

λ3 ζ(5
2) + kT

ln(N)
V

.
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Im thermodynamischen Grenzfall (N → ∞, V → ∞, n = N
V

= const.) verschwindet
ln(N)
V

und es gilt:

p =kT
λ3 ζ(5

2) fürT < Tc . (5.5.21)

Für große Temperaturen, d.h. T > Tc, gilt z < 1 und damit ist ln(1 − z) endlich und
ln(1−z)
V

verschwindet im thermodynamischen Grenzfall:

p = kT

λ3 g 5
2
(z)− kT

V
ln(1− z) ≈ kT

λ3 g 5
2
(z) ≈ kT

λ3 (z + z2

2 5
2

+ · · · ) . (5.5.22)

Aus 5.5.16 folgt bei hohen Temperaturen, wenn man nur den ersten Term der Entwick-
lungen von g 5

2
(z) und g 3

2
(z) berücksichtigt, das ideale Gasgesetz:

N = V

λ3 g 3
2
(z) = V

λ3 (z + z2

2 3
2

+ · · · ) ⇒ z ≈ N

V
λ3 ⇒ p = kT

λ3
N

V
λ3 ⇒

pV = NkT . (5.5.23)

5.5.3 Ultrarelativistisches Bose-Gas (Photonen)

Zunächst einmal muß man bei Teilchen mit Ruhemasse m0 = 0 die Frage des che-
mischen Potentials µ diskutieren. In diesem Fall ist es nämlich gar nicht möglich, die
Gesamtteilchenzahl N fest vorzugeben. Wegen der verschwindenden Ruhemasse ist es
ja ohne Energieaufwand möglich, beliebig viele Teilchen im Zustand E0 = 0 zu erzeugen
und dem System ohne Kosten an Energie hinzuzufügen. Also setzen wir µ = 0, bzw.
z = 1, wodurch das großkanonische Potential Ω(T, V, µ = 0) identisch mit der freien
Energie F (T, V ) wird.
Wir betrachten nun ein System nicht wechselwirkender, relativistischer, masseloser Bo-
sonen in einem Kasten mit den Kantenlängen L und mit (der Einfachheit halber) peri-
odischen Randbedingungen. Die Lösung der stationären Maxwell-Wellengleichung, oder
der Klein-Gordon-Gleichung mit Ruhemasse m0 = 0 liefert dann:

−~2c2−→∇2ψ = E2ψ ,

ψ(−→r ) ..= ψ(x, y, z) = ψ(x+ L, y, z) = ψ(x, y + L, z) = ψ(x, y, z + L) ,

ψ−→
k

(−→r ) = 1
L3/2 e

i
−→
k −→r , (5.5.24)

−→
k = 2π

L

−→
i mit ix, iy, iz = −L . . . 0 . . . (L− 1) ,

E−→
k

= ~c|
−→
k | = 2π~c

L
(i2x + i2y + i2z)1/2 .
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Wie oben wollen wir wieder das großkanonischen Potential 5.5.5 berechnen:

Ω(T, V, µ = 0) = kT
L−1∑

ixiyiz=−L
ln(1− e−βEixiyiz )

≈ kT

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dixdiydiz ln(1− e−βEixiyiz ) .

Und wir gehen ebenfalls wieder von einer ixiyiz-Integration zu einer Energie-Integration
über mittels:

Ei ..= Eixiyiz = ~c
2π
L
i ⇒

i = ( L

2π~c)Ei und di = ( L

2π~c) dEi .
(5.5.25)

Ω(T, V, µ = 0) = kT 4π
∞∫
0

di i2 ln(1− e−βEi)

= kT
4πV
(hc)3

∞∫
0

dE E2 ln(1− e−βE)

= kT
4πV
(hc)3

[1
3E

3 ln(1− ze−βE)
]∞

0
−
∞∫
0

dE
1
3
E3βe−βE

1− e−βE

 .

Der erste Term aus der partiellen Integration verschwindet an der Ober- und Unter-
grenze (es ist z < 1).

Ω(T, V, µ = 0) = − 4πV
3(hc)3

∞∫
0

dE
E3

eβE − 1 = − 4πV
3(hc)3

1
β4

∞∫
0

dx
x4−1

ex − 1

= − 4πV
3(hc)3

1
β4 Γ(4) g4(1) = − 8πV

(hc)3 (kT )4 ζ(4) . (5.5.26)

Mit g4(1) = ζ(4) = π4

90 folgt also:

Ω(T, V, µ = 0) = − 8πV
(hc)3

π4

90 (kT )4 . (5.5.27)

Für die innere Energie ergibt sich mit 5.5.8:

U(T, V, µ = 0) = Ω(T, V, µ = 0)− T ∂Ω
∂T

∣∣∣∣∣
V,µ

= Ω− 4Ω = −3Ω , (5.5.28)
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und wenn wir hier 5.5.26 einsetzen und einen zusätzlichen Faktor 2 für die zwei Spin-
Freiheitsgrade der Photonen berücksichtigen, so erhalten wir gerade die Plancksche
Energieverteilung eines Schwarzen Körpers:

U(T, V )Phot. = 8πV
(hc)3

∞∫
0

dE
E3

eβE − 1 . (5.5.29)



6 Regularisierung mit der spektralen
Zeta-Funktion

6.1 Stephen Hawking (*1942)

Abbildung 6.1: S. Hawking
NASA (1980), PD

[http://de.wikipedia.org/wiki
/Stephen_Hawking]

Stephen Hawking wurde 1942 in Oxford gebo-
ren, wohin seine im Norden von London leben-
den Eltern wegen der deutschen Luftangriffe
auf London geflohen waren. Sein Vater arbei-
tete bei Stephens Geburt als Biologe am Na-
tional Institute for Medical Research in Lon-
don. Das Interesse von Stephen Hawking an
Mathematik und Naturwissenschaften wurde
wohl hauptsächlich durch seinen Mathematik-
Lehrer geweckt. Er studierte dann Physik am
University College in Oxford und sein Haupt-
interesse galt Themodynamik, Relativität und
Quantenmechanik. Hawkings Physik-Tutor in
Oxford, R. Berman sagte später über seinen
Schüler: „It was only necessary for him to
know that something could be done, and he
could do it without looking to see how other
people did it. ... He didn’t have very many
books, and he didn’t take notes. Of course, his
mind was completely different from all of his
contemporaries.”
Nach seinem Batchelor-Abschluß 1962 wech-
selte Hawking zur Fortsetzung seines Studi-
ums an die Universität Cambridge. Kurz da-
nach wurde bei ihm die neuromuskuläre Krankheit ALS (Amyotrophe Lateralsklerose)
diagnostiziert und ihm eine Lebenserwartung von 2-3 Jahren prognostiziert. Nachdem
sich sein Gesundheitszustand etwas stabilisiert hatte, heirateten er und Jane Wilde und
sie bekamen drei gesunde Kinder. Durch die Unterstützung seiner Frau und seines Dok-
torvaters Dennis Sciama hatte Hawking dann den Mut, 1965 mit seiner Doktorarbeit
zu beginnen. Bei einem Gastaufenthalt 1985 am CERN in Genf erlitt Hawking eine
Lungenentzündung, die einen Luftröhrenschnitt notwendig machte, wodurch Hawking
seine Sprechfähigkeit verlor und nur noch über einen Sprachcomputer kommunizieren
konnte. 1990 erfolgte die Scheidung von Jane Wilde. Danach lebte Hawking mit seiner
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Pflegerin Elaine Mason zusammen und beide heiratete 1995. Im Jahr 2006 trennten sich
Hawking und Mason.
Hawking hatte von 1979 bis zum Jahr 2009 den berühmten Lucasischen Lehrstuhl der
Mathematik an der Universität von Cambridge inne, an dem vor ihm u.a. Newton und
Dirac gewirkt hatten.
Seine wichtigsten Beiträge zur theoretischen und mathematischen Physik sind: die
Singularitäten-Sätze der Allgemeinen Relativitätstheorie (zusammen mit Roger Pen-
rose), das No-Hair Theorem (zusammen mit Carter, Israel, Robinson), welches besagt,
daß ein klassisches Schwarzes Loch durch drei Größen (Masse, Drehimpuls, elektrische
Ladung) vollständig beschrieben ist, die Bekenstein-Hawking Strahlung eines Schwar-
zen Loches. Im Zusammenhang mit seinen Forschungen zu einer quantenmechanischen
Beschreibung von Schwarzen Löchern mit der Methode der Euklidischen Pfadintegral
Quantengravitation führte Hawking die Methode der Zeta-Funktions-Regularisierung in
die Physik ein (Hawking (1977)).
Darüber hinaus arbeitete Hawking über Quantenkosmologie, kosmische Inflation nach
dem Big Bang, Topology und Struktur des Universums, Wurmlöcher, Yang-Mills In-
stantonen, Anti-de-Sitter-Räume, Entropie und Zeitpfeil, Supergravitation und String-
Theorien, Gravitationswellen, und, und, und ...
Daneben verfaßte er eine Reihe populärwissenschaftlicher Bücher, am bekanntesten
sind: „Eine kurze Geschichte der Zeit” (engl. 1988), „Das Universum in der Nussschale”
(engl. 2001), „Giganten des Wissen” (engl. 2002), „Die kürzeste Geschichte der Zeit”
(engl. 2005). Zusammen mit seiner Tochter Lucy veröffentlichte er auch zwei Kinder-
bücher.
Hawking erhielt sehr viele Preise, Auszeichnungen und Ehrungen, so etwa 1979 die
’Albert Einstein Medaille’ und 1988 den ’Wolf Prize in Physics’. [Quelle: Wikipedia-
Hawking (2010)]

6.2 Spektrale Zeta-Funktion bei bekanntem Spektrum

Sei Ĥ der Hamilton-Operator unseres Quantensystems, plus Randbedingungen, plus
einem möglichen Hintergrundfeld, plus einer möglicherweise nichttrivialen Metrik (die
eine gekrümmte Raumzeit beschreibt), so führt das alles aus mathematischer Sicht
letztlich einfach zu einem entsprechenden Differential-Operator Â mit gewissen Rand-
bedingungen.
Das Auftreten von Divergenzen, insbesondere UV-Divergenzen in den Quantenfeldtheo-
rien, zeigt aber, daß diese lokalen Theorien nicht bis zu beliebig kleinen Wellenlängen
(d.h. hohen Energien) gültig sein können.
Damit stellt sich die Frage, ob es möglich ist im Rahmen der bisherigen Theorien ge-
wisse Zusatzforderungen zu stellen, welche die genannten Divergenzen beseitigen und
es uns erlauben diese Quantenfeldtheorien im Bereich niedriger oder mittlerer Energien
sinnvoll zu verwenden. Diese Idee wurde tatsächlich in vielen Fällen unter den Begriffen
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Regularisierung & Renormierung erfolgreich durchgeführt. Wir wollen uns hier nur mit
dem Thema Regularisierung beschäftigen, und auch dieses Thema einschränken auf die
Zeta-Funktion-Regularisierung.
Der einfachste, naheliegendste und auch gelegentlich angewandte Ansatz ist es natürlich,
das (Energie-) Spektrum der Operators Â nach oben mit einer Frequenz-Abschneide-
Funktion χ(ω, ωc) zu begrenzen.
Ein anderer Weg besteht darin, in unseren zu berechnenden physikalischen Größen auf
definierte Weise die auftretenden Pole zu entfernen. Ein mathematisch besonders gut
definierter und einsichtiger Weg besteht in der Methode der analytischen Fortsetzung in
der komplexen Ebene. Man definiert die zu berechnende physikalische Größe zunächst
in einem Bereich der komplexen Ebene, in welchem die Konvergenz gesichert ist und
dehnt dann diese Definition mittels analytischer Fortsetzung auf jene Punkte aus, an
denen man die physikalische Größe tatsächlich berechnen möchte (sofern dieser Punkt
nicht gerade ein Pol ist). Als Vorbild dient das Vorgehen bei der Riemannsche Zeta-
Funktion ζ(s), die ja als Reihe zunächst auch nur für Werte von s > 1 definiert ist, sich
aber analytisch eindeutig auf die ganze komplexe Ebene (mit Ausnahme des Pols bei
(s = 1) fortsetzen läßt.
Die beiden prominentesten Methoden der Regularisierung durch analytische Fortset-
zung sind die Dimensions-Regularisierung und die Zeta-Funktion-Regularisierung. Ste-
phen Hawking hat gezeigt, daß die Dimensions-Regularisierung in gekrümmten Raum-
zeiten, etwa in der Schwarzschild-Metrik, sich nicht mehr eindeutig durchführen läßt
und hat bei dieser Gelegenheit die Zeta-Funktion-Regularisierung in die Physik einge-
führt, die wir im weiteren betrachten wollen.
Beginnen wir erneut mit den Pfadintegralen. Wir haben oben die Pfadintegrale als
Grenzwerte einfach formal abgeleitet, ohne uns mit den problematischen Fragen der
Existenz dieser Grenzwerte zu beschäftigen. Wenn man sich etwa das Funktionalintegral
4.6.3 als Grenzwert endlich-dimensionaler Integrale, 4.6.2, hinschreibt, also:

Z ..= lim
M→∞

ZM ..= lim
M→∞

N ′M ·
q(1)∫
q(0)

dq0

∫
(
M−1∏
k=1

dqk)
M∏
k=1

e−
1
2 (qk Â qk) .

dann kann man für jedes endliche M das Funktionalintegral ZM als ZM = N ′M ·
(det ÂM)−1/2 berechnen (wobei man noch versuchen wird, N ′M in das Maß ∏

dqk zu
stecken). Man beachte auch, daß dq0 und damit Â so umskaliert werden müssen, daß
Â jetzt dimensionslos ist (siehe etwa die Herleitung von 4.10.8). Wenn die Folge dieser
ZM konvergiert, dann kann man die Determinante des Operators Â (ein Operator in
einem unendlichen Hilbert-Raums) als diesen Grenzwert Z = limM→∞ ZM definieren:

(det Â)−1/2 ..= Z = lim
M→∞

ZM = lim
M→∞

(det ÂM)−1/2 .

Manchmal aber, insb. in Quantenfeldtheorien, existiert dieser Grenzwert nicht, und es
stellt sich dann die Frage, ob und ggf. wie man dem Funktionalintegral doch vielleicht
eine sinnvolle Bedeutung geben kann.
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Eine Methode der Regularisierung des obigen Funktionalintegrals ist es, als Verallge-
meinerung der normalen Determinante eines Operators eine regularisierte Determinante
des Operators Â zu definieren. Wie oben bereits ganz allgemein gesagt, läßt man sich
von der Idee der analytischen Fortsetzung in die komplexen Ebene leiten.

Sei Â ein selbstadjungierter, nichtnegativer Operator mit den diskreten dimensionslo-
sen Eigenwerten λi (wir setzen entsprechende Randbedingungen, z.B. System in einem
endlichen Kasten voraus). Dann definieren wir die spektrale Zeta-Funktion ζÂ(s) als:

ζÂ(s) ..=
∑
i=1

1
λsi

. (6.2.1)

Sei zum Beispiel Â = n̂ der dimensionslose Hamilton-Operator des eindimensionalen
Oszillators ohne Nullpunkt-Energie, also λi = i, dann ist die zugehörige spektrale Zeta-
Funktion gerade die Riemannsche Zeta-Funktion ζÂ(s) = ζR(s):

ζÂ(s) =
∞∑
i=1

1
is

= ζR(s) .

Bei einem Spektrum von λi = a(i + b) erhalten wir für ζÂ(s) die Hurwitzsche Zeta-
Funktion ζH(s) und bei einem Spektrum von λi = a(i21 + i22) eine Epsteinsche Zeta-
Funktion ζE(s).

Wenn das Spektrum bekannt ist und sich mittels einer der verallgemeinerten Zeta-
Funktionen beschreiben läßt, so kann man als regularisierte spektrale Zeta-Funktion
einfach die analytische Fortsetzung der entsprechenden Zeta-Funktion vom Riemann-,
Hurwitz- oder Epstein-Typ verwenden.

6.3 Casimir-Effekt

Dieser Abschnitt stützt sich auf die Arbeiten von Elizalde (1995) und Hawking (1977).
Es war ja insbesondere diese klassische Arbeit von Hawking, welche die Methode der
Regularisierung mittels der spektralen Zeta-Funktion in der Physik etabliert hat.

Wir betrachten ein masseloses Skalarfeld (bzw. ein Photonenfeld) in einem Kasten mit
den Kantenlängen d∗L∗L. Dieses Feld beschreiben wir mit der Klein-Gordon-Gleichung
mit Ruhemasse m0 = 0 :

2ψ(−→r , t) ..=
(

1
c2
∂2

∂t2
−
−→
∇2
)
ψ(−→r , t) = 0 . (6.3.1)

Für die Zeitabhängigkeit wählen wir wie üblich

ψ(−→r , t) = ψ(−→r ) eiωt ⇒ −c2−→∇2ψ(−→r ) = ω2ψ(−→r ) . (6.3.2)
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Wir wählen der Geometrie entsprechend Dirichlet-Randbedingungen

ψ(0, y, z) = ψ(x, 0, z) = ψ(x, y, 0) = 0 ,

ψ(d, y, z) = ψ(x, L, z) = ψ(x, y, L) = 0 , (6.3.3)

und erhalten als Lösung

ψ−→
k

(−→r ) = 1
d1/2L2/2 e

i
−→
k −→r ,

−→
k =

 kx

−→
kT

 =


π
d
n

π
L

−→
iT

 mit

n = −d . . . 0 . . . (d− 1) ,
iy, iz = −L . . . 0 . . . (L− 1) ,

ω−→
k

= c |
−→
k | = c ((π

d
n)2 +−→kT 2) 1

2 . (6.3.4)

Die Nullpunkt-Energiedichte oder Vakuum-Energiedichte dieses Feldes ist

E0 = 1
V

1
2
∑
−→
k

~ω−→
k

(6.3.5)

= 1
V

~c
2

d−1∑
n=−d

L−1∑
iyiz=−L

((π
d
n)2 +−→kT (iy, iz)

2
) 1

2

≈ 1
V

~c
2

∞∑
n=−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

diydiz ((π
d
n)2 +−→kT (iy, iz)

2
) 1

2

= 1
V

~c
2

L2

(2π)2

∞∑
n=−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

dkydkz ((π
d
n)2 + k2

y + k2
z)

1
2

= 1
V

~c
2

L2

(2π)2

∞∑
n=−∞

∞∫
0

(2πk) dk ((π
d
n)2 + k2) 1

2

= ~c
4πd

∞∑
n=−∞

∞∫
0

dk k ((π
d
n)2 + k2) 1

2 .

Offensichtlich divergiert diese Energiedichte wegen der hochfrequenten Anteile (UV-
Divergenz). Die klassische Lösung dieses Problems stammt von Casimir aus dem Jahr
1948, siehe Greiner (1993), S. 159 ff. Casimir führt zunächst ein UV-Abschneideverfahren
(UV-cutoff ) ein, indem er E0 durch ein Eλersetzt

Eλ = 1
V

1
2
∑
−→
k

~ω−→
k
e−λ

ω−→
k
c , (6.3.6)
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danach die Differenz der Energiedichten zweier verschiedener Kasten-Konfigurationen
berechnet (d� L):

ER(λ) ..=[Eλ(d, L, L) + Eλ(L− d, L, L)]− [Eλ(
L

2 , L, L) + Eλ(
L

2 , L, L)] (6.3.7)

bildet und zum Schluß im Abschneideparameter den Grenzübergang λ→ 0 durchführt:

ER ..= lim
λ→0

ER(λ) . (6.3.8)

Statt dieses Casimir-Verfahrens soll hier zur Regularisierung des Ausdrucks der Vakuum-
Energiedichte die Regularisierung mittels der Zeta-Funktion Methode vorgeführt wer-
den werden. E0 ist bis auf einen Vorfaktor gerade gleich der spektralen Zeta-Funktion
ζÂ(s) mit Â = (−c2−→∇2)1/2 an der Stelle s = −1. Wir berechnen also zunächst die Funk-
tion Ẽ0(s) ∼ ζÂ(s) mit einem s ∈ R, s > 0 und wählen s so groß, daß Ẽ0(s) konvergiert.
Anschließend setzen wir dieses Ẽ0(s), genau wie die Riemannsche Zeta-Funktion, ana-
lytisch fort zum Wert s = −1:

Ẽ0(s) ..= ~
2V

∑
−→
k

ω−s−→
k

= ~
2V ζÂ(s) mit E0 = Ẽ0(−1) , (6.3.9)

Ẽ0(s) ..= ~c
4πd

∞∑
n=−∞

∞∫
0

dk
k

((π
d
n)2 + k2) s2

(6.3.10)

= ~c
4πd

∞∫
0

dk k1−s + ~c
4πd 2

∞∑
n=1

∞∫
0

dk
k

((π
d
n)2 + k2) s2

.

Der erste Term
∫∞

0 dk k1−s, der vom Summanden n = 0 (und damit letztlich von unseren
periodischen Randbedingungen) herrührt, scheint für große positive s eine Infrarot-
Divergenz zu ergeben. Wenn wir aber die Kastenlänge L endlich lassen, so ist der
kleinstmögliche k-Wert gerade ε = 2π

L
und der Wert des Integrals ∼ ε2−s. Setzen wir

dies analytisch fort zu s = −1 und lassen erst dann das Kastenvolumen gegen unendlich
gehen (L→∞, d.h. ε→ 0), so sehen wir, daß der Beitrag dieses Integrals verschwindet.

Ẽ0(s) = ~c
2πd

∞∑
n=1

(π
d
n)2−s

∞∫
0

dk′
k′

(1 + k′2) s2
.

Mit der Substitution t = k′2 , k′ =
√
t , dk′ = 1

2
1√
t
dt folgt:

Ẽ0(s) = ~c
2πd

∞∑
n=1

(π
d
n)2−s

∞∫
0

dt
1
2

(1 + t) s2
= ~c

4πd

∞∑
n=1

(π
d
n)2−s

∞∫
0

dt
t(1)−1

(1 + t)(1)+( s2−1) .
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Das Integral erkennt man mit C.4.2 (oder Abramowitz u. Stegun (1970), 6.2.1) gerade
als einen speziellen Wert der Beta-Funktion, die dann mit C.4.3 (oder Abramowitz u.
Stegun (1970), 6.2.2) auf ein Produkt von Gamma-Funktionen zurückgeführt werden
kann:

Ẽ0(s) = ~c
4πd

∞∑
n=1

(π
d
n)2−sB(1, s2 − 1) = ~c

4πd

∞∑
n=1

(π
d
n)2−s Γ(1)Γ( s2 − 1)

Γ( s2)

= ~c
4πd (π

d
)2−sΓ( s2 − 1)

Γ( s2)

∞∑
n=1

n2−s = ~c
4πd (π

d
)2−sΓ( s2 − 1)

Γ( s2) ζ(s− 2) .

Mit Hilfe der Reflektionsformel für die Zeta-Funktion D.8.3 (oder Abramowitz u. Stegun
(1970), 23.2.6):

ζ(x) = 2xπx−1 sin(πx2 )Γ(1− x)ζ(1− x) (6.3.11)

ergibt sich

Ẽ0(s) = ~c
4πd (π

d
)2−sΓ( s2 − 1)

Γ( s2) 2s−2πs−3 sin(π(s− 2)
2 ) Γ(3− s) ζ(3− s) .

Jetzt werten wir Ẽ0(s) an der Stelle s = −1 aus:

E0 = Ẽ0(−1) = ~c
4πd (π

d
)3 Γ(−3

2)
Γ(−1

2) 2−3π−4 sin(−3π
2 ) Γ(4) ζ(4)

= π3

4π ·
Γ(−3

2)
(−3

2)Γ(−3
2) ·

1
8π4 · 1 · 6 ·

π4

90
~c
d4

= − π2

720
~c
d4 . (6.3.12)

In der Literatur (z.B. Greiner (1993), S. 163) findet man statt dem Wert E0 für die
Vakuum-Energiedichte üblicherweise die Energie U(d) = E0 ·V = E0 · d ·L2 angegeben:

U(d) = − π2

720
~cL2

d3 , (6.3.13)

und für die anziehende Kraft pro Fläche zwischen den beiden Platten bei x = 0 und
x = d

1
L2 F = 1

L2 (− ∂

∂d
U(d)) = − π2

240
~c
d4 . (6.3.14)
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6.4 UV-Cutoff und spektrale Zeta-Funktion

Dieser Abschnitt stützt sich auf die Arbeit von Svaiter u. Svaiter (1993), die gezeigt
haben, daß die Regularisierung des Ausdrucks der Vakuum-Energiedichte nach Casimir,
d.h. mit einem UV-Abschneideverfahren (UV-cutoff ) und der anschließenden Subtrak-
tion des verbleibenden Pols, mathematisch äquivalent zur Regularisierung mittels der
spektralen Zeta-Funktion ist.
Sei also ein Spektrum gegeben als eine Folge positiver Zahlen um , m ∈ N mit der
Eigenschaft

0 < u1 < u2 < . . . und lim
m→∞

um = +∞ . (6.4.1)

Zusätzlich zu Svaiter u. Svaiter (1993) setzen wir hier noch eine Wachstumsbedingung
der umvoraus:

um > mδ mit δ > 0 für allem ≥M . (6.4.2)

Häufig tauchen in der Physik die folgenden zwei Funktionen auf (z ∈ C, <(z) > 0):

h(z) =
∞∑
m=1

e−zum , (6.4.3)

g(z) =
∞∑
m=1

um e
−zum . (6.4.4)

Im folgenden soll gezeigt werden, daß g(z) genau dann konvergiert, wenn h(z) konver-
giert.

Beweis. Aus der Konvergenz von g(z) folgt sofort die Konvergenz von h(z):

|h(z)| ≤
∞∑
m=1
|e−zum| < 1

u1

∞∑
m=1

um |e−zum | <∞ .

Svaiter u. Svaiter (1993) behaupten nun, daß auch umgekehrt ganz allgemein aus der
Konvergenz von h(z) die Konvergenz von g(z) folge. Dies zu beweisen gelingt mir hier
nur unter der zusätzlichen Annahme der Wachstumsbedingung 6.4.2, nämlich, daß die
Folge der um, zumindest ab einem gewissen Indexwert M, nicht langsamer anwachsen
möge als mδ mit einem δ > 0. (Nebenbei: es gibt keine am langsamsten wachsende
Folge.)

lim
m→∞

um |e−zum| = lim
m→∞

um e
−<(z)um = lim

um→∞
um e

−<(z)um

= lim
x→∞

x

e<(z)x = lim
x→∞

1
<(z) e<(z)x .
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Mit der Regel von l’Hospital erkennt man, daß die Folge der um e−zum gegen 0 konver-
giert, wenn dies die Folge der e−zum tut. Durch fortgesetzte Anwendung der Regel von
l’Hospital gilt diese Aussage auch für alle Folgen unm e−zum mit festem n ∈ N , n > 0.
Sei nun 0 < δ ≤ 1, so wählen wir ein r ∈ N mit δ · r > 1, (bei δ > 1 können wir r = 1
wählen), und erhalten damit also:

lim
m→∞

e−<(z)um = 0 ⇒ lim
m→∞

u2r+1
m e−<(z)um = 0

⇒ u2r+1
m e−<(z)um < A

⇒ um e
−<(z)um <

A

u2r
m

<
A

m2δr <
A

m2 ,

∞∑
m=1

um e
−<(z)um <

∞∑
m=1

A

m2 <∞ .

Somit haben wir eine konvergente Majorante für unsere Reihe g(z) mit <(z) > 0 ge-
funden und gezeigt, daß g(z) konvergiert, wenn h(z) konvergiert. 2

Wenn h(z) für <(z) > 0 konvergiert, dann konvergiert diese Reihe für <(z) ≥ t0 > 0
auch gleichmäßig, denn

|h(z)| ≤
∞∑
m=1
|e−zum| =

∞∑
m=1

e−<(z)um =
∞∑
m=1

e−(<(z)−t0)um e−t0 um

≤ e−(<(z)−t0)u1
∞∑
m=1

e−t0 um = e−(<(z)−t0)u1 h(t0) .

Wenn h(z) und g(z) existieren, d.h. wenn die obigen Reihen konvergieren, dann gilt:

g(z) = − d

dz
h(z) . (6.4.5)

Häufig zeigt sich nun in physikalischen Anwendungen, daß h(z) in einen Bereich Ω
analytisch fortgesetzt werden kann, der den Punkt z = 0 als einen Pol der Ordnung N0
enthält. In diesem Fall kann g(z) in den selben Bereich Ω analytisch fortgesetzt werden
kann und weist bei z = 0 einen Pol der Ordnung N0 + 1 auf. Wir können in diesem Fall
also die Laurent-Reihen von h(z) und g(z) angeben

h(z) =
∞∑

n=−N0

hnz
n , (6.4.6)

g(z) =
∞∑

n=−(N0+1)
gnz

n . (6.4.7)
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Das Verfahren von Casimir zur Regularisierung der Vakuum-Energiedichte besteht ma-
thematisch gesprochen gerade darin, die divergente Reihe

E ..=
∞∑
m=1

um =∞ (6.4.8)

durch die Reihe g(z) 6.4.4 mit dem Abschneideparameter z zu ersetzen, alle Pol-Terme
zu subtrahieren

greg(z) ..= g(z)−
−1∑

n=−(N0+1)
gnz

n

und schließlich in greg(z) den Abschneideparameter z gegen 0 gehen zu lassen

E1 ..= greg(0) , (6.4.9)

g(z) = − d

dz
h(z) = −

∞∑
n=−N0

hnn z
n−1 ⇒

greg(z) =
∞∑
n=0

gn z
n = −

∞∑
n=1

hnn z
n−1 ⇒

E1 = greg(0) = g0 = −h1 . (6.4.10)

Die Regularisierung mit Hilfe der spektralen Zeta-Funktion besteht darin, statt der
ursprünglichen Reihe für E in 6.4.8 die spektrale Zeta-Funktion für einen Bereich
<(s) > s0 zu definieren und sie dann analytisch fortzusetzen und am Punkt s = −1
auszuwerten:

ζ(s) ..=
∞∑
m=1

u−sm , (6.4.11)

E2 ..= ζ(−1) . (6.4.12)

Wenn die Reihe 6.4.11 konvergiert, dann läßt sich analog zur Riemannschen Zeta-
Funktion eine entsprechende Integraldarstellung für die spektrale Zeta-Funktion ζ(s)
gewinnen. Mit Hilfe der Gamma-Funktion, der Substitution y = umz, und der gleich-
mäßigen Konvergenz von h(z) folgt:

ζ(s)Γ(s) =
∞∑
m=1

u−sm

∞∫
0

dy ys−1e−y =
∞∑
m=1

∞∫
0

dz zs−1e−zum

=
∞∫
0

dz zs−1
∞∑
m=1

e−zum =
∞∫
0

dz zs−1 h(z) ,
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ζ(s) = 1
Γ(s)

∞∫
0

dz zs−1 h(z) . (6.4.13)

Nun kann man zeigen, daß diese Darstellung der spektralen Zeta-Funktion für <(s) >
N0 konvergiert:

ζ(s) = 1
Γ(s)

∞∫
0

dz zs−1 h(z)

= 1
Γ(s)

 r0∫
0

dz zs−1 h(z) +
∞∫
r0

dz zs−1 h(z)


= 1
Γ(s)

 r0∫
0

dz zs−1
∞∑

n=−N0

hnz
n +

∞∫
r0

dz zs−1 h(z)


= 1
Γ(s)

 ∞∑
n=−N0

hn
1

s+ n
zs+n

∣∣∣r0

0
+
∞∫
r0

dz zs−1 h(z)
 ,

womit gezeigt ist, daß diese Darstellung der spektralen Zeta-Funktion für <(s) > N0
existiert und dort regulär ist. Man sieht unmittelbar, daß wir diese Darstellung der
spektralen Zeta-Funktion

ζ(s) = 1
Γ(s)

 ∞∑
n=−N0

hn
rs+n0
s+ n

+
∞∫
r0

dz zs−1 h(z)
 (6.4.14)

analytisch nach C − {N0, N0 − 1, . . .} fortsetzen können. Da wir am Punkt s = −1
interessiert sind, nehmen wir den entsprechenden Summanden mit n = 1 aus der Summe
heraus:

ζ(s) = 1
Γ(s)

h1
rs+1

0
s+ 1 +

∞∑
n=−N0
n 6=1

hn
rs+n0
s+ n

+
∞∫
r0

dz zs−1 h(z)

 .

Nun hat die Gamma-Funktion bei s = −1 einen Pol erster Ordnung mit einem Residu-
um von −1 (siehe z.B. Abramowitz u. Stegun (1970), 6.1.3):

Res
s=−1

Γ(s) = −1 ,

lim
s→−1

1
Γ(s) = lim

s→−1

1
(−1)( 1

s+1) = lim
s→−1

(−1)(s+ 1) ,
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E2 = lim
s→−1

ζ(s) = −h1 . (6.4.15)

Wenn wir jetzt 6.4.10 mit 6.4.15 vergleichen, so sehen wir, daß die UV-cutoff Regula-
risierung nach Casimir zum gleichen Ergebnis führt wie die Regularisierung mit Hilfe
der spektralen Zeta-Funktion:

E1 = greg(0) = lim
s→−1

ζ(s) = E2 . (6.4.16)

6.5 Determinanten, Greensche Funktionen und
Resolvente

Sei Â ein linearer Operator auf einem Hilbert-RaumH mit einer Spektralzerlegung (also
z.B. ein kompakter, selbstadjungierter Operator) mit den Eigenwerten λm und einem
orthonormalen und vollständigen Satz von Eigenvektoren { | ϕm〉}. Um die folgenden
Überlegungen möglichst einfach zu halten, nehmen wir an, daß Â keine Nullmoden
habe, daß also der Eigenwert 0 im Spektrum nicht vorkommen möge (ggf. gehen wir
dabei von Â über zu Â+ ..= Â−∑j | 0, j〉〈0, j |).

Â | ϕm〉 = λm | ϕm〉 , (6.5.1)

bzw. mit ϕ(x) ..= 〈x | ϕ〉 und (Aϕ)(x) ..= 〈x | Â | ϕ〉 :

(Aϕm)(x) = λmϕm(x) , (6.5.2)

〈ϕm | ϕn〉 = δmn ⇔
∫
dxϕ∗m(x)ϕn(x) = δmn , (6.5.3)

∑
m

| ϕm〉〈ϕm |= 1̂ ⇔
∑
m

ϕ∗m(x)ϕm(y) = δ(x− y) . (6.5.4)

Die Funktionaldeterminante vonÂ läßt sich als das Produkt der Eigenwerte definieren
(in der Eigenwertbasis ist Â2.2.5 diagonal):

det(Â) =
∏
m

λm . (6.5.5)

Dann existiert der Greensche Operator Ĝ als inverser Operator von Â und löst die
entsprechende inhomogene Operatorgleichung zu Â:

ÂĜ = 1̂ , (6.5.6)

Â | ϕ〉 =| f〉 ⇒ | ϕ〉 = Ĝ | f〉 ⇔ (6.5.7)
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ϕ(x) =
∫
dy 〈x | Ĝ | y〉 f(y) =

∫
dy G(x, y) f(y) . (6.5.8)

Viele Methoden zur Untersuchung des Spektrums von Â und damit auch zur Berechnung
von Funktionaldeterminanten eines Operators Â verwenden einen Weg über die Analyse
der Resolvente R̂(λ) von Â, die ja gerade der Greensche Operator von (Â− λ1̂) ist:

(Â− λ1̂)R̂(λ) = 1̂ , (6.5.9)

oder, in der Ortsdarstellung - wobei wir voraussetzen, daß Â lokal sein möge (wie z.B.
die in der Physik vorkommenden typischen Differential-Operatoren), also:

〈x | Â | x′〉 = 〈x | Â | x〉 δ(x− x′) ..= A(x) δ(x− x′) , (6.5.10)

〈x | (Â− λ1̂)R̂(λ) | y〉 = 〈x | y〉∫
dx′ 〈x | (Â− λ1̂) | x′〉〈x′ | R̂(λ) | y〉 = δ(x− y)

∫
dx′ 〈x | x′〉(A(x′)− λ)〈x′ | R̂(λ) | y〉 = δ(x− y)

(A(x)− λ)R(x, y, λ) = δ(x− y) . (6.5.11)

Die Resolvente läßt sich nun in der Spektraldarstellung von Â schreiben als:

R̂(λ) = 1
(Â− λ1̂)

=
∑
m

1
λm − λ

| ϕm〉〈ϕm | , (6.5.12)

R(x, y, λ) =
∑
m

ϕm(x)ϕ∗m(y)
λm − λ

. (6.5.13)

Bilden wir die Spur und integrieren über λ, so erhalten wir:∫
dλ
∫
dxR(x, x, λ) =

∫
dλ
∫
dx

∑
m

ϕm(x)ϕ∗m(x)
λm − λ

=
∫
dλ

∑
m

1
λm − λ

= −
∑
m

ln(λn − λ)

= − ln
∏
m

(λm − λ) ⇒

det(Â) = e−
∫
dλ
∫
dxR(x,x,λ=0) . (6.5.14)

Die Integrationskonstante kann dann durch eine weitere physikalische Randbedingung
festgelegt werden, in der Quantentheorie etwa, indem man vom Propagator Unitäri-
tät verlangt, oder in der Quantenstatistik, indem man die Gültigkeit des Nernstschen
Hauptsatzes fordert.
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6.6 Wärmegleichung und spektrale Zeta-Funktion

Wenn das Spektrum komplex oder nicht explizit bekannt ist, so kann man die spektrale
Zeta-Funktion über die Methode des sogenannten ’Wärmekerns’ berechnen, was im
folgenden gezeigt werden soll.

Sei Â jetzt ein elliptischer Differential-Operator der Ordnung d auf einer n-dimensionalen
kompakten Mannigfaltigkeit, so kann man zeigen, daß die Potenzsumme 6.2.1 für ζÂ(s)
für <(s) > n

d
konvergiert (siehe 6.7.3 oder Schwarz, 1993, S.132 ff.). Jetzt kann man

diese spektrale Zeta-Funktion analytisch in der komplexen Ebene fortsetzen und dann
an den uns interessierenden Punkten s berechnen.

ζÂ(s) =
∑
m=1

1
λsm

=
∑
m=1

e−s lnλm = Sp(e−s ln Â) , (6.6.1)

d

ds
ζÂ(s)

∣∣∣∣∣
s=0

= −
∑
m=1

ln λm e−s lnλm

∣∣∣∣∣
s=0

= −
∑
m=1

ln λm = − ln
∏
m=1

λm = − ln det(Â) ,

det(Â) =
∏
m=1

λm = e−ζ
′
Â

(0) . (6.6.2)

Um eine analytische Fortsetzung von ζÂ(s) zum Punkt s = 0 hin zu erhalten, betrach-
tet man den zu Â gehörige Wärmekern, einen aus den Eigenwerten von Â gebildete
Operator K̂(t), der die folgende Wärme-Differentialgleichung mit Anfangswert erfüllt:

(Â+ ∂

∂t
)K̂(t) = 0 mit K̂(0) = 1̂ , (6.6.3)

(A(x) + ∂

∂t
)K̂(x, y, t) = 0 mit K(x, y, 0) = δ(x− y) . (6.6.4)

Mit Separation der Variablen und mittels der Eigenwerte λm und der Eigenfunktionen
ϕm(x) ..= 〈x | ϕm〉 von A(x) findet man:

K̂(t) = e−Ât =
∑
m

e−λmt | ϕm〉〈ϕm | , (6.6.5)

K(x, y, t) =
∑
m=1

e−λmtϕm(x)ϕ∗m(y) . (6.6.6)

Tatsächlich hängen der Wärmekern K̂(t) und die Resolvente R̂(λ) von Â eng mitein-
ander zusammen:

i

2π

∮
C

dλ e−λtR̂(λ) = i

2π

∮
C

dλ e−λt
1

Â− λ1̂
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= i

2π

∮
C

dλ e−λt
1

Â− λ1̂
∑
m

| ϕm〉〈ϕm |

= i

2π
∑
m

∮
C

dλ e−λt
−1

λ1̂− Â
| ϕm〉〈ϕm |

= −i2π
∑
m

∮
C

dλ e−λt
1

λ− λm
| ϕm〉〈ϕm |

= −i2π
∑
m

2πi e−λmt | ϕm〉〈ϕm |

=
∑
m

e−λmt | ϕm〉〈ϕm |

= e−Ât = K̂(t) , (6.6.7)

oder in der Ortsdarstellung:

i

2π

∮
C

dλ e−λtR̂(x, y, λ) =
∑
m

e−λmt ϕm(x)ϕ∗m(y) = K(x, y, t) . (6.6.8)

MittelsK(t) ..= Sp(K(x, x, t)) kann jetzt die gesuchte analytische Fortsetzung der spek-
tralen Zeta-Funktion 4.8.2 (ganz analog zur Riemannschen Zeta-Funktion) konstruiert
werden:

1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1K(t) = 1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1
∫
dxK(x, x, t)

= 1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1
∫
dx

∑
m=1

e−λmt ϕm(x)ϕ∗m(x)

= 1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1 ∑
m=1

e−λmt
∫
dxϕm(x)ϕ∗m(x)

= 1
Γ(s)

∑
m=1

∞∫
0

dt ts−1 e−λmt

= 1
Γ(s)

∑
m=1

1
λsm

∞∫
0

dt′ t′s−1 e−t
′

=
∑
m=1

1
λsm

= ζÂ(s) ⇒
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ζÂ(s) = 1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1K(t) = 1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1 ∑
m=1

e−λmt . (6.6.9)

Damit haben wir einen Weg gefunden, über eine analytische Fortsetzung der spektralen
Zeta-Funktion eine regularisierte Determinante von Â und das entsprechende Gaußsche
Funktionalintegral sinnvoll zu definieren und zu berechnen:

1. finde die LösungK(x, y, t) der Wärme-Gleichung mit der Anfangsbedingung 6.6.4,
2. berechne damit nach 6.6.9 die spektrale Zeta-Funktion ζÂ(s),

3. bestimme ζ ′
Â

(0) und daraus mit 4.8.3 det(Â) .

6.7 Wärmekern-Entwicklung und spektrale
Zeta-Funktion

Wir haben oben gesehen, daß der erste Schritt auf dem Weg zur Berechnung der spek-
tralen Zeta-Funktion ζÂ(s) bei unbekanntem Spektrum von Â das Auffinden der Lösung
K(x, y, t) der Wärmegleichung mit der Anfangsbedingung 6.6.4 ist. Nun läßt sich aber
häufig eine geschlossene Lösung K(x, y, t) der Wärmegleichung für den Operator Â
nicht ohne weiteres finden.
In diesen Fällen gibt es jedoch ein sehr bedeutsames mathematisches Hilfmittel, die
sogenannte Wärmekern-Entwicklung, eine asymptotischen Entwicklung von K(x, x, t)
für kleine t, die hier und in vielen anderen Fällen sehr hilfreich ist.
Sei Â also wiederum ein elliptischer Differential-Operator der Ordnung d auf einer n-
dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit. Um die folgenden Überlegungen möglichst
einfach zu halten, nehmen wir auch wieder an, daß Â keine Nullmoden habe, daß also der
Eigenwert 0 im Spektrum nicht vorkommen möge (ggf. gehen wir dabei von Â über zu
Â+ ..= Â−∑j | 0, j〉〈0, j |), dann gilt für t→ 0+ die folgende Wärmekern-Entwicklung
(zum Beweis siehe Anhang L.2 oder Elizalde u. a. (1994), S.285 ff. und Kirsten (2002),
S.20 ff.) mit dem Wärmekern- oder Seeley-Koeffizienten Bk:

K(t) =
∞∑
k=0

t
k−n
d Bk für t→ 0+ . (6.7.1)

Gelegentlich taucht in der Literatur statt der Reihenentwicklung 6.7.1 mit ganzzahligen
Indizes k auch eine Reihenentwicklung mit rationalen Indizes k′ = k/d auf, insbesondere
halbzahlige Indizes k′ = k/2 im Fall von ω = 2. Wir werden von dieser Darstellung mit
rationalen Indizes keinen Gebrauch machen.
Für den Grenzwert von K(t) für t→∞ gilt, wenn λ1 der Eigenwert mit dem kleinsten
Realteil sei (wegen 6.6.6):

lim
t→∞

K(t) = lim
t→∞

∑
m=1

e−λmt = lim
t→∞

e−λ1t . (6.7.2)
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Damit folgt für ζÂ(s):

ζÂ(s) = 1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1K(t)

= 1
Γ(s)

1∫
0

dt ts−1K(t) + 1
Γ(s)

∞∫
1

dt ts−1K(t)

= 1
Γ(s)

1∫
0

dt ts−1
∞∑
k=0

t
k−n
d Bk + 1

Γ(s)

∞∫
1

dt ts−1 ∑
m=1

e−λmt .

Das zweite Integral konvergiert wegen des starken exponentiellen Abfalls und wir be-
zeichnen es als ρ(s).

ζÂ(s) = 1
Γ(s)

∞∑
k=0

1∫
0

dt ts−1+ k−n
d Bk + 1

Γ(s) ρ(s) .

Das erste Integral existiert nur für s > n
d
und ergibt sich dann unmittelbar zu:

ζÂ(s) = 1
Γ(s)

∞∑
k=0

1
s+ k−n

d

Bk + 1
Γ(s) ρ(s) . (6.7.3)

Diesen Ausdruck kann man nun in den Bereich 0 ≤ s ≤ n
d
analytisch fortsetzen. Nehmen

wir als Beispiel den Laplace-Operator 2E, d = 2, in vier Dimensionen, n = 4. Hier
ist ζ2E(s) zunächst nur für s > 2 definiert, läßt sich aber folgendermaßen analytisch
fortsetzen:

ζ2E(s) = 1
Γ(s)

∞∑
k=0

1
s+ k−4

2
Bk + 1

Γ(s) ρ(s) . (6.7.4)

ζ2E(s) hat bei s = 2 einen einfachen Pol mit dem Residuum B0, bei s = 1 ebenfalls
einen einfachen Pol mit dem Residuum B2. Bei s = 0 ist ζ2E(s) regulär, da sich der Pol
von 1/(s+ k−4

2 ) gerade mit dem Pol der Γ-Funktion aufhebt:

ζ2E(0) = B4 . (6.7.5)

Für ungerade k sind alle Bk = 0, siehe im Anhang L.2 die Anmerkung nach L.2.28.

6.8 Zustandssumme des harmonischen Oszillators

Natürlich könnte man die Zustandssumme des harmonischen Oszillators auf herkömm-
liche Weise viel müheloser berechnen, da das Spektrum ja bekannt und sehr einfach
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ist, dennoch ist es recht lehrreich, den Formalismus der spektralen Zeta-Funktion und
Wärmegleichung einmal an diesem Standardbeispiel durchzuführen.
Wir folgen hier im wesentlichen Ramond (1989), S. 92-93, der den Lösungsweg mit
den folgenden Worten skizziert: „Rather we do a little bit of (perverted) mathematical
physics.” Dennoch bin ich mir sicher, daß Euler an diesem Weg durchaus seine Freude
hätte.
Wir hatten in 4.6.3 für die Zustandssumme gefunden:

Z = N ·
∫

q(~β)=q(0)

D[q(τ)]e
− 1

~

~β∫
0
dτH(q̇(τ),q(τ))

,

und setzen jetzt die Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators ein:

Z = N ·
∫

q(~β)=q(0)

D[q(τ)]e
−m2~

~β∫
0
dτ (q̇(τ)2+ω2q(τ)2)

.

Damit wir die Zeta-Funktions-Methode verwenden können, ist es notwendig τ und q(τ)
umzuskalieren, so daß diese beiden Größen dimensionslos werden:

τ ′ = τ

~β
und q′(τ ′) = 1

~

√
m

β
q(τ) ⇒

Z = N ′ ·
∫

q(1)=q(0)

D[q(τ)] e
− 1

2

1∫
0
dτ [q̇(τ)2+β2~2ω2q(τ)2)]

= N ′ ·
∫

q(1)=q(0)

D[q(τ)] e
− 1

2

1∫
0
dτ q(τ)[− d2

dτ2 +β2~2ω2]q(τ)

=.. N ′ ·
∫

q(1)=q(0)

D[q(τ)] e− 1
2 〈q(τ)|Âτ |q(τ)〉 ,

wobei wir mit Âτ den Operator für die Zustandssumme des eindimensionalen harmoni-
schen Oszillators eingeführt haben :

Âτ ..= −
d2

dτ 2 + β2~2ω2 .

Man sieht leicht, daß die folgende Greensche Funktion K(τ, τ ′, σ) die Wärme-Gleichung
6.6.4 und die Anfangsbedingung 6.6.4 erfüllt:

K(τ, τ ′, σ) =
∞∑

n=−∞
ei2πn(τ−τ ′)−(β2~2ω2+4π2n2)σ , (6.8.1)
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A(τ)K(τ, τ ′, σ) = (−(i2πn)2 + β2~2ω2) = (β2~2ω2 + 4π2n2) = − ∂

∂σ
K(τ, τ ′, σ) ,

K(τ, τ ′, 0) =
∞∑

n=−∞
ei2πn(τ−τ ′) = δ(τ − τ ′) .

Mit 6.6.9 folgt:

ζÂ(s) = 1
Γ(s)

∞∫
0

dσ σs−1
1∫

0

dτ
∞∑

n=−∞
e−(β2~2ω2+4π2n2)σ

= 1
Γ(s)

∞∫
0

dσ σs−1
1∫

0

dτ e−β
2~2ω2σ[1 + 2

∞∑
n=1

e−4π2n2σ]

= 1
Γ(s)

∞∫
0

dσ σs−1e−β
2~2ω2σ

+ 2
Γ(s)

∞∫
0

dσ σs−1
∞∑
l=0

(−1)l (β~ω)2l

l! σl
∞∑
n=1

e−4π2n2σ

= 1
Γ(s)

1
(β~ω)2s

∞∫
0

dσ′ σ′s−1e−σ
′

+ 2
Γ(s)

∞∑
l=0

(−1)l (β~ω)2l

l!

∞∑
n=1

∞∫
0

dσ σs+l−1e−4π2n2σ

= 1
(β~ω)2s + 2

Γ(s)

∞∑
l=0

(−1)l (β~ω)2l

l!

∞∑
n=1

1
(4π2n2)s+l

∞∫
0

dσ′ σ′s+l−1e−σ
′

= 1
(β~ω)2s + 2

Γ(s)

∞∑
l=0

(−1)l (β~ω)2l

l!

∞∑
n=1

1
(4π2)s+l

1
n2(s+l) Γ(s+ l)

= 1
(β~ω)2s + 2

(4π2)s ζ(2s) + 2
Γ(s)

∞∑
l=1

(−1)l
(4π2)s+l

(β~ω)2l

l! ζ(2(s+ l)) Γ(s+ l) .

Im nächsten Schritt müssen wir ζ ′
Â

(0) berechnen:

ζ ′
Â

(s) = −2 ln(β~ω) 1
(β~ω)2s − ln(4π2) 2

(4π2)s ζ(2s) + 4
(4π2)s

dζ(2s)
d(2s)

+ 2( d
ds

1
Γ(s))

∞∑
l=1

(−1)l
(4π2)s+l

(β~ω)2l

l! ζ(2(s+ l)) Γ(s+ l)
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+ 2
Γ(s)

d

ds

∞∑
l=1

(−1)l
(4π2)s+l

(β~ω)2l

l! ζ(2(s+ l)) Γ(s+ l) .

Im lim
s→0

verschwindet der letzte Term von ζ ′
Â

(s), da lim
s→0

Γ(s) = +∞ ist und wegen der
Regularität von 1

l!ζ(2(s + l))Γ(s + l) in der Umgebung von s = 0 bei l ≥ 1 die Summe
begrenzt bleibt.

ζ ′
Â

(0) = −2 ln(β~ω)− 4 ln(2π)ζ(0) + 4ζ ′(0)

+ 2 (Γ−1)′(0)
∞∑
l=1

(−1)l
(4π2)l

(β~ω)2l

l
ζ(2l) .

Dieser Ausdruck läßt sich noch weiter vereinfachen, indem wir die Werte für ζ(0), ζ ′(0)
und (Γ−1)′(0) einsetzen:
ζ(0) = −1

2 , (siehe D.10.11, oder Abramowitz u. Stegun (1970), 23.2.11).
ζ ′(0) = −1

2 ln(2π), (siehe D.11.6, oderAbramowitz u. Stegun (1970), 23.2.13).
(Γ−1)′(0) = 1, (siehe C.8.8, oder Abramowitz u. Stegun (1970), 6.1.3). Damit folgt für
ζ ′
Â

(0):

ζ ′
Â

(0) = −2 ln(β~ω) + 2 ln(2π)− 2 ln(2π) + 2
∞∑
l=1

(−1)l
(4π2)l

(β~ω)2l

l
ζ(2l) .

Die ζ(2l) können auf die Bernoulli-Zahlen B2l zurückgeführt werden (siehe D.12.6 oder
Arfken u. Weber (2001), 5.152, oder Abramowitz u. Stegun (1970), 23.2.16):

ζ(2l) = (2π)2l

2(2l!) (−1)l+1B2l ⇒

ζ ′
Â

(0) = −2 ln(β~ω)−
∞∑
l=1

(β~ω)2l

l (2l)! B2l .

Die hier auftretende Summe können wir nun (etwas trickreich) auf hyperbolische Funk-
tionen zurückführen. Für den coth z gibt es die folgende Reihenentwicklung mit den
Bernoulli-Zahlen B2l als Entwicklungskoeffizienten (siehe D.10.9 oder Abramowitz u.
Stegun (1970), 4.5.67):

coth z = 1
z

+ 2
∞∑
l=1

(2z)2l−1

(2l)! B2l .

Wenn wir beide Seiten integrieren erhalten wir mit Abramowitz u. Stegun (1970), 4.5.82:
z∫

0

coth z′dz′ =

ln z + 1
2
∑∞
l=1

(2z)2l

l (2l)! B2l ,

ln(sinh z) .
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Mit z = 1
2β~ω folgt:

∞∑
l=1

(β~ω)2l

l (2l)! B2l = 2 ln(sinh(β~ω2 ))− 2 ln(β~ω2 ) ,

ζ ′
Â

(0) = −2 ln(β~ω) + 2 ln(β~ω2 )− 2 ln(sinh(β~ω2 ))

= 2 ln(1
2)− 2 ln(1

2(e 1
2β~ω − e−

1
2β~ω))

= 2 ln(1
2)− 2 ln(1

2)− 2 ln(e 1
2β~ω(1− e−β~ω)) ,

ζ ′
Â

(0) = −β~ω − 2 ln(1− e−β~ω) . (6.8.2)

Mit 4.8.3 ergibt sich für die Zustandssumme:

Z = N ′ · (det(Â))− 1
2 = N ′ · (e−ζ

′
Â

(0))− 1
2 = N ′ · e

1
2 ζ
′
Â

(0) ,

Z = N ′ · e−(β~ω2 +ln(1−e−β~ω)) . (6.8.3)

Weiter unten werden wir zeigen, daß mit dem Nernstschen Theorem N ′ = 1 folgt. Zu-
nächst aber soll noch kurz für die Zustandssumme der klassische Grenzwert betrachtet
werden (β = 1

kT
):

Zkl = lim
~→0

Z = lim
~→0

e−(β~ω2 +ln(1−e−β~ω))

= lim
~→0

e−(ln(1−(1−β~ω)) = lim
~→0

e− ln(β~ω) ,

Zkl = kT

~ω
. (6.8.4)

Wir kehren wieder zurück zur Zustandssumme 6.8.3 und wollen daraus die freie Energie
F , die Entropie S und die innere Energie U berechnen.

F = − 1
β

lnZ = − 1
β

ln(N ′) + ~ω
2 + 1

β
ln(1− e−β~ω)

= −kT ln(N ′) + ~ω
2 + kT ln(1− e− ~ω

kT ) .



126 6 Regularisierung mit der spektralen Zeta-Funktion

Mit Hilfe des 3. Hauptsatzes der Thermodynamik (des Nernstschen Theorems), nämlich
dem Verschwinden der Entropie am absoluten Nullpunkt, limT→0 S = 0, wollen wir jetzt
versuchen, den Normierungsfaktor N ′ zu bestimmen.

S = −∂F
∂T

∣∣∣∣∣
V

= k ln(N ′)− k ln(1− e− ~ω
kT )− kT

e−
~ω
kT
−~ω
kT 2

(1− e− ~ω
kT )

= k ln(N ′)− k ln(1− e− ~ω
kT ) + 1

T

~ωe− ~ω
kT

(1− e− ~ω
kT )

,

lim
T→0

S = lim
T→0

[k ln(N ′) + 1
T

~ωe− ~ω
kT

(1− e− ~ω
kT )

] = lim
T→0

[k ln(N ′) + 1
T

~ω
(e ~ω

kT − 1)
]

= lim
T→0

[k ln(N ′) + 1
T

~ω
∞∑
n=1

1
n!(

~ω
kT

)n
] = lim

T→0
[k ln(N ′)] ,

lim
T→0

S = 0 ⇒ N ′ = 1 , (6.8.5)

S = −k ln(1− e− ~ω
kT ) + 1

T

~ωe− ~ω
kT

(1− e− ~ω
kT )

. (6.8.6)

Damit folgt für die Freie Energie des harmonischen Oszillators:

F = −kT lnZ = ~ω
2 + kT ln(1− e− ~ω

kT ) (6.8.7)

und für die Innere Energie:

U = F + TS

= ~ω
2 + kT ln(1− e− ~ω

kT )− kT ln(1− e− ~ω
kT ) + ~ωe− ~ω

kT

(1− e− ~ω
kT )

,

U = F + TS = ~ω
2 + ~ωe− ~ω

kT

(1− e− ~ω
kT )

. (6.8.8)

Wir erhalten also tatsächlich die aus der gewöhnlichen statistischen Mechanik bekann-
ten Zusammenhänge.



7 Semiklassische Entwicklung in der QFT

Funktionaldeterminanten und die spektrale Zeta-Funktion finden ihre häufigste An-
wendung in den semiklassischen Näherungen der Feldtheorien der statischen Physik
und der Quantenfelder (QFT) und der Theorie des Quantenchaos. Ohne tiefer in die
Quantenfeldtheorien eindringen zu wollen, sei die semiklassische Entwicklung an einem
einfachen Beispiel eines neutralen, bosonischen Feldes (Klein-Gordon-Feld) gezeigt. Wir
folgen hier im wesentlichen Zinn-Justin (2002), Kapitel 7 und Ryder (2003), Kapitel 9,
und betrachten eine euklidische Feldtheorie (siehe auch 4.5).

7.1 Das Funktional Z der Green-Funktionen

Das erzeugende Funktional der n-Punkt Green-Funktionen (Korrelationsfunktionen)
der hier betrachteten bosonischen, euklidischen Quantenfeldtheorie sei also

Z(J) ..= N
∫
D[φ] e− 1

~ (S(φ)−〈J |φ〉) = N
∫
D[φ] e− 1

~ (S(φ)−
∫
dx J(x)φ(x)) . (7.1.1)

Hierbei sei S(φ) die euklidische Wirkung, J(x) ein Quellterm und N eine Normierung
so, daß Z(0) = 1 ist.
Die n-Punkt Green-Funktionen werden folgendermaßen definiert:

G(n)(x1, x2, . . . , xn) ..= N
∫
D[φ]φ(x1)φ(x2) · · ·φ(xn) e− 1

~ (S(φ)

= N

[∫
D[φ] ( ~δ

δJ(x1)
~δ

δJ(x2) · · ·
~δ

δJ(xn)) e− 1
~ (S(φ)−

∫
dx J(x)φ(x))

]
J=0

=
[

~δ
δJ(x1)

~δ
δJ(x2) · · ·

~δ
δJ(xn) Z(J)

]
J=0

. (7.1.2)

Man kann zeigen, daß diese n-Punkt Green-Funktionen in der QFT gerade die Vakuu-
merwartungswerte des Produktes der zeitgeordneten Feld-Operatoren sind. Hierbei ist
T̂ der Zeitordnungs-Operator.

G(n)(x1, x2, . . . , xn) = 〈T̂ φ̂(x1)φ̂(x2) · · · φ̂(xn)〉 . (7.1.3)

Damit schreibt sich das erzeugende Funktional Z(J) als

Z(J) =
∞∑
n=0

1
n!

∫
dx1dx2 · · · dxn (1

~
)nG(n)(x1, x2, . . . , xn) J(x1)J(x2) · · · J(xn) .

(7.1.4)
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Im folgenden gehen wir davon aus, daß das Wirkungsfunktional S(φ) einen in φ qua-
dratischen Term 〈φ | Â | φ〉 mit einem selbstadjungierten Operator Â und einen lokalen
Selbstwechselwirkung-Term V (| φ〉) haben möge. Wir schreiben hier | φ〉 für einen ab-
strakten Vektor im Hilbert-Raum H und, wie in der Physik üblich, φ(x) ..= 〈x | φ〉
für eine Funktion φ im zu H isomorphen Hilbert-Raum L2(Rm). Wie üblich bezeichne
〈J | φ〉 =

∫
dx J(x)φ(x)).

S(| φ〉) = 1
2〈φ | Â | φ〉+ V (| φ〉) . (7.1.5)

Im wechselwirkungsfreien Fall können wir Z0(J) und G(2)
0 (x1, x2) einfach bestimmen.

S0(| φ〉) = 1
2〈φ | Â | φ〉 . (7.1.6)

Da wir Funktionalintegrale im wesentlichen nur für in φ quadratische Terme exakt
lösen können, formen wir S0 − 〈J | φ〉 zu einem quadratischen Term um (quadratische
Ergänzung). Dies geschieht am einfachsten, indem wir von | φ〉 zu einem | φ′〉 übergehen,
das gerade die Differenz von | φ〉 zu | φ0〉, dem Minimum von S0 − 〈J | φ〉, sein möge:

| φ〉 =| φ0〉+ | φ′〉 .

Das Minimum | φ0〉 von S0 − 〈J | φ〉 finden wir durch Lösung von:

δ(S0 − 〈J | φ〉)
δ | φ〉

= Â | φ〉− | J〉 = 0 . (7.1.7)

Mit dem zu Â inversen Operator Â−1 ..= ∆, der auch selbstadjungiert ist (auch freier
Propagator genannt) erhalten wir:

| φ0〉 = Â−1 | J〉 = ∆ | J〉 . (7.1.8)

Damit folgt für S0(| φ〉)− 〈J | φ〉:

S0(| φ〉)− 〈J | φ〉 = 1
2〈φ | Â | φ〉 − 〈J | φ〉

= 1
2〈(| φ

′〉+ ∆ | J〉) | Â | (| φ′〉+ ∆ | J〉)〉 − 〈J | (| φ′〉+ ∆ | J〉)〉

= 1
2〈φ

′ | Â | φ′〉+ 1
2〈J∆ | Â | φ′〉+ 1

2〈φ
′ | Â | ∆J〉+ 1

2〈J∆ | Â | ∆J〉

− 〈J | φ′〉 − 〈J | ∆ | J〉

= 1
2〈φ

′ | Â | φ′〉 − 1
2〈J | ∆ | J〉 . (7.1.9)
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Damit folgt für Z0(J):

Z0(J) = N0

∫
Dφe−

1
~ (S0(φ)−〈J |φ〉)

= N0

∫
Dφe−

1
~ ( 1

2 〈φ
′|Â|φ′〉− 1

2 〈J |∆|J〉)

= e
1

2~ 〈J |∆|J〉N0

∫
Dφ′ e−

1
~

1
2 〈φ
′|Â|φ′〉

= e
1

2~ 〈J |∆|J〉N0Z(0)

= e
1

2~ 〈J |∆|J〉 . (7.1.10)

Damit gilt für die wechselwirkungsfreien Green-Funktionen G(1)
0 und G(2)

0 :

G
(1)
0 (x1) = ~δZ0(J)

δJ(x1)

∣∣∣∣∣
J=0

= 〈x1 | ∆J〉 e
1

2~ 〈J |∆|J〉
∣∣∣
J=0

= 0 , (7.1.11)

G
(2)
0 (x1, x2) = ~2δ2Z0(J)

δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣∣
J=0

= ~〈x1 | ∆ | x2〉 e
1

2~ 〈J |∆|J〉
∣∣∣
J=0

+ 〈x1 | ∆J〉 〈∆J | x2〉 e
1

2~ 〈J |∆|J〉
∣∣∣
J=0

= ~∆(x1, x2) . (7.1.12)

Wir gehen jetzt zum Fall mit Wechselwirkungspotential V (φ) über, wobei wir voraus-
setzen, daß V (φ) sich in eine Potenzreihe nach φ entwickeln lasse. Weiter nutzen wir
aus, daß

φ(x) e 1
~ 〈J |φ〉 = ~δ

δJ(x) e
1
~ 〈J |φ〉 . (7.1.13)

Damit läßt sich Z(J) umformen zu

Z(J) = N
∫
Dφe−

1
~V (φ) e−

1
2~ 〈φ|Â|φ〉+

1
~ 〈J |φ〉

= N
∫
Dφe−

1
~V ( ~δ

δJ(x) ) e−
1

2~ 〈φ|Â|φ〉+
1
~ 〈J |φ〉

= e−
1
~V ( ~δ

δJ(x) ) N
∫
Dφe−

1
2~ 〈φ|Â|φ〉+

1
~ 〈J |φ〉

= e−
1
~V ( ~δ

δJ(x) ) Z0(J)
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= e−
1
~V ( ~δ

δJ(x) ) e
1

2~ 〈J |∆|J〉 . (7.1.14)

Die Entwicklung von Z(J) nach der Wechselwirkung V liefert die Störungsreihe für Z,
bzw. für die Green-Funktionen G(n).
Wenn man sich diese Störungsreihe genauer anschaut, dann stellt man fest, daß einige
n-Punkt Green-Funktionen faktorisieren, also

G(n)(x1, . . . , xn) = G(p)(x1, . . . , xp)G(n−p)(xp+1, . . . , xn) ,
d.h. die entsprechenden Feynman-Graphen sind unverbunden.

7.2 Das Funktional W der zusammenhängenden
Green-Funktionen

Neben dem erzeugenden Funktional Z(J) taucht häufig das erzeugende Funktional
W (J) auf. In der Thermodynamik stehen Z für die kanonische Zustandssumme und
F für die freie Energie.

1
~
W (J) ..= ln(Z(J)) ⇔ Z(J) = e

1
~W (J) . (7.2.1)

Aus der Normierung für Z(J) folgt die Normierung für W (J) zu W (0) = 0.
Analog zu Z(J) kann man auch W (J) als erzeugendes Funktional von n-Punkt Green-
Funktionen betrachten:

G(n)
c (x1, x2, . . . , xn) ..=

[
~δ

δJ(x1)
~δ

δJ(x2) · · ·
~δ

δJ(xn)
1
~
W (J)

]
J=0

⇒ (7.2.2)

1
~
W (J) =

∞∑
n=0

1
n!

∫
dx1dx2 · · · dxn (1

~
)nG(n)

c (x1, x2, . . . , xn) J(x1)J(x2) · · · J(xn) .

(7.2.3)

Man kann nun zeigen (siehe z.B. Zinn-Justin (2002)), daß diese Green-Funktionen G(n)
c

nicht faktorisieren, d.h. im Sinne der Feynman-Graphen verbunden sind. Daher heißen
die G(n)

c zusammenhängende n-Punkt Green-Funktionen.
Für den Fall nichtwechselwirkender Felder gilt:

W0(J) = 1
2〈J | ∆ | J〉 , (7.2.4)

G
(1)
c,0(x1) =

~δ 1
~W 0(J)
δJ(x1)

∣∣∣∣∣
J=0

= 〈x1 | ∆J〉|J=0 = 0 , (7.2.5)

G
(2)
c,0(x1, x2) =

~2δ2 1
~W0(J)

δJ(x1)δJ(x2)

∣∣∣∣∣
J=0

= ~∆(x1, x2) ⇒

G
(2)
c,0(x1, x2) = G

(2)
0 (x1, x2) = ~∆(x1, x2) . (7.2.6)
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7.3 Das Funktional Γ der effektiven Wirkung

Das erzeugende Funktional Γ der effektiven Wirkung (bzw. erzeugendes Funktional der
Vertexfunktionen) taucht in der QFT sehr häufig auf, weil es eine einfache physikalische
Interpretation erlaubt und weil die Renormierung üblicherweise an den Vertexfunktio-
nen vorgenommen wird. Man gelangt mittels einer Legendre-Transformation von W (J)
zu Γ(ϕ). In der Thermodynamik entspräche das dem Übergang von der freien Ener-
gie zum thermodynamischen Potential. Wir folgen in der Definition wieder Zinn-Justin
(2002) - viele andere QFT-Lehrbücher definieren Γ mit umgekehrtem Vorzeichen!

Γ(ϕ) +W (J) = 〈J | ϕ〉 , (7.3.1)

ϕ(x) ..= δW

δJ(x) und J(x) = δΓ
δϕ(x) . (7.3.2)

Aus der Normierung für W (J) folgt die Normierung für Γ(ϕ) zu Γ(0) = 0.
Wir können Γ(ϕ) als Erzeugende der Vertexfunktionen schreiben

Γ(n)(x1, x2, . . . , xn) ..=
[

δ

δϕ(x1)
δ

δϕ(x2) · · ·
δ

δϕ(xn) Γ(ϕ)
]
ϕ=0

⇒ (7.3.3)

Γ(ϕ) =
∞∑
n=0

1
n!

∫
dx1dx2 · · · dxn Γ(n)(x1, x2, . . . , xn)ϕ(x1)ϕ(x2) · · · ϕ(xn) . (7.3.4)

Sehr hilfreich ist auch der Übergang zu den Fouriertransformierten der ϕ(xi)

ϕ(xi) = (2π)−m2
∫
dpi e

i pixi ϕ̃(pi) .

Damit können wir 7.3.4 schreiben als

Γ(ϕ) =
∞∑
n=0

1
n!

∫
dx1dx2 · · · dxn Γ(n)(x1, x2, . . . , xn) ·

· (2π)−m2 n
∫
dp1 · · · dpn δ(

∑
pi) ei

∑
pixi ϕ̃(p1)ϕ̃(p1) · · · ϕ̃(p1)

=
∞∑
n=0

1
n!

∫
dp1 · · · dpn δ(

∑
pi) Γ(n)

p (p1, p2, . . . , pn) ϕ̃(p1)ϕ̃(p1) · · · ϕ̃(p1) . (7.3.5)

Dabei haben wir die aus der Translationsinvarianz

ϕ(x1 + y)ϕ(x2 + y) · · · ϕ(xn + y) = ϕ(x1)ϕ(x2) · · · ϕ(xn) ⇒

e(
∑

pi) y = 1 ⇒
∑

pi = 0
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herrührende Erhaltung des Gesamtimpulses explizit in der Delta-Funktion δ(∑ pi) auf-
geführt. Die Γ(n)

p sind folgermaßen definiert:

Γ(n)
p (p1, p2, . . . , pn) ..= (2π)−m2 n

∫
dx1dx2 · · · dxn ei

∑
pixi Γ(n)(x1, x2, . . . , xn) .

(7.3.6)

Wir können das nichtlokale Funktional 7.3.4 jedoch auch als eine lokale Entwicklung um
einen Punkt x0 schreiben, indem wir jede einzelne ϕ-Funktion um x0 herum entwickeln:

Γ(ϕ) =
∫
dx [U(ϕ) + 1

2
∑
µ

(∂µϕ(x)(x− x0)µ)2F2(ϕ) + . . . ] . (7.3.7)

Der lineare Term in dieser Entwicklung ist ungerade in x und fällt daher bei der Inte-
gration fort. Die effektive Wirkung Γ(ϕ) hat in erster Ordnung, bzw. bei konstantem
ϕ auch exakt, dort ein Minimum, wo auch das effektive Potential U(ϕ) ein Minimum
hat, denn

δΓ
δϕ(x) = dU(ϕ)

dϕ
. (7.3.8)

Um die Vertexfunktionen Γ(n)(x1, x2, . . . , xn) zu erhalten, muß man die Gleichung ϕ(x, J)
sukzessiv invertieren zu J(x, ϕ).

| ϕ〉 =| ϕ〉J=0 + δϕ

δJ

∣∣∣∣∣
J=0
| J〉+ . . . , bzw. (7.3.9)

ϕ(x) = ϕ(x)|J=0 +
∫
dx1

δϕ(x)
δJ(x1)

∣∣∣∣∣
J=0

J(x1) .

Mit 7.3.2 folgt

δϕ

δJ
= δ2W

δJδJ
= 1

~
G(2)
c , bzw. (7.3.10)

δϕ(x)
δJ(x1) = δ2W

δJ(x)δJ(x1) = 1
~
G(2)
c (x, x1) .

Damit folgt für | J〉:

| ξ〉 ..=| ϕ〉− | ϕ〉J=0 = 1
~
G(2)
c | J〉+ . . . ,

| J〉 = ~ (G(2)
c )−1 | ξ〉 − ~ (G(2)

c )−1[ . . . ] . (7.3.11)

Und hiermit können wir Γ(2) bestimmen

Γ(2) = δ2Γ
δϕ δϕ

= δJ

δϕ
= δJ

δξ
= ~ (G(2)

c )−1 , bzw. (7.3.12)
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Γ(2)(x1, x2) = δ2Γ
δϕ(x1) δϕ(x2) = δJ(x1)

δϕ(x2) = δJ(x1)
δξ(x2) = ~ (G(2)

c (x1, x2))−1 .

Erneut betrachten wir den Fall wechselwirkungsfreier Felder:

Γ(2)
0 = ~ (G(2)

c,0)−1 = ~ (G(2)
0 )−1 = Â , (7.3.13)

Γ(3)
0 = δ3Γ

δϕ δϕ δϕ
= δ2J

δϕ δϕ
= ~ δ(G(2)

c )−1

δϕ
= δÂ

δϕ
= 0 , usw.

Γ0(ϕ) = 〈ϕ | Γ(2)
0 ϕ〉 = 〈ϕ | Âϕ〉 = Ŝ0(ϕ) . (7.3.14)

Aus diesem Grund heißt Γ(ϕ) das Funktional der effektiven Wirkung.
Im Fall eines wechselwirkenden Feldes kann man Γ(2) ansetzen als

Γ(2)(x, y) = Γ(2)
0 (x, y) + Σ(x, y) , (7.3.15)

mit dem Operator Σ der effektiven Masse (oder der Selbstenergie), der die Korrekturen
durch die Vakuumfluktuationen enthält.

Γ̂(2) = Γ̂(2)
0 + Σ̂ = Â+ Σ̂ ,

Ĝ(2)
c = ~(Γ̂(2))−1 = ~

1
Â+ Σ̂

= ~
1
Â
· 1

Σ(Â)−1
= ~∆ · 1

1 + Σ∆ (7.3.16)

= ~∆(1− Σ∆ + . . . ) . (7.3.17)

Zum Abschluß wollen wir noch einige Folgerungen für ein konstantes ϕ(x) = a ziehen.
Wir betrachten zunächst den Fall J = 0:

ϕ(x)|J=0 =
~δ(1

~W )
δJ(x)

∣∣∣∣∣
J=0

= G(1)
c (x)

∣∣∣
J=0

= ~δ(ln(Z(J)))
δJ(x)

∣∣∣∣∣
J=0

= 1
Z(J) ·

~δZ(J)
δJ(x)

∣∣∣∣∣
J=0

= 〈φ(x)〉J=0 = 〈0 | φ̂(x) | 0〉
〈0 | 0〉

∣∣∣∣∣∣
J=0

= a . (7.3.18)

Wegen der Translationsinvarianz des Vakuums ist also ϕ(x)|J=0 = a konstant. Häufig
kann diese Konstante a = 0 gesetzt werden, nur im Falle eines nichttrivialen Vakuums,
z.B. bei spontaner Symmetriebrechung, wird a 6= 0 sein. Damit folgt für die effektive
Wirkung:

Γ(a) =
∞∑
n=0

1
n!

∫
dx1dx2 · · · dxn Γ(n)(x1, x2, . . . , xn) an ,
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Γ(a) =
∞∑
n=0

an

n! Γ(n)
p (p1 = 0, p2 = 0, . . . , pn = 0) ,

Γ(a) =
∫
dxU(a) = ΩU(a) . (7.3.19)

Im Fall J 6= 0 wird man versuchen, ϕ(x) um ϕ(x)|J=0 herum zu entwickeln, was als
Nächstes geschehen soll.

7.4 Semiklassische Näherung

Betrachten wir jetzt Z(J) in 7.1.1 für ~ → 0, so vermutet man sofort, daß nur das
Minimum des Exponenten zum Integral beitragen wird. Dies ist gerade der Inhalt des
klassischen Sattelpunkt-Theorems (siehe Anhang I.5), das bei geeigneten Voraussetzun-
gen auf Pfadintegrale übertragen werden kann. Das Minimum des Exponenten ist aber
gerade die Lösung φcl(x, J) der klassischen Feldgleichung:

δS

δφ(x)

∣∣∣∣∣
φcl(x,J)

= J(x) . (7.4.1)

Dabei ist φcl(x, J) ebenso wie φ(x, J) eine Funktion von x, aber ein Funktional von J .
Für J = 0 (und nach Vorraussetzung für ~ → 0) ist φ(x, 0) das Extremum von S(φ)
und ist auch gleichzeitig eine Konstante, denn

〈0 | φ̂(x) | 0〉J=0 = a ,

da wir das Vakuum als translationsinvariant voraussetzen. Bei einem einfachen Vakuum
wird a = 0 gelten, wenn eine spontan gebrochene Symmetrie vorliegt wird a 6= 0 sein.
Zugleich gilt

〈0 | φ̂(x) | 0〉J=0 = N
∫
D[φ]φ(x) e− 1

~S(φ)

= lim
~→0

N
∫
D[φ]φcl(x, 0) e− 1

~S(φ)

= φcl(x, 0) lim
~→0

N
∫
D[φ] e− 1

~S(φ) = φcl(x, 0) ⇒

〈0 | φ̂(x) | 0〉J=0 = φcl(x, J = 0) = a . (7.4.2)

Sei jetzt also φcl(x, J) ein bekanntes „Hintergrundfeld”, dann entwickeln wir das Feld
φ als Potenzreihe in ~ um dieses klassische Feld φcl:

φ ..= φcl +
√
~χ . (7.4.3)
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Ebenso entwickeln wir die Wirkung S(φ) von 7.1.5 nach φcl, setzen zur Abkürzung

S(2)(x, y, φcl) ..=
δ2S

δφ(x) δφ(y)

∣∣∣∣∣
φcl

und erhalten

S(φ)−
∫
dx J(x)φ(x) = S(φcl) +

∫
dx

δS

δφ(x)

∣∣∣∣∣
φcl

√
~χ(x)−

∫
dx J(x)φcl(x)

−
∫
dx J(x)

√
~χ(x) + ~

2

∫
dx dy S(2)(x, y, φcl)χ(x)χ(y) + . . .

= S(φcl)−
∫
dx J(x)φcl(x) + ~

2

∫
dx dy S(2)(x, y, φcl)χ(x)χ(y) . (7.4.4)

Wenn der Operator S(2)(x, y, φcl) lokal ist, läßt sich 7.4.4 vereinfachen zu:

S(2)(x, y, φcl) = S
(2)
loc (x, φcl) δ(x− y) ⇒ (7.4.5)

S(φ)−
∫
dx J(x)φ(x) = S(φcl)−

∫
dx J(x)φcl(x) + ~

2

∫
dxS

(2)
loc (x, φcl)χ2(x) .

(7.4.6)

Damit folgt für das erzeugende Funktional Z(J) (wieder mit der Normierung Z(0) = 1
und der Normierung N1 ..= exp(1

~S(a)) ):

Z(J) = N
∫
D[φ] e− 1

~ (S(φ)−
∫
dx J(x)φ(x))

= N1e
− 1

~ (S(φcl)−
∫
dx J(x)φcl(x)) N2

∫
D[φ] e− 1

~ ( ~
2

∫
dx dy S(2)(x,y,φcl) ~χ(x)χ(y))

= N1e
− 1

~ (S(φcl)−
∫
dx J(x)φcl(x)) [det(S(2)(x, y, φcl))/det(S(2)(x, y, a))]−

1
2

= exp{−1
~

(S(φcl)− S(a)−
∫
dx J(x)φcl(x))} ·

· exp{−1
2 ln[det(S(2)(x, y, φcl))/det(S(2)(x, y, a))]} , (7.4.7)

W (J) = −[S(φcl)− S(a)−
∫
dx J(x)φcl(x)]

− ~
2 {ln[det(S(2)(x, y, φcl))/det(S(2)(x, y, a))]} . (7.4.8)
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Man sieht also, daß sich die Korrekturen zu Z(J), bzw. W (J) in der ersten Ordnung
von ~ gerade durch die Determinante des Operators der zweiten Funktionlableitung
der Wirkung ergeben. Diese Determinante werden wir weiter unten mit Hilfe der Zeta-
Funktion regularisieren.
Um eine physikalische Vorstellung von der Art dieser Näherung zu bekommen, wollen
wir die beiden Beiträge nullter und erster Ordnung in ~ noch etwas genauer betrachten.

W (J) ..= W0(J) + ~W1(J) , (7.4.9)

W0(J) = −[S(φcl)− S(a)−
∫
dx J(x)φcl(x)] , (7.4.10)

W1(J) = −1
2 {ln[det(S(2)(x, y, φcl))/det(S(2)(x, y, a))]} . (7.4.11)

Wenn jetzt die Wirkung gegeben sei als S(| φ〉) = 1
2〈φ | Â | φ〉+V (| φ〉)−〈J | φ〉, dann

läßt sich formal eine Störungsreihe nach Potenzen in ~ gewinnen, wobei wir nur die 0.
und die 1. Ordnung betrachten.

Die 0. Ordnung von W (J) in ~:

Aus der Wirkung S(| φ〉) folgt die Sattelpunktgleichung:

Â | φcl〉+ |
δV

δφ
(φcl)〉 =| J〉 . (7.4.12)

Mit der Green-Funktion (dem Propagator) ∆̂ zum Operator Â, d.h. ∆̂Â = 1̂, ergibt
sich

| φcl〉 = ∆̂ | J〉 − ∆̂ | δV
δφ

(φcl)〉 (7.4.13)

= ∆̂ | J〉 − ∆̂ | δV
δφ

(∆̂ | J〉)〉+ . . . . (7.4.14)

Stellt man dieses Ergebnis als Feynman-Graph dar (mit einer Linie für den Propagator
∆̂ und einem Vertex für die Funktionalableitung δV

δφ
, so sieht man, daß diese Störungs-

reihe für | φcl(J)〉 nur Baumdiagramme und keine Schleifen enthält. Setzt man dieses
φcl(J) in W0(J) aus 7.4.10 ein, so erhält man die Störungsreihe für W0(J).

Die 1. Ordnung von W (J) in ~:

Nun wollen wir die Quantenkorrekturen von W (J) in erster Ordnung in ~, d.h. W1(J),
untersuchen. Wir beginnen mit der Darstellung von 7.4.11:

W1(J) ..= −1
2 {ln[det(S(2)(x, y, φcl))/det(S(2)(x, y, a))]}
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= −1
2 Sp[ln(S(2)(x, y, φcl)/µ2)]− ln(S(2)(x, y, a)/µ2)] .

Hier haben wir adhoc einen willkürlichen Faktor µ2 mit der Dimension eines Mas-
senquadrates eingeführt, damit wir für das Argument des Logarithmus von S(2) eine
dimensionslose Größe erhalten. Mehr zu diesen Dimensionsbetrachtungen findet sich in
Kapitel 7.5.
Jetzt sehen wir sofort, daß wegen der Spurbildung nur Integrale (Feynman-Graphen)
mit einer Schleife auftreten. Wenn zusätzlich gilt, daß

V (2)(| a〉) = 0 , (7.4.15)

wie etwa bei der (φ4)4-Theorie (ohne kosmologische Konstante), dann folgt

a = 0⇒ V (2)(φcl)
∣∣∣
φcl=a

= g

2!φ
2
cl(x)

∣∣∣∣
φcl=a

= 0 ,

dann können wir den Ausdruck für W1(J) noch weiter entwickeln:

W1(J) = −1
2 Sp[ln(Â+ V (2)(| φcl〉)/Â)]

= −1
2 Sp[ln(1̂ + ∆̂V (2)(| φcl〉))]

= −1
2 Sp[∆̂V (2)(| φcl〉)−

1
2(∆̂V (2)(| φcl〉))(∆̂V (2)(| φcl〉)) + . . .] . (7.4.16)

Im letzten Schritt wurde die Entwicklung ln(1 + x) = x− 1
2x

2 + . . . angewandt, die ja
auch für Operatoren mit einer Spektraldarstellung gilt (was wir hier voraussetzen). Für
| φcl(J)〉 können wir wieder den Baumgraphen aus 7.4.14 einsetzen und erhalten die
Störungsreihe für W (J). Hier sehen wir nun, daß tatsächlich nur Integrale (Feynman-
Graphen) mit Propagatoren, Vertices und einer einzigen Schleife aufgrund der Spurbil-
dung auftreten. Daher ist die ~-Näherung identisch mit der Ein-Schleifen-Näherung.
Hilfreich ist es auch, die effektive Wirkung und das effektive Potential zu betrachten:

Γ(φcl) ..= Γ0(φcl) + ~Γ1(φcl)

= −W (J) + 〈J | φcl〉

= −W0(J)− ~W1(J) + 〈J | φcl〉

= (S(φcl)− S(a))− 〈J | φcl〉+ 〈J | φcl〉 − ~W1(J)

= (S(φcl)− S(a)) + ~
2 Sp[ln(S(2)(x, y, φcl)/µ2)− ln(S(2)(x, y, a)/µ2)] ,

(7.4.17)
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oder bei einem lokalen Operator S(2)(x, y, φcl) = S
(2)
loc (x, φcl) δ(x− y)

Γ(φcl) = (S(φcl)− S(a)) + ~
2 Sp[ln(S(2)

loc (x, φcl)/µ2)− ln(S(2)
loc (x, a)/µ2)] . (7.4.18)

Wenn nun φcl(x) = φcl = const. ist (d.h. bei einem homogenen Hintergrundfeld), dann
folgt für das effektive Potential (mit 7.3.19):

Γ(φcl) = ΩU(φcl) ,

S(φcl) = 1
2〈φcl | Â | φcl〉+ ΩV (φcl) .

Für den Klein-Gordon-Operator Ax = −2x+m2 mit einer lokalen Selbstwechselwirkung
V (φcl) ist S(2)(x, y, φcl) lokal. Zusätzlich nehmen wir den Massenterm noch mit ins
Potential herein und schreiben Vm(φcl) ..= 1

2m
2φ2

cl + V (φcl). Damit folgt

(S(φcl)− S(a)) = Ω(Vm(φcl)− Vm(a)) ,

U(φcl) = (Vm(φcl)− Vm(a)) + ~
2 Sp[ln(S(2)

loc (x, φcl)/µ2)− ln(S(2)
loc (x, a)/µ2)] .

(7.4.19)

Aus diesem Grund wird U als effektives Potential bezeichnet, nämlich als Summe von
Vm plus den Vakuumfluktuationen der Ein-Schleifen Näherung in erster Ordnung in ~.

7.5 Dimensions-Analyse

In der Quantenfeldtheorie wird zumeist das energetische Einheiten-System verwendet.
Zur Frage der physikalischen Einheiten-Systeme und ihrer Zusammenhänge siehe sehr
schön die Anhänge A.2 bis A.4 in Zeidler (2006). Das energetische Einheiten-System
wird definiert durch

c = ~ = ε0 = k ≡ 1 . (7.5.1)

Wenn wir die Einheit der Wirkung S mit [S] bezeichnen, dann ist also S ohne Einheit,
also [S] = [~] = 1. Daraus folgen nun:

E = mc2 ⇒ [E] = [m] ,

E = pc ⇒ [E] = [p] = [m] ,

E = p · v − L ⇒ [L] = [p] = [m] ,
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S =
∫
dt L ⇒ [L] = [t]−1 = [m] ,

v = x

t
⇒ [x] = [t] = [m]−1 ,

S =
∫
dnxL ⇒ [L] = [x]−n = [m]n .

Es gibt also im energetischen Einheiten-System nur noch die eine Grundeinheit [E] =
[m] = [p] und Potenzen davon. Für den Klein-Gordon-Operator mit φ4-Potential ergibt
sich:

S =
∫
dnxφ(x)(−2x +m2)φ(x) ⇒ 1 = [x]n[φ]2[m]2 ⇒ [φ] = [m]n2−1 ,

[φ] = [m] bei n = 4 , (7.5.2)

S = g

r!

∫
dnxφr(x) ⇒ 1 = [g][x]n[φ]r ⇒ [g] = [m]n−r ,

[g] = [1] bei n = r = 4 , (7.5.3)

S = ~
2

∫ ∫
dnx dny S(2)(x, y, φ)χ(x)χ(y) ⇒ 1 = [x]2n[S(2)(x, y, φ)][φ]2 ⇒

[S(2)(x, y, φ)] = [m]2n−2 ⇒ [S(2)(x, y, φ)] = [m]6 bei n = 4 , (7.5.4)

S(2)(x, y, φ) = S
(2)
loc (x, φ) δ(x− y) ⇒ S = ~

2

∫
dnxS

(2)
loc (x, φ)χ2(x) ⇒

1 = [x]n[S(2)
loc (x, φ)][φ]2 ⇒ [S(2)

loc (x, φ)] = [m]n−2 ⇒

[S(2)
loc (x, φ)] = [m]2 bei n = 4 . (7.5.5)

Eine Dimensions-Analyse physikalischer Gleichungen erscheint auf den ersten Blick eher
trivial, jedoch ergeben sich häufig allein daraus bereits so starke Nebenbedingungen,
daß die funktionale Form von Lösungen weitgehend festgelegt ist.
Wenn man sich die Ein-Schleifen Näherung der effektiven Wirkung genauer anschaut,
dann stellt man fest, daß det(S(2)

loc (x, φcl))/det(S
(2)
loc (x, a)) für viele QFTs UV-divergent

ist. Wir werden das am Beispiel der (φ4)4-Theorie im nächsten Unterkapitel kurz zeigen.
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Deshalb geht man von der vorliegenden QFT zu einer ’regularisierten’ QFT über.
Ob man nun jedoch eine Impuls-Abschneide-Regularisierung wählt (siehe etwa Hoch-
berg u. a. (1998a)), eine Dimensions-Regularisierung, oder wie hier die Zeta-Funktions-
Regularisierung, stets kommt eine neue Variable und damit eine neue Energieskala
ins Spiel. Bei der Zeta-Funktions-Regularisierung umgeht man Pole der UV-Divergenz
mittels analytischer Fortsetzung in der komplexen Ebene. Wenn das Spektrum des Ope-
rators S(2)

loc nicht bekannt ist, wählt man zur Bestimmung der Zeta-Funktion den Weg
über die Lösung der Wärmekern-Gleichung 6.6.4:

(S(2)
loc (x, φ(x)) + ∂

∂t′
)K̂(x, y, t′) = 0 , mit K(x, y, 0) = δ(x− y) . (7.5.6)

In dieser „Wärmegleichung” wurde die neue Variable t′ eingeführt. Da [S(2)
loc (x, φ)] = [m]2

ist, haben auch die Eigenwerte λj von S
(2)
loc und die Variable 1/t′ die Dimension [m]2.

Die Zeta-Funktion von S(2)
loc wurde in 4.8.2 definiert als:

ζ
S

(2)
loc

(s) =
∑
j=1

1
λsj

=
∑
j=1

e−s lnλj ⇒ [ζ
S

(2)
loc

(s)] = [m]−2s . (7.5.7)

Dieses Ergebnis für die Dimension der Zeta-Funktion ist nun aber nicht besonders
hilfreich, da wir ja d

ds
ζ(s) berechnen wollen, und dieses dann mit einer Dimension von

(ln [m2]) · [m]−2s dimensionsmäßig nicht definierbar ist.
Stattdessen dividieren wir die ganze Wärmekern-Gleichung 7.5.6 durch die Skala von
1/t′, also durch µ2 mit [µ] = [m] und erhalten mit S(2)

loc/µ
2 und mit ∂

∂t
= ∂

∂t′
/µ2, ⇒ t =

t′ · µ2 eine dimensionslose Wärmekern-Gleichung:

(S(2)
loc (x, φ(x))/µ2 + ∂

∂t
)K̂(x, y, t) = 0 , mit K(x, y, 0) = δ(x− y) . (7.5.8)

Damit sind S(2)
loc (x, φ(x))/µ2 und t dimensionslos. Und auch K̂(t) mit dimensionslosem

t, siehe 6.6.5, ist dimensionslos:

K̂(t) = e−(S(2)
loc

(x,φ(x))/µ2) t .

Ebenso definieren wir eine dimensionslose Zeta-Funktion 7.5.7 mit λj/µ2:

ζ
S

(2)
loc
/µ2(s) =

∑
j=1

1
(λj/µ2)s =

∑
j=1

e−s ln(λj/µ2) ⇒ [ζ
S

(2)
loc
/µ2(s)] = [1] . (7.5.9)

Wir haben also die Skala µ2 der ursprünglichen Variablen 1/t′ mit der Dimension [m]2
auf die anderen Massenquadrat- bzw. Energiequadrat-Terme abgewälzt.
Mit dieser dimensionslosen Zeta-Funktion werden wir als nächstes unsere QFT regu-
larisieren, d.h. von einem UV-Pol befreien, allerdings um den Preis des neuen Skalen-
parameters µ. Mathematisch gesprochen gehen wir mit der Regularisierung also von
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unserer ursprünglichen divergenten QFT({κi}) mit den Kopplungsparametern {κi} zu
einer durch µ gekennzeichneten Schar von weniger divergenten, evtl. sogar endlichen,
QFT(µ, {κi}) über. Im Renormierungsprogramm suchen wir schließlich nach einer kon-
vergenten Untermannigfaltigkeit im Parameterraum der duch {µ, κi} gekennzeichneten
QFT’s. Wenn wir eine solche Untermannigfaltigkeit {κi(µ)} gefunden haben, suchen
wir dort nach einem geeigneten Fixpunkt µ∗, an welchem wir die Kopplungsparameter
experimentell bestimmen und damit die Theorie festlegen können.

7.6 UV-Divergenz der (φ4)4-Theorie

Hier soll ganz kurz die UV-Divergenz der (φ4)4-Theorie in der 1-Schleifen-Näherung,
d.h. in erster Ordnung von ~ gezeigt werden.

Unter der (φ4)4-Theorie verstehen wir, wie auch schon weiter oben immer wieder als
Beispiel herangezogen, die bosonische QFT in 4 Dimensionen mit der folgenden eukli-
dischen Wirkungsfunktion:

S =
∫
d4xφ(x)(−2x +m2)φ(x) + g

4!

∫
d4xφ4(x) , (7.6.1)

S
(2)
loc (x, φ(x)) = −2x +m2 + g

2φ
2
cl(x) . (7.6.2)

Wir betrachten hier nur eine massive Theorie, d.h. m > 0, um uns nicht mit der IR-
Divergenz masseloser Theorien befassen zu müssen. Weiter setzen wir der Einfachheit
halber auch voraus, daß das Hintergrundfeld φcl homogen sei, denn dann können wir
mit einer Fouriertransformation in den Impulsraum übergehen und das Ortsintegral
über das endliche Volumen Ω leicht durchführen. Wir beginnen mit dem Ausdruck für
die effektive Wirkung in erster Ordnung von ~ (siehe 7.4.18):

Γ1(φcl) = 1
2 Sp[ln(S(2)

loc (x, φcl)/µ2)− ln(S(2)
loc (x, a)/µ2)]

= 1
2 Sp[ln(S(2)

loc (x, φcl)/S
(2)
loc (x, a))]

= 1
2

∫
d4x 〈x | ln(S(2)

loc (x, φcl)/S
(2)
loc (x, a)) | x〉

= 1
2

∫
d4x

∫
d4q1

∫
d4q2 〈x | q1〉〈q1 | ln(S(2)

loc (x, φcl)/S
(2)
loc (x, a)) | q2〉〈q2 | x〉

= 1
2

∫
d4x

∫
d4q1

∫
d4q2

〈x | q1〉〈q1 | ln((q2
1 +m2 + g

2φ
2
cl)/(q2

1 +m2)) | q1〉δ(q1 − q2)〈q1 | x〉
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= 1
2

∫
d4x

∫
d4q 〈x | q〉〈q | x〉 ln((q2 +m2 + g

2φ
2
cl)/(q2 +m2))

= 1
2

∫
d4x

1
(2π)4

∫
d4q ln((q2 +m2 + g

2φ
2
cl)/(q2 +m2))

= Ω
(2π)4

1
2

∫
d4q ln((q2 +m2 + g

2φ
2
cl)/(q2 +m2))

= Ω
(2π)4

1
2

∫
d4q ln(1 +

g
2φ

2
cl

q2 +m2 ) . (7.6.3)

Für den Fall g2φ
2
cl < (q2 +m2), d.h. kleine Kopplungskonstante und kleines Hintergrund-

feld, können wir den Logarithmus entwickeln und erhalten:

Γ1(φcl) = Ω
(2π)4

1
2 [
∫
d4q

g
2φ

2
cl

q2 +m2 −
1
2

∫
d4q (

g
2φ

2
cl

q2 +m2 )2 + . . .] . (7.6.4)

Hieran sieht man bereits, daß der erste Term von Γ1(φcl) für Λ → ∞ divergiert, denn
mit 4-dimensionalen Kugelkoordinaten (siehe z.B. Hassani (1999), S. 594) ergibt sich:

lim
Λ→∞

∫
d4q

1
q2 +m2 = lim

Λ→∞

Λ∫
|q|=0

d|q|
∫∫∫

dΩm
1

q2 +m2

= (2π)2

Γ(2) lim
Λ→∞

Λ∫
|q|=0

d|q| |q|3

|q|2 +m2 =∞ . (7.6.5)

Γ1(φcl) in erster Ordnung von ~ für die (φ4)4-Theorie wird z.B. in Hochberg u. a. (1998a)
noch ausführlicher berechnet und diskutiert.

7.7 Regularisierung der (φ4)4-Theorie mit der
Zeta-Funktion

Wie schon oben sei also unser S(2)
loc der (φ4)4-Theorie der Operator:

S
(2)
loc (x, φ(x)) = −2x +m2 + g

2φ
2
cl(x) . (7.7.1)

Wir wollen uns nun die Wärmekern-Funktion G(x, y, τ) von (S(2)
loc (x, φ(x))/µ2 verschaf-

fen und daraus die Zeta-Funktion, ihre Ableitung an der Stelle 0 und die effektive
Wirkung berechnen.
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Die Green-Funktion G0(x, y, τ) der homogenen Wärmegleichung in 4 Dimensionen ist
definiert als Lösung von

[ ∂
∂τ
−2x/µ

2]G0(x, y, τ) = 0 und G0(x, y,+0) = δ(x− y) . (7.7.2)

Hierbei sei τ dimensionslos, d.h. [τ ] = 1, sowie [µ] = [m] und [x] = [y] = [m]−1. Wir
wollen zeigen, daß die folgende Green-Funktion G0(x, y, τ) eine Lösung von 7.7.2 ist:

G0(x, y, τ) = µ4

16 π2τ 2 e
−µ

2(x−y)2
4τ . (7.7.3)

Beweis: Zunächst zeigen wir, daß G0(x, y, τ) die Wärmegleichung erfüllt:

2x

µ2 G0(x, y, τ) = µ2

16π2τ 2

4∑
i=1

∂2

∂x2
i

e−
µ2(x−y)2

4τ

= µ2

16π2τ 2

4∑
i=1

∂

∂xi
[(−2µ2(xi − yi)

4τ ) e−
µ2(x−y)2

4τ ]

= µ2

16π2τ 2 [−8µ2

4τ +
4∑
i=1

4µ4(xi − yi)2

16τ 2 ] e−
µ2(x−y)2

4τ

= µ2

16π2τ 2 [−2µ2

τ
+ µ4(x− y)2

4τ 2 ] e−
µ2(x−y)2

4τ ,

∂

∂τ
G0(x, y, τ) = µ4

16π2
∂

∂τ
[ 1
τ 2 e

−µ
2(x−y)2

4τ ]

= µ4

16π2 [− 2
τ 3 + 1

τ 2 (µ
2(x− y)2

4τ 2 )] e−
µ2(x−y)2

4τ

= µ2

16π2τ 2 [−2µ2

τ
+ (µ

4(x− y)2

4τ 2 )] e−
µ2(x−y)2

4τ . 2

Damit ist die Differentialgleichung erfüllt. Jetzt zur Anfangsbedingung:

I ..= lim
τ→0+

∫
d4y G0(x, y, τ) f(y) = lim

τ→0+

∫
d4y

µ4

16 π2τ 2 e
−µ

2(x−y)2
4τ f(y) .

Wir substituieren

z ..= µ(x− y)√
4τ

⇒ y = x−
√

4τ
µ

z

und benutzen 4.7.6 (in 4 Dimensionen mit Â = 1̂ und | J〉 =| 0〉):
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I = lim
τ→0+

µ4

16π2τ 2

∫ 16τ 2

µ4 d4z e−z
2
f(x−

√
4τ
µ

z)

= f(x) 1
π2

∫
d4z e−z

2 = f(x) . 2

Wir suchen jetzt die Wärmekern-Funktion der (φ4)4-Theorie, d.h. die Green-Funktion
G(x, y, τ) in 4 Dimensionen mit:

[ ∂
∂τ

+ (−2x +m2 + g

2φ
2
cl(x))/µ2]G(x, y, τ) = 0 und G(x, y,+0) = δ(x− y) .

(7.7.4)

Diese Gleichung ist für ein beliebiges φcl(x) sehr schwer zu lösen, und wenn, dann meist
nur numerisch. Wir sind an Lösungen langsam veränderlicher Felder φcl(x) interessiert
und machen daher wieder die einfachste Näherung eines homogenen Hintergrundfeldes
φcl(x) = φcl = const. Diese Näherung läßt sich durch eine Gradientenentwicklung von
Γ(φcl(x)) verbessern, siehe etwa Hochberg u. a. (1998a) Abschnitt IX, und Zinn-Justin
(2002) Anhang A9.2, worauf wir aber hier nicht eingehen wollen.
Die Green-Funktion für 7.7.4 ist:

G(x, y, τ) = µ4

16 π2τ 2 e
−µ

2(x−y)2
4τ e

−(m2+ g
2φ

2
cl)

τ
µ2 . (7.7.5)

Beweis: Der Beweis ist ganz analog zum obigen Fall bei G0(x, y, τ). Zunächst also die
Wärmegleichung:

[2x −m2 − g

2φ
2
cl)/µ2G(x, y, τ)]

= µ2

16 π2τ 2 [−2µ2

τ
+ µ4(x− y)2

4τ 2 − (m2 + g

2φ
2
cl)] e−

µ2(x−y)2
4τ e

−(m2+ g
2φ

2
cl)

τ
µ2 ,

∂

∂τ
G(x, y, τ)]

= µ2

16 π2τ 2 [−2µ2

τ
+ µ4(x− y)2

4τ 2 − (m2 + g

2φ
2
cl)] e−

µ2(x−y)2
4τ e

−(m2+ g
2φ

2
cl)

τ
µ2 . 2

Damit ist die Differentialgleichung erfüllt. Jetzt zur Anfangsbedingung (wie oben):

lim
τ→0+

G(x, y, τ) = lim
τ→0+

G0(x, y, τ) = δ(x− y) . 2
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Jetzt zur Berechnung der Zeta-Funktion:

ζ[−2x+m2+ g
2φ

2
cl

]/µ2(s) = 1
Γ(s)

∫
dτ τ s−1

∫
d4xG(x, x, τ)

= 1
Γ(s)

∫
dτ τ s−1

∫
d4x

µ4

16π2τ 2 e
−(m2+ g

2φ
2
cl)

τ
µ2

= Ωµ4

16π2
1

Γ(s)

∫
dτ τ s−3 e

−(m2+ g
2φ

2
cl)

τ
µ2

= Ωµ4

16π2
1

Γ(s) (
m2 + g

2φ
2
cl

µ2 )2−s
∫
dτ ′ τ ′

s−3
e−τ

′

= Ωµ4

16π2
Γ(s− 2)

Γ(s) (
m2 + g

2φ
2
cl

µ2 )2−s

= Ωµ4

16π2
1

(s− 1)(s− 2) (
m2 + g

2φ
2
cl

µ2 )2−s ,

ζ[−2x+m2+ g
2φ

2
cl

]/µ2(0) = Ω
32π2 (m2 + g

2φ
2
cl)2 , (7.7.6)

ζ[−2x+m2]/µ2(0) = Ω
32π2 m

4 . (7.7.7)

Als nächstes benötigen wir die Ableitung der Zeta-Funktion nach s an der Stelle 0:

d

ds
ζ[−2x+m2+ g

2φ
2
cl

]/µ2(s)
∣∣∣∣∣
s=0

= d

ds
[ Ωµ4

16 π2
1

(s− 1)(s− 2) (
m2 + g

2φ
2
cl

µ2 )2−s]
∣∣∣∣∣
s=0

= Ωµ4

16π2 [ (−1)(2s− 3)
(s− 1)2(s− 2)2 (

m2 + g
2φ

2
cl

µ2 )2−s

+ 1
(s− 1)(s− 2) (−1) ln(

m2 + g
2φ

2
cl

µ2 ) (
m2 + g

2φ
2
cl

µ2 )2−s]
∣∣∣∣∣
s=0

= Ωµ4

16π2 (
m2 + g

2φ
2
cl

µ2 )2 [34 −
1
2 ln(

m2 + g
2φ

2
cl

µ2 )]

= Ω
32π2 (m2 + g

2φ
2
cl)2 [32 − ln(

m2 + g
2φ

2
cl

µ2 )] , (7.7.8)

d

ds
ζ[−2x+m2]/µ2(s)

∣∣∣∣∣
s=0

= Ω
32 π2 m

4 [32 − ln(m
2

µ2 )] . (7.7.9)
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Mit 4.8.3, 7.4.11, und 7.4.18 folgt für die effektive Wirkung:
Γ(φcl) = Γ0(φcl) + ~Γ1(φcl) , mit

Γ1(φcl) = +1
2[ ln{det[(−2x +m2 + g

2φ
2
cl)/µ2]} − ln{det[(−2x +m2)/µ2]}]

= −1
2[ ζ ′[−2x+m2+ g

2φ
2
cl

]/µ2(0)− ζ ′[−2x+m2]/µ2(0)]

= − Ω
64π2 [(m2 + g

2φ
2
cl)2 (3

2 − ln(
m2 + g

2φ
2
cl

µ2 ))−m4 (3
2 − ln(m

2

µ2 ))] . (7.7.10)

Hiermit haben wir die effektive Wirkung einer durch die Massenskala µ charakterisierten
Schar von (φ4)4-Quantenfeldtheorien QFT(µ,m, g) gefunden. Dies ist die Basis für die
Renormierung im folgenden Kapitel.

7.8 Kenneth Wilson (*1936)

Kenneth Wilson wurde 1936 in den USA geboren. Sein Vater war der berühmten Che-
miker E. Bright Wilson, ein Schüler von Linus Pauling. Kenneth Wilson studierte in
Harvard und promovierte 1961 am Caltech in Pasadena / Los Angeles unter Gell-Mann.
Von 1963 unterrichtete und forschte Wilson an der Cornell Universität in Ithaca, New
York.
Seine wichtigsten Beiträge zur theoretischen Physik sind seine Forschungen zu Renor-
mierungsgruppen und deren Anwendung sowohl in der Quantenfeldtheorie, als auch
in der Statistischen Physik der Phasenübergänge. Mit diesen Renormierungsmetho-
den konnte er kritische Exponenten von Phasenübergängen 2. Ordnung auch nume-
risch berechnen. Mit einer weiteren Anwendung der Renormierungsmethoden in der
Festkörper-Physik erklärte er den Kondo-Effekt. In der Quantenfeldtheorie formulierte
er eine Gitter-Quantenchromodynamik und begründete damit das Gebiet der Gitte-
reichtheorien.
1985 wurde er Leiter eines der nationalen Supercomputer-Zentren der USA in Cornell.
Wilson erhielt 1980 den ’Wolf Prize in Physics’ (zusammen mit Fisher und Kadanoff)
und 1982 den Physik-Nobelpreis.
[Quelle: Wikipedia-Wilson (2010)]

7.9 Renormierung der (φ4)4-Theorie

An dieser Stelle soll keine Einführung in das weite und tiefe Gebiet der Renormierungs-
theorie gegeben werden. Für eine allererste Orientierung empfehlen sich die beiden Ar-
tikel Wikipedia-Renormalization (2008), Wikipedia-RenormalisationGroup (2008). Lei-
der hat die philosophisch und didaktisch klare Sichtweise der Exakten Renormierungs-
Gruppen-Gleichung (ERGE) nach Wilson und Wegner in den gängigen Lehrbüchern
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der QFT und auch in den Standardwerken von Collins (1984) und Zinn-Justin (2002)
noch nicht ihren gebührenden Platz gefunden. Deshalb sei hier der sehr schöne Über-
sichtsartikel zu den diversen ERGE von Bagnuls u. Bervillier (2008) empfohlen.
Bei der Renormierungstheorie geht es um die Frage, ob wir eine Beschreibung eines dy-
namischen Systems finden können, die über viele Größenordnungen einer Längen- oder
Energieskala hinweg gültig ist. Wenn sich herausstellt, daß unsere Beschreibung des Sy-
stems bei einer Skalentransformation exakt oder näherungsweise selbstähnlich ist, dann
sprechen wir von einer renormierbaren Theorie. Selbstähnlich heißt eine Theorie genau
dann, wenn die dynamische Gleichung für die Zustandsdichte, die Hamilton-Funktion
oder die Wirkungsfunktion bei einer Skalentransformation forminvariant bleibt, mit in
der Regel angepaßten (=’renormierten’) jetzt skalenabhängigen Kopplungsparametern.
Die Selbstähnlichkeit läßt sich sehr gut mit einer Semigruppe beschreiben und erlaubt
im allgemeinen Fall auch nichtstörungstheoretische Einsichten in das Verhalten des
Systems. Aufgrund der Komplexität der ERGE-Gleichungen wird man aber rasch zu
Näherungen oder der numerischen Integration gezwungen sein. Die üblichste Näherung
bleibt nach wie vor eine Störungstheorie um einen Fixpunkt des Systems herum. Im
Fall der (φ4)4-Theorie hat Polchinski den Beweis der Renormierbarkeit dieser Theorie in
allen Ordnungen der Störungstheorie mit Hilfe einer ERGE drastisch vereinfacht. Für
einen modernen und nochmals vereinfachten Beweis auf den Spuren Polchinskis siehe
Salmhofer (1998).
Wir gehen im Folgenden also von dem Wissen aus, daß die (φ4)4-Theorie in störungs-
theoretischer Näherung in der Nähe des Infrarot-Fixpunkts renormierbar ist. Damit
ist das Zustansfunktional Z, bzw. die effektive Wirkung Γ forminvariant unter einer
Skalentransformation und die Kopplungsparameter m und g werden skalenabhängig.
Weiterhin liege keine gebrochene Symmetrie vor, d.h. es gelte a = 0, und es gebe auch
keine kosmologische Konstante, also a = 0 ⇒ S(a) = 0.

0 != µ
∂

∂µ
Γ(φcl) = µ

∂

∂µ
[Γ0(φcl) + ~Γ1(φcl) +O(~2)]

= µ
∂

∂µ
[(S(φcl)− S(a)) + ~Γ1(φcl)] +O(~2)

= µ
∂

∂µ
[S(φcl) + ~Γ1(φcl)] +O(~2) , (7.9.1)

0 != µ
∂

∂µ
{S(φcl)−

~Ω
64 π2 [(m2 + g

2φ
2
cl)2 (3

2 − ln(
m2 + g

2φ
2
cl

µ2 ))−m4 (3
2 − ln(m

2

µ2 ))]}

+ O(~2) .

Wir sind hier nur an der 1-Schleifen-Näherung der Störungstheorie interessiert, die ja
eine Näherung in der ersten Ordnung von ~, also O(~) ist. In diesem Sinne entwickeln
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wir auch die Kopplungsparameter m2(µ) und g(µ) in eine Potenzreihe in ~:

m2 ..= m2(µ) = m2(µ0) + ~[δm2](µ) = m2
0 + ~[δm2](µ), m2

0 ..= m2(µ0) ,

g ..= g(µ) = g(µ0) + ~[δg](µ) = g0 + ~[δg](µ), g0 ..= g(µ0) .

∂m2(µ)
∂µ

= O(~), und ∂g(µ)
∂µ

= O(~) . (7.9.2)

0 != µ
∂

∂µ
Γ(φcl)

= µ
∂

∂µ
Ω(m

2(µ)
2 φ2

cl + g(µ)
4! φ4

cl)

+ ~Ω
64 π2 {(m

2(µ) + g(µ)
2 φ2

cl)2 µ[ µ2

m2 + g
2φ

2
cl

(−2)(m2 + g
2φ

2
cl)

µ3 ]}

− ~Ω
64 π2 {(m

4(µ))µ[ µ
2

m2
(−2)m2

µ3 ]}+O(~2)

= µ
∂

∂µ
Ω(m

2(µ)
2 φ2

cl + g(µ)
4! φ4

cl)−
~Ω

32π2 {(m
2(µ) + g(µ)

2 φ2
cl)2 −m4(µ)}+O(~2)

= µ
∂

∂µ
Ω(m

2(µ)
2 φ2

cl + g(µ)
4! φ4

cl)−
~Ω

32π2 {(m
2(µ)g(µ)φ2

cl + g2(µ)
4 φ4

cl)}+O(~2) .

Wir bringen die Ableitungen der Kopplungskonstanten m2(µ) und g(µ) auf die linke
Seite

1
2µ

∂ m2(µ)
∂µ

φ2
cl + 1

4!µ
∂ g(µ)
∂µ

φ4
cl) = ~

32 π2 {(m
2(µ)g(µ)φ2

cl + g2(µ)
4 φ4

cl)}+O(~2)

und gewinnen mit einen Koeffizientenvergleich in den φ2
cl und φ4

cl Termen die Renor-
mierungs-Gleichungen der 1-Schleifen-Näherung:

µ
∂ g(µ)
∂µ

= 3~
16π2 g

2(µ) +O(~2) , (7.9.3)

µ
∂ m2(µ)
∂µ

= ~
16π2 m

2(µ)g(µ) +O(~2) . (7.9.4)

Häufig werden in diesem Zusammenhang auch die β− und die γ−Funktionen eingeführt:

β(g) ..= µ
∂ g(µ)
∂µ

⇒ β(g) = 3~
16π2 g

2(µ) , (7.9.5)
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γm(g) ..= 1
2 µ

∂ ln m2(µ)
∂µ

= 1
2m2(µ) µ

∂ m2(µ)
∂µ

⇒ γm(g) = ~
32π2 g(µ) . (7.9.6)

Die Renormierungs-Gleichungen 7.9.3 und 7.9.4 lassen sich integrieren und ergeben die
Lösungen:

g(µ) = g0 [1− 3~
16π2 g0 ln µ

µ0
+O(~2)]−1 , (7.9.7)

m2(µ) = m2
0 ( µ
µ0

)
~g0

16π2 eO(~2) . (7.9.8)

Beweis: Zunächst g(µ):

µ
∂ g(µ)
∂µ

= µ
∂

∂µ
g0 [1− 3~

16π2 g0 ln µ

µ0
+O(~2)]−1

= µ
∂

∂µ
g0 [1− 3~

16π2 g0 ln µ

µ0
]−1 +O(~2)

= µ g0 (−1)[1− 3~
16π2 g0 ln µ

µ0
]−2 (− 3~

16π2 g0) µ0

µ

1
µ0

+O(~2)

= 3~
16π2 g

2
0 [1− 3~

16π2 g0 ln µ

µ0
]−2 +O(~2)

= 3~
16π2 g

2 . 2

Und jetzt m2(µ):

µ
∂ m2(µ)
∂µ

= µ
∂

∂µ
[m2

0 ( µ
µ0

)
~g0

16π2 eO(~2)]

= µ
∂

∂µ
[m2

0 e
( ~g0

16π2 )(ln µ
µ0

)] (1 +O(~2))

= µ
∂

∂µ
[m2

0 (1 + ( ~g0

16π2 )(ln µ

µ0
))] (1 +O(~2))

= µm2
0
~g0

16π2
µ0

µ

1
µ0

+O(~2)

= m2
0
~g0

16π2 +O(~2) .

Wegen 7.9.2 ist ~m2(µ) = ~m2
0 +O(~2) und ~g(µ) = ~g0 +O(~2) und damit folgt:

µ
∂ m2(µ)
∂µ

= ~
16π2 m

2g +O(~2) . 2
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Damit haben wir gezeigt, daß in der Nähe des Infrarot-Fixpunktes die µ-Abhängigkeit
der (φ4)4-Theorie in erster Näherung in ~, d.h. in der 1-Schleifen-Näherung, als eine
µ-Abhängigkeit der renormierten Kopplungsparameter m2 und g verstanden werden
kann. Allerdings sehen wir im Ausdruck für g(µ) (7.9.7) bei µL einen Pol:

1 = 3~
16π2 g0 ln µL

µ0
⇒ ln µL

µ0
= 16π2

3~g0
⇒ µL = µ0 e

16π2
3~g0 . (7.9.9)

Das zeigt, daß unsere Näherung für große µ nicht mehr gültig ist, sondern nur in der
Nähe des Infrarot-Fixpunktes g0 = 0 ⇒ β(g0) = 0. Der Pol bei µL heißt Landau-
Punkt, weil Landau ihn bei seinen Untersuchungen zur QED gefunden hatte.

7.10 Renormierung und Wärmekern-Koeffizienten

Wir haben oben gezeigt, daß die (φ4)4-Quantenfeldtheorie in der Ein-Schleifen-Näherung
auf Funktionaldeterminanten führt, die mittels der spektralen Zeta-Funktion regulari-
siert und renormiert werden können. Diese Vorgehensweise ist jedoch keineswegs auf
die (φ4)4-QFT beschränkt, denn jede QFT führt ja in der Ein-Schleifen-Näherung
auf Funktionaldeterminanten, und daher eignet sich die Methode der Zeta-Funktion-
Regularisierung mit anschließender Renormierung für jede in 1. Ordnung in ~ re-
normierbare Theorie. Dies ist allgemein bekannt. Weniger bekannt ist, daß sich die
Renormierungs-Gruppen-Gleichungen (RGE) jeder QFT in n Dimensionen aus der
Kenntnis des entsprechenden Wärmekern- oder Seeley-Koeffizienten Bn ..=

∫
dx bn(x)

(siehe L.2.28) ableiten lassen. Wir folgen hier im wesentlichen der schönen Arbeit von
Hochberg u. a. (1998b).
In vielen physikalischen Veröffentlichungen zur Zeta-Funktion-Regularisierung findet
sich die folgende Formel:

ζ ′Â/µ2(0) = (lnµ2)ζÂ(0) + ζ ′Â(0) , (7.10.1)

gelegentlich ’hergeleitet’ aus der folgenden Darstellung der spektralen Zeta-Funktion

ζÂ/µ2(s) =
∑
i

1
(λi/µ2)s = µ2sζÂ(s) .

Diese ’Herleitung’ ist natürlich so nicht haltbar, weil zum einen die Reihendarstellung
der Zeta-Funktion ja nur für <(s) > n

d
(siehe 6.7.3) und nicht für s = 0 definiert ist,

zum anderen, weil für dimensionsbehaftete Operatoren Â der Ausdruck ζ ′Â(s) nicht
definiert ist (siehe Diskussion von 7.5.7). Daher wählen wir zum Beweis von 7.10.1 die
Darstellung der Zeta-Funktion 6.6.9, die auch für s = 0 konvergiert:

ζÂ/µ2(s) = 1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1K(t)
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= 1
Γ(s)

∞∫
0

dt ts−1 ∑
j=1

e−(λj/µ2) t . (7.10.2)

Mit t′ ..= t/µ2 folgt

ζÂ/µ2(s) = µ2s 1
Γ(s)

∞∫
0

dt′ t′
s−1 ∑

j=1
e−λjt

′
.

Hieraus folgt zunächst einmal, daß ζÂ/µ2(0) von µ2 unabhängig und in n Dimensionen
gleich dem Wärmekern- oder Seeley-Koeffizienten Bn ist (siehe Diskussion 6.7.3 bis
6.7.5):

ζÂ/µ2(0) = ζÂ/µ2
0
(0) = ζÂ(0) = Bn =

∫
dx bn(x) . (7.10.3)

Damit folgt für die Ableitung der Zeta-Funktion ζ ′(s) = d
ds
ζ(s):

ζ ′Â/µ2(s) = (lnµ2)µ2s 1
Γ(s)

∞∫
0

dt′ t′
s−1 ∑

j=1
e−λjt

′

+ µ2s d

ds
[ 1
Γ(s)

∞∫
0

dt′ t′
s−1 ∑

j=1
e−λjt

′ ]

= (lnµ2) ζÂ/µ2(s) + µ2s d

ds
[ 1
Γ(s)

∞∫
0

dt′ t′
s−1 ∑

j=1
e−λjt

′ ] , (7.10.4)

ζ ′Â/µ2(0) = (lnµ2) ζÂ(0) + ζ ′Â(0) , (7.10.5)

und für die Differenz zweier Zeta-Funktion-Ableitungen bei verschiedenen Energiepa-
rametern µ:

ζ ′Â/µ2(s)− ζ ′Â/µ2
0
(s) = (lnµ2) ζÂ/µ2(s)− (lnµ2

0) ζÂ/µ2
0
(s)

+ (µ2s − µ2s
0 ) d

ds
[ 1
Γ(s)

∞∫
0

dt′ t′
s−1 ∑

j=1
e−λjt

′ ] .

Dieser Ausdruck ist bei s = 0 regulär und daher folgt

ζ ′Â/µ2(0)− ζ ′Â/µ2
0
(0) = (lnµ2) ζÂ/µ2(0)− (lnµ2

0) ζÂ/µ2
0
(0)

= (ln µ
2

µ2
0
) ζÂ/µ2(0) (7.10.6)
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= (ln µ
2

µ2
0
)Bn . (7.10.7)

Wir betrachten hier nur den Fall von lokalen QFTs, und für diese ist

Âx = S
(2)
loc (φ, λj(µ)) (7.10.8)

ein Differential-Operator 2. Ordnung. Dabei verwenden wir im folgenden die Abkürzung

S
(2)
loc (φ, λj(µ)) ..= S

(2)
loc (φ, λ1(µ), . . . , λn(µ)) .

Damit schreibt sich 7.10.7

ζ ′
S

(2)
loc

(φ,λj(µ))/µ2(s)− ζ ′
S

(2)
loc

(φ,λj(µ))/µ2
0
(s) = (ln µ

2

µ2
0
)Bn . (7.10.9)

Wegen der Renormierung in 1. Ordnung in ~ gilt (siehe etwa 7.9.3):
λj(µ) = λj(µ0) +O(~), und damit folgt:

ζ ′
S

(2)
loc

(φ,λj(µ))/µ2(s)− ζ ′
S

(2)
loc

(φ,λj(µ0))/µ2
0
(s) +O(~) = (ln µ

2

µ2
0
)Bn . (7.10.10)

Unser Wirkungsfunktional schreiben wir jetzt ganz allgemein

S(φ, λj(µ)) =
n∑
k=0

λk(µ)
∫
dnx fk(x) , (7.10.11)

mit einer endlichen Zahl von Kopplungskonstanten λk(µ) und einer endlichen Zahl von
Basisfunktionalen fk(x).
Für die φn-Theorie haben wir dann f0 = 1

2(∂φ)2 und fm = 1
m!φ

m, für Fermionen f0 =
ψ̄[γµ(∂µ − Aµ)]ψ und f2 = mψ̄ψ, für Eichtheorien f0 = F · F und f1 = F · F̃ (plus
Unitarität-erhaltende Terme), usw.
Der nächste Schritt ist nun, die Renormierungsbedingung für die effektive Wirkung
7.9.1 auszuwerten:

0 != µ
∂

∂µ
Γ(φ, φ0) = µ

∂

∂µ
[Γ0(φ, φ0) + ~Γ1(φ, φ0) +O(~2)]

= µ
∂

∂µ
[(S(φ, λj(µ))− S(φ0, λj(µ))) + ~Γ1(φ, φ0, λj(µ))] +O(~2)

= µ
∂

∂µ
[(S(φ, λj(µ))− S(φ0, λj(µ)))

− ~
2(ζ ′

S
(2)
loc

(φ,λj(µ))/µ2(s)− ζ ′
S

(2)
loc

(φ0,λj(µ))/µ2(s))] +O(~2) .
(7.10.12)
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Wir setzen für den Übergang von µ→ µ0 in ζ ′(s) 7.10.10 ein und erhalten:

µ
∂

∂µ
[S(φ, λj(µ))− S(φ0, λj(µ))]

= ~
2 µ

∂

∂µ
[ζ ′

S
(2)
loc

(φ,λj(µ))/µ2(s)− ζ ′
S

(2)
loc

(φ0,λj(µ))/µ2(s)] +O(~2)

= ~
2 µ

∂

∂µ
[ζ ′

S
(2)
loc

(φ,λj(µ0))/µ2
0
(s) + (ln µ

2

µ2
0
)Bn(φ, λi(µ))

− ζ ′
S

(2)
loc

(φ0,λj(µ0))/µ2
0
(s)− (ln µ

2

µ2
0
)Bn(φ0, λj(µ))] +O(~2) .

Da wir in der 1. Ordnung in ~ arbeiten (siehe etwa 7.9.3) gilt:

Bn(φ, λj(µ)) = Bn(φ, λj(µ0) +O(~)) = Bn(φ, λj(µ0)) +O(~) ⇒ (7.10.13)

µ
∂

∂µ
[S(φ, λj(µ))− S(φ0, λj(µ))]

= ~
2 µ

∂

∂µ
[ζ ′

S
(2)
loc

(φ,λj(µ0))/µ2
0
(s) + (ln µ

2

µ2
0
)Bn(φ, λj(µ0))

− ζ ′
S

(2)
loc

(φ0,λj(µ0))/µ2
0
(s)− (ln µ

2

µ2
0
)Bn(φ0, λj(µ0))] +O(~2)

= ~ [Bn(φ, λj(µ0))−Bn(φ0, λj(µ0))] +O(~2)

= ~ [Bn(φ, λj(µ))−Bn(φ0, λj(µ))] +O(~2) , (7.10.14)

∂

∂λk(µ) [S(φ, λj(µ))− S(φ0, λj(µ))]µ∂λk(µ)
∂µ

= ~
∫
dx [bn(φ(x), λj(µ))− bn(φ0(x), λj(µ))] +O(~2) . (7.10.15)

Oben in 7.10.11 hatten wir die S(φ, λj(µ)) nach den Basisfunktionalen fj(x) ent-
wickelt. Wenn die vorliegende QFT renormierbar ist, müssen sich auch die Wärmekern-
Koeffizienten bn(φ(x), λj(µ)) nach denselben fj entwickeln lassen.

bn(φ(x), λj(µ)) =
n∑
k=0

κk(λj(µ)) fk(x) . (7.10.16)

Im Gegensatz dazu können bei einer nichtrenormierbaren QFT in den Wärmekern-
Koeffizienten zusätzliche Terme auftauchen, die nicht im Wirkungsfunktional enthalten
sind.
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Damit folgen mit Koeffizientenvergleich in den φ-Termen in 7.10.15 die 1-Schleifen Beta-
Funktionen:

βk(λj(µ)) ..=µ∂λk(µ)
∂µ

= ~κk(λj(µ)) . (7.10.17)

Dies sind gerade die gesuchten Renormierungsgruppen-Gleichungen in 1. Ordnung in
~.
Hier sind einige Punkte sehr bemerkenswert:
• Man beachte, daß keine weiteren Näherungen für φ, wie etwa homogene Felder,

etc., verwendet wurden.
• Da die Wärmekern-Koeffizienten mit ungeraden Index verschwinden, sind also

auch alle β-Funktionen in ungeraden Raumdimensionen gleich 0, d.h. in diesen
Theorien sind die Kopplungsparameter nicht von der Skala µ abhängig. Dies gilt,
wie die Wärmekern-Entwicklung, gleichermaßen für gekrümmte Raumzeiten.
• Tatsächlich werden die Vakuumfluktuationen einer jeden QFT inm Raum-Dimen-

sionen in 1. Ordnung in ~ allein von dem Wärmekern-Koeffizienten bn(φ(x), λj(µ))
bestimmt. Da die Wärmekern-Koeffizienten in der Regel Volumenintegrale (und
bei Randbedingungen zusätzlich auch Oberflächenintegrale) von geometrischen
Invarianten sind, lassen sich also die Vakuumfluktuationen auf geometrische Ei-
genschaften des elliptischen Differential-Operators auf der zugrunde liegenden
raumzeitlichen Mannigfaltigkeit zurückführen. Wir haben hier einen Hinweis da-
für, daß Vakuumfluktuationen vielleicht ganz allgemein eine Eigenschaft der Geo-
metrie der Raumzeit sein könnten - aber das ist eine andere Geschichte, die ein
andermal erzählt werden soll :-)



8 Dynamische Systeme

Unter dynamischen Systemen wollen wir hier physikalische oder mathematische Syste-
me verstehen, die eine Zeitabhängigkeit aufweisen. Weiter schränken wir das Gebiet auf
deterministische dynamische Systeme ein, d.h. wir schließen stochastische dynamische
Systeme von den folgenden Betrachtungen aus.
In den Physik-Vorlesungen zur Mechanik werden ja üblicherweise nur vollständig integ-
rable hamiltonsche Systeme behandelt, vielleicht auch noch per Störungstheorie kleine
nichtintegrable Störungen von vollständig integrablen Systemen. Aus einer umfassen-
deren Sicht handelt es sich aber bei den vollständig integrablen Systemen eigentlich nur
um winzige Inseln inmitten eines wilden Ozeans von nichtlinearen und nichtintegrablen
Systemen, in denen gänzlich neue Phänomene, wie Chaos, seltsame Attraktoren, und
dergleichen mehr auftreten.
Deterministische dynamische Systeme werden üblicherweise mit einem diskreten Zeit-
verlauf als interierte Abbildungen oder mit einem kontinuierlichen Zeitverlauf als Flüsse
modelliert. Das Gebiet der deterministischen dynamischen Systeme ist in den letzten
Jahrzehnten geradezu explodiert und hat sich zu einem umfangreichen Teilgebiet der
Mathematik entwickelt, mit zahlreichen Verbindungen zu Differentialgeometrie, Topo-
logie, Zahlentheorie - und natürlich auch der Physik. Das Buch Introduction to the
Modern Theory of Dynamical Systems von Katok u. Hasselblatt (2009) stellt auf 802
Seiten grundlegende mathematische Definitionen und Beweise über dynamische Syste-
me zusammen (ein unersetzliches Standardwerk). Wir werden uns vornehmlich an der
leichter zugänglichen und didaktisch sehr schönen physikalischen Darstellung von chao-
tischen Systemen im Chaos-Book von Cvitanović u. a. (2009) orientieren. Auch dieses im
Internet frei verfügbare Chaos-Book bringt es auf über 900 Seiten Umfang (im DIN-A4
Format), und so beschränken wir uns hier ganz bescheiden auf die Behandlung einiger
Zeta-Funktionen, die im Zusammenhang mit deterministischen dynamischen Systemen
auftreten. Schon im Zusammenhang mit den spektralen Zeta-Funktionen von ellipti-
schen Differential-Operatoren hatten wir gesehen, wie diese Zeta-Funktionen das lokale
Verhalten der Differential-Operatoren mit dem globalen Verhalten der Lösungsman-
nigfaltigkeiten und deren Topologie und topologischen Invarianten (Stichwort: Index-
Theoreme) verbinden. Eine ähnliche lokal-global Verbindung zeigt sich auch bei den
Zeta-Funktionen der deterministischen dynamischen Systeme und ist hier bekannt als
Periodische-Orbit-Theorie.
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8.1 Jules Henri Poincaré (1854 - 1912)

Abbildung 8.1: J. H. Poincaré
E. Pirou (1887), PD.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Henri_Poincaré]

Henri Poincaré wurde 1854 als Sohn eines Me-
dizinprofessors in Nancy geboren. Ab 1873
studierte er Mathematik an der École Poly-
technique und der École des Mines in Pa-
ris. Danach arbeitete er zunächst als Bergbau-
Ingenieur und anschließend als Mathematik-
dozent an der Universität Caen. Schon zwei
Jahre nach seiner Dissertation wurde Poincaré
im Jahr 1881 auf eine Professur für mathema-
tische Physik an die Sorbonne in Paris beru-
fen, wo er bis zu seinem Tod im Jahr 1912
verblieb. Seit 1887 war er Mitglied der Acadé-
mie des Sciences, seit 1908 auch der Académie
Française.

Poincarés Arbeiten umfassen mehr als 30 Bü-
cher und viele wissenschaftliche Einzelpubli-
kationen aus einem weiten Bereich der Ma-
thematik und theoretischen Physik. Beson-
ders bedeutend waren seine grundlegenden
Beiträge zur algebraischen Topologie, Homo-
logie, Kohomologie, Mannigfaltigkeiten, Dif-
ferentialformen, automorphen Funktionen, n-
Körper-Problem, und seine frühen Denkansät-

ze zur Morse-Theorie, symplektischen Geometrie, speziellen Relativitätstheorie und de-
terministischem Chaos. In der Theorie dynamischer Systeme ist gerade dieser letztge-
nannte Punkt hier von großer Bedeutung.

[Quelle: Wikipedia-Poincaré (2011)]

8.2 David Ruelle (*1935)

Ruelle studierte Bauingenieurwesen und parallel dazu Physik und Mathematik an der
Université Mons in Belgien und an der Université Libre de Bruxelles. Im Jahr 1959
promovierte er bei Prof. Res Jost an der ETH Zürich über axiomatische Quanten-
feldtheorie. Bis 1962 arbeitete Ruelle bei Jost als Assistent. Danach konnte er für 2
Jahre an das Institute for Advanced Study in Princeton gehen. Von 1964 bis zu seiner
Emeritierung im Jahr 2000 war Ruelle Professor für mathematische Physik am Institut
des Hautes Études Scientifiques (IHES) in Bures-sur-Yvette bei Paris. Ruelle ist seit
1985 Mitglied der französischen Académie des Sciences, seit 2002 auch Mitglied der
US-amerikanischen Akademie der Wissenschaften und erhielt zahlreiche Preise, u.a. die
Boltzmann-Medaille und den Henri-Poincaré-Preis.
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Abbildung 8.2: David Ruelle
G.M. Bergman (1973), CC BY-SA 3.0.

(Math. Inst. Oberwolfach)
[http://de.wikipedia.org/wiki

/David_Ruelle]

Besonders bedeutend waren Ruelles Beiträ-
ge zu den mathematischen Grundlagen der
statistischen Mechanik, zur Theorie dynami-
scher Systeme, zum deterministischen Chaos
und der Entstehung von Turbulenz. Sehr le-
senswert sind auch seine zwei kleinen popu-
lärwissenschaftlichen Bücher: Zufall und Cha-
os (Ruelle, 1993), Wie Mathematiker ticken
(Ruelle, 2010).

[Quelle: Wikipedia-Ruelle (2011)]

Im Zusammenhang mit der Theorie von Spin-
systemen und dynamischen Systeme hat sich
Ruelle auch intensiv mit den dort auftreten-
den Zeta-Funktionen beschäftigt.
Sehr schön ist das folgenden Zitat von Cvita-
nović (Cvitanović u. a. (2009), S. XV):

Long ago, when we were innocent and knew not Borel measurable α to
Ω sets, P. Cvitanović asked V. Baladi a question about dynamical zeta
functions, who then asked J.-P. Eckmann, who then asked D. Ruelle. The
answer was transmitted back: „The master says: ’It is holomorphic in a
strip’.”

8.3 Iterierte Abbildungen

Ein in der Zeit diskretes dynamisches System wird mathematisch beschrieben als ein
Tripel (T ,M, f), mit einer Menge von Zeit-Punkten T = Z bei invertierbaren Abbil-
dungen, oder T = N0 bei nichtinvertierbaren Abbildungen, einer nichtleeren MengeM
als dem Zustandsraum und einer Abbildung f : T ×M → M, welche bzgl. der Zeit
eine Gruppe (bei invertierbaren Abbildungen), oder eine Halbgruppe (bei nichtinver-
tierbaren Abbildungen) sei:

f 0(x) ..= f(0, x) = x ,

fn2(fn1(x)) ..= f(n2, f(n1, x)) = f(n2 + n1, x) = fn2+n1(x) . (8.3.1)

Man definiert für ein festes x0 ∈M die Bahnkurve (Orbit) als
ω(x0, n) ..= {fn(x0) ∈M|x0 ∈M, n ∈ T }.

Beispiel: Als einfaches Beispiel für eine eindimensionale (nichtinvertierbare) Abbildung
werden wir im Folgenden die sogenannte Zelt-Abbildung betrachten. Dies ist eine un-
imodale Abbildung f : [0, 1] → [0, 1], d.h. eine stetige Abbildung mit nur einem
Maximum im Wertebereich, die linear auf den zwei Teilintervallen M0 und M1 mit

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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M = [0, 1] =M0 +M1 ist.

f(x) =

m1x für x ∈M0 ..= [0, 1
m1

] ,
m2(1− x) = 1−x

1− 1
m1

für x ∈M1 ..=] 1
m1
, 1] . (8.3.2)

f(x)

x

1

1

m
1

m
2

0

Abbildung 8.3: Zelt-Abbildung

Das Maximum der Zelt-Abbildung liegt bei x = 1
m1

. Für beide Steigungen gilt: |m1| ≥ 1,
|m2| ≥ 1. Die Zelt-Abbildung f(x) hat zwei Fixpunkte x∗, d.h. Punkte mit f(x∗) = x∗,
nämlich x∗1 = 0 und x∗2 = m2

1+m2
. Wenn |f ′(x∗)| < 1 ist nennt man den Fixpunkt

einen Attraktor oder eine Senke, wenn |f ′(x∗)| > 1 ist spricht man von einem Repeller
oder einer Quelle. Der Hintergrund ist leicht zu sehen: wenn |f ′(x∗)| = limx1→x∗ |f(x1)−
f(x∗)|/|x1−x∗| < 1 ist, dann ist der Abstand |f(x1)−f(x∗)| kleiner als der Abstand |x1−
x∗|, und da f(x1) = x2, also der x-Startwert der nächsten f -Iteration ist, konvergiert
fn(x1) gegen f(x∗) = x∗, sofern x1 nahe genug an x∗ liegt, d.h. im Einzugsbereich
des Attraktors. Im Fall der Zelt-Abbildung ist für beide Fixpunkte |f ′(x∗)| > 1; also
handelt es sich bei beiden Fixpunkten um Repeller. 2

8.4 Flüsse

Ein in der Zeit stetiges dynamisches System wird mathematisch beschrieben als ein
Tripel (T ,M, f), mit einer Menge von Zeit-Punkten T = R bei invertierbaren Ab-
bildungen, oder T = R+ bei nichtinvertierbaren Abbildungen, einer m-dimensionalen
MannigfaltigkeitM als dem Zustandsraum und einer Abbildung f : T ×M→M, wel-
che bzgl. der Zeit eine Gruppe (bei invertierbaren Abbildungen), oder eine Halbgruppe
(bei nichtinvertierbaren Abbildungen) sei:

f 0(x) ..= f(0, x) = x , f t2(f t1(x)) ..= f(t2, f(t1, x)) = f(t2 + t1, x) = f t2+t1(x) .
(8.4.1)
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Man definiert für ein festes x0 ∈M die Bahnkurve (Orbit) als
ω(x0, t) ..= {f t(x0) ∈M|x0 ∈M, t ∈ T }.
Häufig werden Flüsse durch Vektor-Felder definiert. Hierzu wird vorausgesetzt, daß
M eine differentierbare Mannigfaltigkeit ist. Sei v(x) der Tangenten-Vektor bzgl. t an
ω(x, t) bei t = 0, dann ist v(x) ein Element des m-dimensionalen linearen Tangenti-
alraums TxM. Unter einem Vektorfeld auf M versteht man eine Abbildung v : x →
TxM für alle x ∈ M (bzw. in der Sprache der Differentialgeometrie einen Schnitt im
Tangential-Bündel TM = ∪x∈MTxM mit π ◦ v = IdM, wobei π : TM → M mit
π(TxM) = x die kanonische Projektion ist). Wenn das Vektorfeld v in lokalen Koordi-
naten als v(x1, . . . , xm) gegeben und hinreichend glatt ist (z.B. stetig differentierbar),
dann ergibt sich die Bahnkurve ω(x0, t) als eindeutige Lösung des Systems gewöhnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung:

dxi
dt

= vi(x1, . . . , xm) , mit xi(0) = x0,i . (8.4.2)

Für kleine Werte von t, d.h. in einer Umgebung von x0, kann man also aus dem lokalen
Vektorfeld v auf die Transformation f schließen. Wenn sich das System der Differen-
tialgleichungen für alle Werte von t lösen läßt, spricht man von einem vollständigen
Vektorfeld, und hinreichend dafür ist, daß die Mannigfaltigkeit M abgeschlossen und
kompakt ist. Da die Lösung eindeutig ist, können sich keine Bahnkurven überschneiden,
sie können höchstens für t→ ±∞ in einem Fixpunkt zusammenlaufen.

8.5 Topologische Invarianten

Die Frage nach topologischen Invarianten allgemeiner topologischer Räume führt in be-
liebig weite und komplexe Gebiete (z.B. die Homotopie-Theorie, darin enthalten auch
die im Anhang diskutierte Index-Theorie elliptischer (Pseudo-) Differential-Operatoren
(K.4), die Homologie-Theorie, die Kohomologie-Theorie, etc.). Hier sollen in Kürze nur
einige einfach beweisbare Tatsachen im Zusammenhang mit periodischen Orbits, im Fol-
genden kurz Zyklen genannt, in m-dimensionalen differentierbaren Mannigfaltigkeiten
M erwähnt werden. Jede differentierbare Mannigfaltigkeit hat eine natürliche Topolo-
gie, weil sie lokal einem Rm entspricht. Hier beschäftigen wir uns nur mit der Invarianz
unter topologischer Konjugation (d.h. unter stetigen Deformationen).

Definition 8.5.1 Zwei stetige Abbildungen eines topologischen Raumes in sich f, g :
M→M heißen topologisch konjugiert (oder auch C0-äquivalent), wenn es einen Ho-
möomorphismus h : M → M (d.h. eine stetige und stetig invertierbare Abbildung h)
gibt, so daß gilt: h ◦ f = g ◦ h.

Seien f, g : M → M iterierte Abbildungen, die topologische konjugiert sind, so folgt
sofort, daß auch fn, gn topologisch konjugiert sind, und ebenso Fixpunkte von f , bzw.
fn, auf Fixpunkte von g, bzw. gn abgebildet werden:

f = h−1 ◦ g ◦ h ⇒ fn = h−1 ◦ gn ◦ h . (8.5.1)
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f(x∗) = x∗ ⇒ x∗ = h−1(g(h(x∗))) ⇒ y∗ ..= h(x∗) = g(y∗) .

Also werden unter topologischer Konjugation periodische Punkte auf periodische Punk-
te und Zyklen auf Zyklen abgebildet. Das Gleiche gilt ebenso für Flüsse f t, gt :M→M.
Wichtig zum Verständnis dynamischer Systeme ist die Untersuchung der Ableitungen,
bzw. der Jacobi-Determinante von iterierten Abbildungen und Flüssen. Wir betrachten
zunächst iterierte Abbildungen f :M→M mit x1 ..= f(x0), xn ..= fn(x0) = f(xn−1).

Jij(x0) ..= ∂(f(x0))i
∂(x0)j

⇒ (8.5.2)

Jnij(x0) ..= ∂(fn(x0))i
∂(x0)j

=
n∑

k1=1

∂(f(xn−1))i
∂(xn−1)k1

· ∂(fn−1(x0))k1

∂(x0)j

=
n∑

k1=1
Jik1(xn−1)Jn−1

k1j (x0) = . . . = J(xn−1)J(xn−2) · · · J(x0) . (8.5.3)

Daraus folgt auch sofort die Gruppenstruktur (bzw. Halbgruppenstruktur):

Jn1+n2(x0) = Jn2(xn2)Jn1(x0) . (8.5.4)

Die Jakobi-Matrix Jn(x0) eines Zyklus der Länge n hängt nicht vom Startpunkt x0 ab,
da wegen der fn(x0) = x0 sofort Jn(x0) = Jn(xi) mit i ∈ {1, . . . , n} folgt. Daher schreibt
man für die Jacobi-Matrix eines Zyklus der Länge n einfach Jp ..= Jn(x0). Diese Matrix
Jp wird auch Monodromie-Matrix des Zyklus p genannt und häufig mit Mp bezeichnet.
Wird ein Zyklus der Länge n gerade r-mal durchlaufen, so ist Jrp = (Jn(x0))r = Jnr(x0).
Für Flüsse ist die entsprechende Analyse ein wenig umfangreicher. Ein Punkt x(t) auf
einer Bahnkurve die am Anfangspunkt x0 beginnt ist durch x(t) = f t(x0) gegeben. Die
entsprechende Jacobi-Matrix ist:

J tij(x0) ..= ∂xi(t)
∂x0,j

. (8.5.5)

Wenn Eigenwerte der Jacobi-Matrix J zu einem Zeitpunkt t kleiner als 1 sind, dann lau-
fen benachbarte Bahnkurven in Richtung der entsprechenden Eigenvektoren mit wach-
sendem t zusammen (stabile Richtungen), haben Eigenwerte von J den Wert 1, dann
bleiben die Abstände benachbarter Bahnkurven in Richtung der entsprechenden Ei-
genvektoren erhalten (marginale Richtungen), und sind Eigenwerte von J größer als
1, dann laufen benachbarte Bahnkurven in Richtung der entsprechenden Eigenvekto-
ren mit wachsendem t auseinander (instabile Richtungen). Eine besondere marginale
Richtung ist die Richtung der Flusses, denn:

f tf δt(x0) = f t(x0 + v(x0)δt) = f t(x0) + Jv(x0)δt ,

f δtf t(x0) = f δt(x(t)) = x(t) + v(x(t))δt ,
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f tf δt(x0) = f δtf t(x0) ⇒ v(x(t)) = Jv(x0) . (8.5.6)

Da dies auch für t = 0 gilt, ist die Richtung des Flusses v(x0) ein Eigenvektor von J
zum Eigenwert 1.
Sei x+δx ein Punkt in der Nachbarschaft von x, dann gilt für seine zeitliche Veränderung

d

dt
(x+ δx)i = vi(x+ δx) = vi(x) +

∑
j

Aij(x)δxj +O(δx2) mit Aij(x) ..= ∂vi(x)
∂xj

.

(8.5.7)

Die Matrix A(x) heißt Stabilitäts-Matrix am Punkt x. Der Zusammenhang zwischen
der Jacobi-Matrix und der Stabilitäts-Matrix ergibt sich mit x(t) = x0 + δx0 zu:

d

dt
δx(t) = ( d

dt
J t(x0))δx0 = A(x0)δx(t) = A(x0)J t(x0)δx0 ⇒

d

dt
J t(x0) = A(x0)J t(x0) , mit J0(x0) = 1̂ . (8.5.8)

Wenn A eine konstante Matrix ist, so können wir diese Differentialgleichung sofort
integrieren und erhalten:

J t(x0) = eAt . (8.5.9)

Wenn A(x0) jedoch vom jeweiligen Punkt x0 und damit implizit von t abhängt, dann
kann man ein Pfadintegral für J t(x0) herleiten. Man zerlegt den Pfad von t0 = 0 bis t
in k kleine Abschnitte mit δt ..= t

k
und definiert für J t(x0) eine Approximation J tk(x0):

J tk(x0) ..= (1 + A(xk−1)δt)(1 + A(xk−2)δt) · · · (1 + A(x0)δt) .

Für k →∞ erhält man dann das Pfadintegral

J t(x0) = lim
k→∞

J tk(x0) = lim
k→∞

eA(xk−1)δteA(xk−2)δt · · · eA(x0)δt =

= lim
k→∞

e[A(xk−1)+A(xk−2)+...+A(x0)]δt =.. e
∫ t

0 A(x(τ)) dτ . (8.5.10)

Wie bei iterierten Abbildungen folgt auch hier bei Flüssen sofort die Gruppenstruktur
(bzw. Halbgruppenstruktur):

J t2+t1(x0) = J t2(x(t1))J t1(x0) . (8.5.11)

Anders als bei iterierten Abbildungen hängt aber die Jacobi-Matrix J t(x0) von Zy-
klen der Länge Tp bei Flüssen noch vom jeweiligen Anfangspunkt x0 ab. Man schreibt
für die Jacobi-Matrix eines Zyklus Jp(x0) ..= JTp(x0). Diese Matrix Jp(x0) wird auch
Monodromie-Matrix des Zyklus p mit Startpunkt x0 genannt und häufig mit Mp be-
zeichnet. Wird ein Zyklus der Länge Tp gerade r-mal durchlaufen, so ist Jrp (x0) =
(JTpp (x0))r = JTpr(x0).
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Sehr bemerkenswert und wichtig für alles Folgende ist aber die Tatsache, daß die De-
terminante der Jacobi-Matrix det(Jp(x0)) eines Zyklus der Länge Tp bei Flüssen vom
Anfangspunkt x0 unabhängig ist und eine topologische Invariante (unter topologischer
Konjugation) ist. Dies kann man folgendermaßen sehen.
Sei f t ein Fluß mit Anfangspunkt x0 und einem Zyklus der Länge Tp und gt ein Fluß
mit Anfangspunkt y0, topologisch konjugiert zu f t. Wir hatten oben bereits gesehen,
daß unter topologischer Konjugation periodische Punkte auf periodische Punkte und
Zyklen auf Zyklen abgebildet werden. Also hat auch der Zyklus von gt die Länge Tp.
Sei h der Homöomorphismus zwischen f t und gt, dann folgt:

y ..= h(x) = h(h−1(y)) ⇒ 1 = ∂h(x)
∂x

· ∂(h−1(y))
∂y

.

y(t) = gt(y0) = h(x(t)) = h(f t(x0)) = h(f t(h−1(y0))) ,

J̃ t(y0) ..= ∂y(t)
∂y0

= ∂h(x(t))
∂x(t) · ∂x(t)

∂x0
· ∂x0

∂y0
= ∂h(x(t))

∂x(t) · J t(x0) · ∂(h−1(y0))
∂y0

= ∂h(x(t))
∂x(t) · J t(x0) · (∂h(x0)

∂x0
)−1 .

J̃Tp(y0) = ∂h(x(Tp))
∂x(Tp)

· JTp(x0) · (∂h(x0)
∂x0

)−1 = ∂h(x0)
∂x0

· JTp(x0) · (∂h(x0)
∂x0

)−1 ⇒

det(J̃Tp(y0)) = det(JTp(x0)) . (8.5.12)

Das heißt, wenn zwei Flüsse f t und gt topologisch konjugiert sind, dann sind die ent-
sprechenden Jacobi-Determinanten eines Zyklus der Länge Tp gleich. Wenn man jetzt
als spezielle Konjugation y = h(x) ..= f τ (x) wählt, also eine Verschiebung auf dem Fluß
f t um die Zeit τ , dann ist

y(t) ..= gt(y0) = h(f t(x0)) = f τ (f t(x0)) = f τ+t(x0) = f t(x(τ)) ,

und das heißt, daß f τ+t und f t topologisch konjugiert sind und daher für einen Zyklus
der Länge Tp die gleiche Jacobi-Determinante haben:

det(JTp(x(τ))) = det(JTp(x0)) . (8.5.13)

Also ist die Jacobi-Determinante eines Flusses für einen Zyklus der Länge Tp vom
Anfangspunkt x0 unabhängig und eine topologische Invariante (bzgl. der topologischen
Konjugation). Daher schreiben wir künftig einfach:

det(Jp) ..= det(JTp(x0)) . (8.5.14)
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Ebenso bedeutsam ist die Tatsache, daß auch die Eigenwerte der Jacobi-Matrix eines
Flusses für einen Zyklus der Länge Tp vom Anfangspunkt x0 unabhängig sind. Seien
λp,i und | ep,i(x0)〉 die Eigenwerte und Eigenvektoren von Jp(x0) und sei x = f t(x0) ein
Punkt der Bahnkurve durch x0 zum Zeitpunkt t, dann gilt:

Jp(x0) | ep,i(x0)〉 = λp,i | ep,i(x0)〉 ⇒

J t(x0)JTp(x0) | ep,i(x0)〉 = J t+Tp(x0) | ep,i(x0)〉 = JTp+t(x0) | ep,i(x0)〉

= JTp(x)J t(x0) | ep,i(x0)〉 = λp,iJ
t(x0) | ep,i(x0)〉 . (8.5.15)

Also ist λp,i auch Eigenwert zu Jp(x) = JTp(x) mit dem Eigenvektor J t(x0) | ep,i(x0)〉.
Also sind alle Spektralfunktionen, wie Sp(Jp), det(Jp) und det(1 − Jrp ) topologische
Invarianten (bzgl. der topologischen Konjugation).

8.6 Symbolische Dynamik

Zahlreiche dynamische Systeme lassen sich recht gut mit gewissen symbolischen dyna-
mischen Systemen beschreiben, insbesondere wenn glatte (d.h. beliebig oft differenzier-
bare) dynamische Systeme eine endliche Anzahl invarianter Teilmengen aufweisen.
Zunächst seien hier einige einfache mathematische Definitionen und Zusammenhän-
ge aus dem Gebiet der symbolischen Dynamik zusammengestellt. Wenn sich der Zu-
standsraum M des dynamischen Systems so partitionieren läßt, daß sich das System
ausschließlich in einer endlichen Anzahl von Partitionen bewegt, also M = ∪N−1

i=0 Mi ,
dann können wir diese Partitionen durchnummerieren und bezeichnen diese Nummern,
bzw. Symbole, als das Alphabet des Systems: A ..= {0, 1, . . . , N − 1}.
Den zeitlichen Weg des Systems kann man dann durch eine zweiseitig unendliche Sym-
bolsequenz sk ∈ A bei invertierbaren Abbildungen, bzw. eine einseitig unendliche Sym-
bolsequenz sk ∈ A bei nichtinvertierbaren Abbildungen beschreiben, d.h. ein Bahnkurve
(Orbit) ω ist ein Element von:

ΩN ..= AZ ..= {ω = (. . . , s−1, s0, s1, . . .) | sk ∈ A, k ∈ Z} , bzw.

ΩR
N ..= AN0 ..= {ω = (s0, s1, . . .) | sk ∈ A, k ∈ N0} . (8.6.1)

Im obigen Beispiel der Zelt-Abbbildung kann man ein einfaches binäres symbolisches
dynamisches System aufstellen: das Alphabet besteht aus {0, 1}, die Systemmenge ist
ΩR
N = {0, 1}N0 da die Abbildung f : [0, 1] → [0, 1] nichtinvertierbar ist, und wir bilden

die Bahnkurve der xk ..= fk(x0) auf die Bahnkurve der sk ab mittels:

sk ..=

0 für xk ∈M0 ,

1 für xk ∈M1 .
(8.6.2)
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Die Abbildung σN : ΩN → ΩN heißt Linksverschiebung, wenn die Zahlenfolge von ω
um eine Position nach links verschoben wird, bzw. die Zeit um eine Position nach rechts
fortschreitet, also:

σN(. . . , s−1, s0, s1, . . .) ..= (. . . , s0, s1, s2, . . .) . (8.6.3)

Wenn Ω ⊂ ΩN eine abgeschlossene Teilmenge ist, dann heißt (Ω, σN) ein symboli-
sches dynamisches System, wenn Ω invariant unter einer Linksverschiebung ist, d.h.
wenn mit der Symbolsequenz ω auch die zeitverschobene Symbolsequenz σN(ω), im
System Ω liegt. Eventuell ergänzt man das symbolische dynamische System noch um
eine Grammatik G = {g1, . . . , gn|n ∈ N, gi = (si1 , si1 , . . . , simi )}, die nicht erlaubte
endliche Symbolfolgen (Worte) gi aufzählt. Diese Grammatik bestimmt die sogenannte
algorithmische Komplexität des Systems.
Die Menge aller symbolischen dynamischen Systeme ist sehr groß und daher wollen wir
hier nur eine spezielle, aber wichtige Teilmenge betrachten, die sogenannten Markov-
Ketten. Zu dieser Teilmenge von symbolischen dynamischen Systemen gelangt man,
indem man sich auf autonome (also nicht explizit zeitabhängige) und deterministische
Systeme beschränkt. Beide Forderungen werden erfüllt, wenn man eine endliche N ×N
Transfer-Matrix T mit Matrixelementen Tik ∈ {0, 1} einführt, die definieren, ob der
Übergang vom Symbol si zum Symbol sk unmöglich oder möglich ist - und zwar un-
abhängig von der Position in der Symbolsequenz ω (d.h. unabhängig von der Zeit).
Mathematisch formuliert heißt das, wir betrachten die Teilmenge symbolisch dynami-
scher Systeme ΩT mit

ΩT ..= {ω ∈ ΩN |Tωnωn+1 = 1 fürn ∈ Z} . (8.6.4)

Nach Konstruktion ist ΩT invariant unter einer Linksverschiebung. Die Einschränkung
der Linksverschiebung σN auf die Menge ΩT bezeichnet man als σT , als eine toplogische
Markov-Kette (bzw. in der englischsprachigen Literatur häufig auch als subshift of finite
type).
Eine Matrix heißt nichtnegativ, bzw. positiv, wenn alle Matrixelemente ≥ 0, bzw. > 0
sind. Die Transfer-Matrix T ist nichtnegativ, da alle Tij ≥ 0 sind. Wenn nun das durch
die Transfer-Matrix T beschriebene symbolische dynamische System ΩT von solcher
Art ist, daß für alle n ≥ n0 ∈ N alle (T n)ij > 0 sind, dann heißt die Transfer-Matrix T
eine Perron-Frobenius-Matrix. Dies bedeutet, daß ab dem Zeitpunkt n0 der Übergang
des Systems von jedem Symbol si zu jedem Symbol sj in einem Schritt möglich ist. In
diesem Fall heißt das System ΩT topologisch mischend.
Die Anzahl der möglichen Bahnkurven der Länge n von j nach i ergibt sich als

(T n)ij =
∑

k1,k2,...,kn−1

Tik1Tk1k2 · · ·Tkn−1j , (8.6.5)

denn jeder erlaubte Weg in der Summe liefert einen Summanden 1. Die Anzahl der
Zyklen, d.h. der geschlossenen Wege, der Länge n von i nach i ist also (T n)ii und die
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Anzahl aller Zyklen der Länge n ist dann die Spur von T , also ∑i(T n)ii = Sp(T n).
Ein Zyklus der Länge n von i nach i läuft über n periodische Punkte, von denen jeder
ebenfalls als Anfangspunkt eines Zyklus der Länge n angesehen werden kann - also ist
die Anzahl aller Zyklen der Länge n, d.h. Sp(T n), gleich der AnzahlNn aller periodischen
Punkte der Periode n.

Nn = Sp(T n) ⇒ znNn = Sp((zT )n) ⇒

∞∑
n=1

znNn =
∞∑
n=1

Sp((zT )n) = Sp(
∞∑
n=1

(zT )n) = Sp( zT

1− zT ) . (8.6.6)

Gleichzeitig ist jeder Zyklus der Länge n ein Fixpunkt von (σN)n. Wenn dem symbo-
lischen dynamischen System (Ω, σN) eine interierte Abbildung f zugrunde liegt, dann
entspricht jedem Fixpunkt von (σN)n ein Fixpunkt von fn(x0).

Beispiel: Betrachten wir einmal die einfachste vollständige binäre symbolische Dyna-
mik: das Alphabet bestehe aus der Menge {0, 1} und es gebe kein grammtikalischen
Einschränkungen, d.h. alle Übergänge von einem Symbol zu jedem anderen Symbol sei-
en erlaubt, dann sehen die Transfer-Matrix T , bzw. der entsprechende Übergangs-Graph
folgendermaßen aus:

T =

 1 1

1 1

 ≡ 0
&& ""

1 ffbb . (8.6.7)

Eine Symbolsequenz ω = (. . . , 0, 1, 1, 0, 1, 1, . . .) ist ein Fixpunkt von (σ2)3 und die
Anzahl aller Zyklen der Länge 3 ist:

Sp(T 3) = Sp


 1 1

1 1


3 = Sp

 4 4

4 4

 = 8 . 2

Hilfreich ist der Begriff der Primzerlegung von Bahnkurven. Es gebe eine abzählbare
und geordnete (!) Menge von endlichen Symbolsequenzen P ..= {p0, p1, . . .} mit pi ∈
Ani . Dann können wir beliebige endliche Symbolsequenzen (Worte) der Bahnkurve ω
eindeutig in der Form einer Primzerlegung {pk1

0 p
k2
1 · · · p

kj
j } schreiben. Nehmen wir als

Beispiel wieder die vollständige binäre symbolische Dynamik. Wir wählen p0 ..= 0,
p1 ..= 1 als Primsequenzen. Die vier Symbolsequenzen der Länge 2 können wir schreiben
als 00 = p2

0, 01 = p0p1, 11 = p2
1 und p2 ..= 10 ist die dritte Primsequenz, denn p1p0 ist

wegen der vorausgesetzen Ordnung nicht erlaubt. Die acht Symbolsequenzem der Länge
3 können wir schreiben als: 000 = p3

0, 001 = p2
0p1, 010 = p0p2, p3 ..= 100, 011 = p0p

2
1,

p4 ..= 101, 110 = p1p2, 111 = p3
1, usw.
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Wenn wir jetzt Zyklen zählen wollen, könnten wir das direkt mittels der gerade vorge-
stellten Primzerlegung durchführen - was sich für eine numerische Implementation auch
anbietet. Wir folgen hier jedoch Cvitanović u. a. (2009) (Kap. 15), dessen Zählweise im
Zusammenhang mit Zyklen auch sehr transparent ist: im Beispiel der vollständigen bi-
nären symbolischen Dynamik gibt als Zyklen der Länge 1 nur die beiden Primzyklen:
p0 = 0, p1 = 1; als Zyklen der Länge 2 gibt es: 00 = p2

0, 11 = p2
1 und p2 ..= 10 und den

um einen periodischen Punkt verschobenen Zyklus 01, also 2-mal den Primzyklus p2;
als Zyklen der Länge 3 gibt es: 000 = p3

0, 111 = p3
1, 3-mal den Primzyklus p3 ..= 100,

3-mal den Primzyklus p4 ..= 101.
Wichtig in unserem Zusammenhang ist der folgende Satz:

Satz 8.6.1 (Perron-Frobenius) Wenn T eine Perron-Frobenius-Matrix ist, dann hat
T einen einfachen, positiven Eigenwert λ0 > 1, der größer als die Beträge aller anderen
Eigenwerte ist.

Beweis. Katok u. Hasselblatt (2009), S. 52, bzw. Robinson (1999), S. 125. 2

In vielen dynamischen Systemen zeigt sich nun, daß die AnzahlKn der möglichen Bahn-
kurven der Länge n (d.h. der Anzahl n der Iterationen von f) exponentiell zunimmt.
Diese Zunahme mißt man mit der topologischen Entropie h:

h ..= lim
n→∞

1
n

ln(Kn) . (8.6.8)

Wenn T eine Perron-Frobenius-Matrix mit dem größten Eigenwert λ0 ist, dann gilt

h = ln(λ0) . (8.6.9)

Beweis. (T n)ij ist die Anzahl der erlaubten Wege der Länge n von j nach i. Seien λα
und | eα〉 für α = 0, . . . ,m−1 die Eigenwerte und Rechts-Eigenvektoren von T , so folgt:

Kn =
∑
i,j

(T n)ij = (1, 1, . . . , 1)T n



1

1

...

1


= (

m−1∑
β=0

aβ〈eβ |)T n(
m−1∑
α=0

aα | eα〉)

=
m−1∑
α=0

bαλ
n
α , mit bα ..=

m−1∑
β=0

aβaα〈eβ | eα〉 .

Dabei haben wir (1, 1, . . . , 1) nach den Rechts-Eigenvektoren | eα〉 entwickelt. Damit
ergibt sich für die topologische Entropie h:

h = lim
n→∞

1
n

ln(Kn) = lim
n→∞

1
n

ln(
m−1∑
α=0

bαλ
n
α)
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= lim
n→∞

1
n

ln[b0λ
n
0 (1 +

m−1∑
α=1

bα
b0

(λα
λ0

)n)]

= ln(λ0) + lim
n→∞

1
n

[ln(b0) + ln(1 +
m−1∑
α=1

bα
b0

(λα
λ0

)n)]

= ln(λ0) . 2

Beispiel: Wir betrachten wieder das obige Beispiel eines einfachen vollständigen binären
dynamischen Systems. Die beiden Zeilen von T in 8.6.7 sind linear abhängig, deshalb
kann man T nicht diagonalisieren. Man findet aber einen Rechteigenwert leicht aus der
Lösung des charakteristischen Polynoms det(1− zT ) = 0:

det(1− zT ) = det

 1− z −z

−z 1− z

 = 1− 2z != 0 ⇒

z0 = 1
2 ⇒ λ0 = 1

z
= 2 .

Also ist die toplogische Entropie h = ln(2). Dies verwundert natürlich nicht, denn in
dem vollständigen binären dynamischen System wächst ja die Anzahl Kn der möglichen
Bahnkurven der Länge n in der Form Kn = 2n. 2

8.7 Topologische oder Artin-Mazursche Zeta-Funktion

Diese Zeta-Funktion wurde von Artin und Mazur 1965 eingeführt und wird deshalb
häufig auch als Artin-Mazursche Zeta-Funktion bezeichnet. Sie wurde von Smale 1967
weiter untersucht und bekannt gemacht. Eine ausführliche mathematische Untersu-
chung findet sich in Parry u. Pollicott (1990). Wir folgen hier im Wesentlichen wieder
Cvitanović u. a. (2009), Kapitel 15.
Wir hatten oben gesehen, daß die Anzahl aller Zyklen der Länge n gleich der Anzahl aller
Fixpunkt von (σN)n und gleich der Spur von T n ist, also Fix((σN)n) = Fix(fn(x0)) =
Sp(T n). Da die Fixpunkte von (σN)n, bzw. fn topologische Invarianten sind, kamen
Artin und Mazur auf den Gedanken, die Anzahl der Fixpunkte aller Zyklen der Länge
n in einer Zeta-Funktion ähnlich der Riemannnschen Zeta-Funktion zusammenzufassen:

ζtop(z) ..= exp
( ∞∑
n=1

zn

n
Fix((σN)n)

)
= exp

( ∞∑
n=1

zn

n
Sp(T n)

)
. (8.7.1)

Das Skelett aller Zyklen sind die sogenannten Primzyklen, Zyklen die keine kürzeren Zy-
klen enthalten. So wie man alle natürlichen Zahlen multiplikativ aus Primzahlen aufbau-
en kann, ebenso kann man alle Zyklen additiv aus Primzyklen aufbauen. Ein beliebiger
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Zyklus der Länge n kann nun entweder ein Primzyklus der Länge n = np sein, oder eine
Summe von r Wiederholungen kürzerer Primzyklen, also n = ∑

np≤n
∑∞
r=1 δn,npr . Indem

nun die Anzahl der Primzyklen im Exponenten auftaucht, erhalten wir einen multipli-
kativen Aufbau der Zyklen aus Primzyklen, ebenso wie beim Aufbau der natürlichen
Zahlen aus Primzahlen. Wenn wir in einem Primzyklus der Länge np den Anfangs-
punkt des Zyklus um eine Position verschieben, erhalten wir wieder einen Primzyklus;
es gibt also gerade np Primzyklen der Länge np. Damit erhalten wir für die topologische
Zeta-Funktion:

ζtop(z) = exp
( ∞∑
n=1

zn

n
Sp(T n)

)
= exp

( ∞∑
n=1

∑
p

np
∞∑
r=1

δn,npr
1
n
zn
)

=

= exp
(∑

p

np
∞∑
r=1

1
npr

znpr
)

= exp
(∑

p

∞∑
r=1

1
r

(znp)r
)

=

= exp
(
−
∑
p

ln(1− znp)
)

=
∏
p

(1− znp)−1 . (8.7.2)

Hierbei haben wir die r-Summation mittels der Taylorreihe ln(1 − x) = −∑∞r=1
xr

r

durchgeführt. Die Ähnlichkeit mit der Produktdarstellung der klassischen Riemanschen
Zeta-Funktion (D.3.1) sieht man sofort, wenn man mittels e−s ..= z zu einer Variablen
s übergeht:

ζ̃top(s) =
∏
p

(1− e−snp)−1 =
∏
p

(1− (lp)−s)−1 . (8.7.3)

Hierbei sind die lp ..= enp ’multiplikative topologische Längen’ der Primzyklen.
Cvitanović u. a. (2009) (Kap. 15) führen noch die partiellen Spuren (t wie trace) tp ..=
znp ein, denn ein einzelner Primzyklus einer Matrix zT der Länge np, also ((zT )np)ii
liefert ja gerade den Faktor znp (da für eine Perron-Frobenius-Matrix Tij ∈ {0, 1} ist),
wenn es sich um einen erlaubten Zyklus, bzw. 0, wenn es sich um einen nicht erlaubten
Zyklus handelt. Im Beispiel eines volständigen binären symbolischen Systems erhält
man also:

Sp(zT ) = t0 + t1 ,

Sp((zT )2) = t20 + t21 + 2t10 ,

Sp((zT )3) = t30 + t31 + 3t100 + 3t101 , etc.

Bei den hier betrachteten Perron-Frobenius-Matrizen sind die diese partiellen Spuren
tp natürlich trivial und eigentlich überflüssig; sie spielen erst bei Verallgemeinerungen
eine Rolle.
Wichtig ist der Zusammenhang der topologischen Zeta-Funktion mit der Spektral-
Determinante. Unter der Spektral-Determinante versteht man det(1− zT ), welche bei
endlicher Dimension von T ja gerade das charakteristische Polynom von T ist und
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dessen Nullstellen zi = 1
λi

die (Rechts-) Eigenwerte λi von T liefern. Mit det(A) =
exp(Sp(ln(A))) und ln(1−x) = −∑∞r=1

xr

r
folgt nun für die Spektral-Determinante von

T :

det(1− zT ) = exp (Sp(ln(1− zT ))) = exp
(
−Sp

∞∑
n=1

(zT )n
n

)

= exp
(
−
∞∑
n=1

zn

n
Sp(T n)

)
= 1
ζtop(z) . (8.7.4)

Wenn man die Exponentialfunktion von det(1 − zT ) entwickelt, erhält man die soge-
nannte Kummulanten-Entwicklung:

1
ζtop(z) = det(1− zT ) = 1− zSp(T )− z2

2
(
Sp(T 2)− (Sp(T ))2

)
− . . . . (8.7.5)

Mit dem obigen Beispiel eines vollständigen binären symbolischen Systems und den
entsprechenden partiellen Spuren tp ergibt sich also die folgende Entwicklung (von Cvi-
tanović u. a. (2009) Krümmungs-Entwicklung genannt):

1
ζtop(z) = det(1− zT ) = 1− (t0 + t1)− 1

2
(
(t20 + t21 + 2t10)− (t0 + t1)2

)
− . . .

= 1− (t0 + t1)− (t10 − t0t1)− . . . . (8.7.6)

Die Krümmungs-Entwicklung ist hier deshalb so interessant, weil sie anhand dieses ein-
fachen Beispiels des vollständigen binären symbolischen Systems sehr schön den Effekt
der sogenannten Verschattung demonstriert: bei der hier vorliegenden Perron-Frobenius-
Matrix T ist ja t10 = t0t1, d.h. die Reihe bricht bereits nach der ersten Ordnung in z ab
und liefert gerade das charakteristische Polynom det(1−zT ) = 1−(t0+t1) = 1−2z. Bei
allgemeineren dynamischen Systemen heben sich nun t10 und t0t1 und die entsprechen-
den Terme höherer Ordnung nicht mehr komplett auf, sondern nur noch näherungsweise.
So wird der Zyklus {01} vom sogenannten Pseudozyklus {0}{1} approximiert und durch
die Differenzbildung verschattet. Dadurch ist diese Krümmungs-Entwicklung beim Vor-
liegen einer Verschattung eine außerordentlich schnell konvergierende Potenzreihe und
hervorragend für die numerische Bestimmung der Nullstellen von det(1 − zT ) (bzw.
der Pole der entsprechenden Zeta-Funktion) geeignet. Wenn jedoch die Grammatik des
Systems nicht endlich ist, dann ist auch die Anzahl der Terme der Potenzreihe, in de-
nen keine Verschattung vorliegt, nicht mehr endlich und die Potenzreihe wird nur noch
schlecht konvergieren - in diesem Fall ist die Krümmungs-Entwicklung ungeeignet.

Mittels der topologischen Zetafunktion können wir jetzt die erzeugende Formel 8.6.6
für die Anzahl der periodischen Punkte der Periode n umformulieren:

∞∑
n=1

znNn = Sp( zT

1− zT ) = Sp(−z d
dz

ln(1− zT )) = −z d
dz

Sp(ln(1− zT ))
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= −z d
dz

ln(det(1− zT )) =
−z d

dz
det(1− zT )

det(1− zT ) =
−z d

dz
1

ζtop(z)
1

ζtop(z)
. (8.7.7)

Wenn wir die Anzahl Nn der periodischen Punkte der Periode n kennen, dann können
wir auf die folgende Weise auch die Anzahl der Primzyklen bestimmen. Jeder Primzy-
klus der Länge d enthält d periodische Punkte. Wenn es Md verschiedene Primzyklen
der Länge d gibt, so enthalten diese d ·Md periodische Punkte. Die Anzahl Nn aller
periodischen Punkte der Periode n ist nun die Summe über alle d ·Md, sofern d die
Periode n ganzzahlig teilt (d.h. der Primzyklus der Länge d wird r-mal durchlaufen,
so daß d · r = n ist). Mit der Möbius-Funktion µ (D.14.1) und der Möbius-Inversions
Formel (D.14.5) ergibt sich:

Nn =
∑
d: d|n

dMd ⇒ n ·Mn =
∑
d: d|n

µ(n
d

)Nd . (8.7.8)

Auch für Flüsse kann eine topologische Zeta-Funktion definiert werden. Hierbei ersetzt
man in der Eulerschen Produktdarstellung 8.7.3 die diskrete Zeit np eines Primzyklus
durch die entsprechende kontinuierliche Zeit Tp:

ζtop(s) ..=
∏
p

(1− e−sTp)−1 . (8.7.9)

8.8 Zeitentwicklung und „Zustandsfunktion”

Wir betrachten jetzt zeitstetig dynamische Systeme, also Flüsse auf einer Mannigfaltig-
keitM. Die entsprechenden Aussagen für zeitdiskrete dynamische Systeme erhält man
in der Regel einfach durch den Übergang von t→ n, f t → fn,

∫
dt→ ∑

n.
Damit wir aufM integrieren können, benötigen wir ein Maß. Ohne hier tiefer in Maß-
theorie und Ergodentheorie der dynamischen Systeme einzusteigen (bei Interesse siehe
etwa Katok u. Hasselblatt (2009), Kap. 4 und 5) nehmen wir an, daß das Maß auf
M durch dµ(x, t) = ρ(x, t) dx mit einer zeitabhängigen Dichte ρ(x, t) gegeben sei, die
angibt, wieviele Punkte des Flusses sich zum Zeitpunkt t im Volumen dx aufhalten.
Die Dichte kann in chaotisch dynamischen Systemen recht komplex sein, z.B. eine un-
stetige oder gar singuläre Funktion auf einer fraktalen Menge, aber sie soll in einem
abgeschlossenen System zu jedem Zeitpunkt normiert sein:

∫
M ρ(x, t) dx = 1.

Wenn die Zeitentwicklung des Flusses durch f t gegeben ist, dann beschreibt der Perron-
Frobenius-Operator Lt die Zeitentwicklung der Dichte ρ(x, t):

ρ(x, t) ..= Lt ◦ ρ(x0, 0) ..=
∫
M

δ(x− f t(x0))ρ(x0, 0) dx0 . (8.8.1)

Lt bildet eine Darstellung der Gruppe f t (bei invertierbaren Abbildungen), oder der
Halbgruppe f t (bei nichtinvertierbaren Abbildungen), d.h. L0 = 1̂ und Lt2◦Lt1 = Lt2+t1 ,
denn:

Lt2 ◦ Lt1 ◦ ρ(x0, 0) = Lt2 ◦ ρ(f t1(x0), t1) = ρ(f t2(f t1(x0)), t2 + t1)
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= ρ(f t2+t1(x0), t2 + t1) = Lt2+t1 ◦ ρ(x0, 0) .

Als Kern des Perron-Frobenius-Operators bezeichnet man

Lt(x, x0) ..= δ(x− f t(x0)) . (8.8.2)

Sei y(t) ..= f t(x0), dann kann man mittels der Jacobi-Matrix

J t(x0) ..= ∂y(t)
∂x0

= ∂f t(x0)
∂x0

, bzw. J tij(x0) ..= ∂(f t(x0))i
∂(x0)j

(8.8.3)

über die δ-Funktion integrieren und erhält für den Perron-Frobenius-Operator

ρ(x, t) ..= Lt ◦ ρ(x0, 0) ..=
∫
M

δ(x− f t(x0))ρ(x0, 0) dx0

=
∫
M

δ(x− y)
 ∑
x0:f t(x0)=x

1
| det(J t(x0))|

 ρ(x0, 0) dy

=
∑

x0:f t(x0)=x

1
| det(J t(x0))| ρ(x0, 0) . (8.8.4)

Wenn f t maßerhaltend in der Zeit ist, dann ist die Dichte stationär: ρ0(x) ..= ρ(x, t) =
ρ(x, 0). Zudem ist ρ0(x) eine Eigenfunktion des Perron-Frobenius-Operators zum Ei-
genwert 1, denn ρ0 = Lt ◦ ρ0. Physiker interessieren sich jetzt nicht für die Vielzahl
von möglichen singulären stationären Dichten, sondern vornehmlich für Dichten, die
das Langzeit-Verhalten deterministischer dynamischer Systeme modellieren. In diesem
Zusammenhang hat sich das Sinai-Ruelle-Bowen Maß (SRB-Maß oder auch natürliches
Maß oder Gleichgewichts-Maß) etabliert. Sei x0 ∈ M eine generischer Punkt in M,
dann ist das SRB-Maß als die asymptotische Dichte ρ̄x0 definiert:

ρ̄x0(y) ..= lim
t→∞

1
t

t∫
0

δ(y − f τ (x0)) dτ . (8.8.5)

Per Definition ist das SRB-Maß stationär. Da das SRB-Maß als Grenzwert definiert
ist, ist es keineswegs sicher, daß für ein beliebiges dynamisches System das SRB-Maß
existiert. Tatsächlich ist die mathematische Existenz des SRB-Maßes im Wesentlichen
nur für Attraktoren von gleichmäßig hyperbolischen Systemen bewiesen worden (siehe
etwa Robinson (1999), S. 393).
Sei a :M→ R eine Observable des dynamischen Systems. Im physikalischen Kontext
wird a zumeist als glatt, d.h. als C∞-Funktion angenommen. Der räumliche Mittelwert
von a inM mit der Dichte ρ ist definiert als:

〈a〉ρ(t) ..=
∫
M

ρ(x, t) a(x) dx . (8.8.6)
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Mit der SRB-Dichte ergibt sich

〈a〉ρ̄x0
=
∫
M

ρ̄x0(x) a(x) dx = lim
t→∞

1
t

t∫
0

∫
M

δ(x− f τ (x0)) a(x) dx dτ

= lim
t→∞

1
t

t∫
0

a(f τ (x0)) dτ =.. āx0 . (8.8.7)

Der räumliche Mittelwert 〈a〉ρ̄x0
ist also gleich dem zeitlichen Mittelwert āx0 . Dies ist ein

Beispiel für den Birkhoffschen Ergoden-Satz (siehe etwa Katok u. Hasselblatt (2009), S.
136 ff.). Dieser Mittelwert āx0 kann nun aber recht wild vom Anfangspunkt der Bahn-
kurve x0 abhängen. Daher betrachtet man häufig bei Funktionen des Anfangspunktes
x0 noch die zusätzliche Mittelung über alle Anfangspunkte x0 ∈M:

〈a〉 ..= 〈āx0〉 ..=
1
|M|

∫
M

āx0 dx0 = lim
t→∞

1
|M|

∫
M

1
t

t∫
0

a(f τ (x0)) dτ dx0 . (8.8.8)

Smale hatte bereits 1967 darüber spekuliert, ob man die Artin-Mazursche Zeta-Funktion
von topologischen dynamischen Systemen vielleicht auf andere dynamische Systeme ver-
allgemeinern könne. Eine solche Verallgemeinerung wurde dann von Ruelle auf demWeg
über den von ihm entwickelten thermodynamischen Formalismus dynamischer Systeme
(sieheRuelle (1978)) gefunden. Wir folgen hier wieder Cvitanović u. a. (2009) (Kap. 17-
19). Die zugrunde liegende Idee ist es, genau wie bei der topologischen Zeta-Funktion,
zunächst im Raum der Bahnkurven eine multiplikative Gruppe zu konstruieren und
dann beliebige Bahnkurven durch Produkte von Primzyklen zu approximieren.
Zunächst geht man von der Observablen a :M→ R zu einer über eine Bahnkurve mit
Anfangspunkt x0 integrierten Observablen über:

At(x0) ..=
t∫

0

a(f τ (x0) dτ , bzw. diskret: An(x0) ..=
n−1∑
i=0

a(f i(x0)) . (8.8.9)

Für einen periodischen Zyklus ergibt sich mit der Zyklus-Umlaufzeit Tp und der Um-
laufzahl r ∈ N:

Ap ..=
Tp∫
0

a(f τ (x0) dτ ⇒

ap ..= ā(x0) = lim
t→∞

1
t

t∫
0

a(f τ (x0)) dτ

= lim
r→∞

1
rTP

[rAp +
tmodTp∫

0

a(f τ (x0)) dτ ] = Ap
Tp

. (8.8.10)
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Entsprechend ergibt sich für einen periodischen Zyklus mit der diskreten Zyklus-Umlauf-
zeit np und der Umlaufzahl r ∈ N:

Ap ..=
n−1∑
i=0

a(f i(x0)) =
n∑
i=1

a(f i(x0)) ⇒

ap ..= ā(x0) = lim
n→∞

1
n

n∑
i=1

a(f i(x0))

= lim
r→∞

1
rnP

[rAp +
nmodnp∑
i=1

a(f i(x0))] = Ap
np

. (8.8.11)

Die At(x0) bilden bzgl. der Zeit eine additive Gruppe (bei invertierbaren Flüssen f t),
bzw. eine Halbgruppe (bei nicht invertierbaren Flüssen f t). Indem man zu exp(At(x0))
übergeht, gelangt man zu der gewünschten multiplikativen Gruppenstruktur.

Im nächsten Schritt mittelt man über alle Anfangspunkte x0 und definiert für diese
Größe einen Zeitentwicklungs-Operator, ganz analog zum Perron-Frobenius-Operator.

ets(β) ..= 〈eβAt〉 = 1
|M|

∫
M

eβA
t(x0) dx0 mit (8.8.12)

s(β) ..= lim
t→∞

1
t

ln〈eβAt〉 . (8.8.13)

β ist im Kontext der dynamischen Systeme nur ein physikalisch unbestimmter Hilfspara-
meter. Hier sieht man natürlich sofort, wie Ruelle die Theorie analog zur Thermodyna-
mik entwickelt hat. Daher nannte er in seinen Arbeiten 〈exp(βAt)〉 auch die „Zustands-
funktion”, s(β) den „Druck”, t das „Volumen” und limt→∞ den „thermodynamischen
Grenzwert” (analog zum „Grenzwert großer Systeme” limV→∞ in der Thermodyna-
mik). Wenn s(β) einmal bestimmt ist, dann folgen daraus durch Ableitung nach β alle
interessierenden Mittelwerte von a:

∂s

∂β

∣∣∣∣∣
β=0

= lim
t→∞

1
t
〈At〉 = 〈a〉 , (8.8.14)

∂2s

∂β2

∣∣∣∣∣
β=0

= lim
t→∞

1
t

∂

∂β

〈AteβAt〉
〈eβAt〉

∣∣∣∣∣
β=0

= lim
t→∞

1
t
(〈AtAt〉 − 〈At〉〈At〉)

= lim
t→∞

t (〈a2〉 − 〈a〉2) = lim
t→∞

t 〈(a− 〈a〉)2〉 . (8.8.15)

Analog zum Perron-Frobenius-Operator soll jetzt ein Zeitentwicklungs-Operator Lt für
〈exp(βAt)〉 definiert werden. Jede Bahnkurve in M mit dem Anfangspunkt x0 ist ja
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gegeben durch δ(x−f t(x0)) und da wir das System hier als abgeschlossenen betrachten,
gilt:∫

M

δ(x− f t(x0)) dx = 1 für alle t und für alle x0 ∈M . (8.8.16)

Damit folgt für 〈exp(βAt)〉:

〈eβAt〉 = 1
|M|

∫
M

eβA
t(x0) dx0 = 1

|M|

∫
M

dx0

∫
M

dx δ(x− f t(x0)) eβAt(x0)

=.. 1
|M|

∫
M

dx0

∫
M

dxLt(x, x0) =.. 〈Lt〉 , (8.8.17)

d.h. Lt(x, x0) ..= δ(x− f t(x0)) exp(βAt(x0)) betrachten wir als den Kern eines von der
Observablen a abhängigen Zeitentwicklungs-Operators Lt:

(Ltφ)(x) ..= Lt ◦ φ(x0) ..=
∫
M

dx0 δ(x− f t(x0)) exp(βAt(x0))φ(x0) . (8.8.18)

Für die diskrete Zeitabhängigkeit bei interierten Abbildungen ergibt sich völlig analog:

(Lnφ)(x) ..= Ln ◦ φ(x0) ..=
∫
M

dx0 δ(x− fn(x0)) exp(βAn(x0))φ(x0) . (8.8.19)

Der Erwartungswert von ets(β) = 〈exp(βAt)〉 wird für t→∞ von dem größten Eigenwert
von Lt dominiert, wenn dieser mit der Zeit exponentiell wächst.
Lt bildet eine Darstellung der Gruppe f t (bei invertierbaren Abbildungen), oder der
Halbgruppe f t (bei nichtinvertierbaren Abbildungen), d.h. L0 = 1̂ und Lt2◦Lt1 = Lt2+t1 ,
denn:

Lt2 ◦ Lt1 ◦ φ(x0)) = Lt2 ◦

∫
M

dx0 δ(x1 − f t1(x0)) exp(βAt1(x0))φ(x0)


=
∫
M

dx1 δ(x2 − f t2(x1)) exp(βAt2(x1))

·
∫
M

dx0 δ(x1 − f t1(x0)) exp(βAt1(x0))φ(x0)

=
∫
M

dx1 δ(x2 − f t2(x1))

·
∫
M

dx0 δ(x1 − f t1(x0)) exp(β(At2(x1) + At1(x0)))φ(x0)
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=
∫
M

dx0 δ(x2 − f t2(f t1(x0))) exp(β(At2(f t1(x0)) + At1(x0)))φ(x0)

=
∫
M

dx0 δ(x2 − f t2+t1(x0)) exp(βAt2+t1(x0))φ(x0)

= Lt2+t1 ◦ φ(x0) .

8.9 Spektraldeterminanten für iterierte Abbildungen

Sei L der Zeitentwicklungs-Operator einer iterierten Abbildungen f . Dies ist ein linearer
Operator und seine Eigenwerte λi = 1

zi
folgen als die Nullstellen der Determinante:

det(1− zL) =
∏
i

(1− zλi) != 0 . (8.9.1)

Für endliche Matrizen L ist dies das charakteristische Polynom in z, für unendlich-
dimensionale Operatoren L ist dies eine Potenzreihe in z, deren Konvergenzverhalten
im jeweiligen Fall zu untersuchen ist.
Mit det(X) = exp(Sp(ln(X))) und ln(1− x) = −∑∞n=1

xn

n
folgt:

det(1− zL) = exp(Sp(ln(1− zL))) = exp
(
Sp(−

∞∑
n=1

znLn

n
)
)

= exp
(
−
∞∑
n=1

zn

n
Sp(Ln)

)
. (8.9.2)

Nun ist die Sp(Ln) gleich der Summe über alle Zyklen der Länge n. Also können wir
die Summation über n als Doppelsummation über die Länge der Primzyklen np und
Wiederholungen r mit n = npr schreiben:

det(1− zL) = exp
(
−
∑
p

∞∑
r=1

znpr

npr
Sp(Lnpr)

)
.

Jetzt soll die Spur von Lnpr bestimmt werden. Aus der Definition von Ln (8.8.19) folgt:

Sp(Lnpr) =
∫
M

dx δ(x− fnpr(x)) exp(βAnpr(x))

=
∑

xi:xi=fnp (xi)

1
| det(1− Jrp )| exp(βAnpr) = np

exp(βAnpr)
| det(1− Jrp )|

= np
exp(βrAp)
| det(1− Jrp )| . (8.9.3)
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Der führende Faktor np entsteht, da jeder Primzyklus p ja np periodische Punkte hat,
von denen jeder Anfangspunkt eines Zyklus der Länge np ist, und da Anpr(x) in einem
Primzyklus nicht von Anfangspunkt xi, i ∈ 0 . . . np − 1 abhängt (siehe 8.8.9):

Anpr(x0) =
npr−1∑
i=0

a(f i(x0)) = r
np−1∑
i=0

a(f i(x0)) = rAp . (8.9.4)

Damit folgt jetzt für die Spektraldeterminante det(1− zL):

det(1− zL) = exp
(
−
∑
p

∞∑
r=1

znpr

r

exp(βrAp)
| det(1− Jrp )|

)
. (8.9.5)

Bislang haben wir in keiner Weise Fragen der Konvergenz behandelt. An dieser Stelle
muß man aber offenkundig dafür Sorge tragen, daß der Nenner nicht 0 wird und dafür
ist hinreichend, daß das System hyperbolisch ist, d.h. das alle Eigenwerte |λi| < 1 sind
(kontrahierende Richtungen), oder |λi| > 1 sind (expandierende Richtungen).

8.10 Spektraldeterminanten für Flüsse

Sei Lt der lineare Zeitentwicklungs-Operator eines Flusses mit dem infinitesimalen Ge-
nerator B, d.h.

Lt =.. eBt , (8.10.1)

und sei B beschränkt: ||B|| ≤ β. Dann ist es sinnvoll, statt dem Spektrum von Lt

das Spektrum von B untersuchen, bzw. das Spektrum der Resolventen von B, welches
gerade die Laplace-Transformierte von Lt ist:

∞∫
0

Lte−st dt =
∞∫
0

e(B−s)t dt = 1
s−B

für <(s) > β . (8.10.2)

Dann ist auch die Resolvente (s−B)−1 ein beschränkter Operator, denn

|| 1
s−B

|| = || 1
B − s

|| ≤
∞∫
0

e||B−s||t dt =
∞∫
0

e(β−s)t dt = 1
s− β

.

Für die Spektraldeterminante det(s−B) folgt mit det(X) = exp(Sp(ln(X))):

det(s−B) = exp(Sp(ln(s−B))) = C · exp(Sp(
s∫
β

1
s′ −B

ds′))

= C · exp(Sp(
s∫
β

∞∫
0

e(B−s′)t dt ds′)) = C exp(Sp(
s∫
β

∞∫
0

Lte−s
′t dt ds′))
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= C · exp(
s∫
β

∞∫
0

Sp(Lt)e−s′t dt ds′) , (8.10.3)

mit

C ..= exp(Sp(ln(β −B))) = det(β −B) . (8.10.4)

Im nächsten Schritt soll die Sp(Lt) bestimmt werden, was zu einer Summe über alle
Zyklen führt. Dabei muß aber berücksichtigt werden, daß ein Fluss immer zumindest
eine marginale Richtung mit einem Eigenwert der Größe λ‖ = 1 in Richtung des Flusses
hat (siehe 8.5.6) und die Integration in Richtung des Flusses separat zu behandeln ist. In
Richtung senkrecht zum Fluss gehen wir wieder davon aus, daß das System hyperbolisch
ist, d.h. das alle Eigenwerte |λi| < 1 sind (kontrahierende Richtungen), oder |λi| > 1
sind (expandierende Richtungen).

Sp(Lt) =
∫
M

dx δ(x− f t(x)) exp(βAt(x))

=
∫
M⊥

∫
M‖

dx⊥dx‖ δ(x⊥ − f t(x⊥)) δ(x‖ − f t(x‖)) exp(βAt(x)) .

Wir gehen zur Laplace-Transformierten über, wobei wir noch eine Regularisierung vor-
nehmen, indem wir statt

∫∞
0 . . . dt nur über

∫∞
ε . . . dt integrieren, d.h. wir ignorieren

den Beitrag
∫ ε

0 . . . dt der ganz kurzen Zyklen. Dieser Beitrag hat in Quantenmechanik
ein Analogon im Thomas-Fermi-Beitrag zur Zustandsdichte (siehe Unterkapitel 8.12.2,
und Cvitanović u. a. (2009), S. 361, Übungsaufgabe 18.1.).

∞∫
ε

Sp(Lt)e−s′t dt =
∞∫
ε

dt
∫
M⊥

∫
M‖

dx⊥dx‖ δ(x⊥ − f t(x⊥))

· δ(x‖ − f t(x‖)) exp(βAt(x)− s′t)

=
∞∫
ε

dt
∫
M⊥

dx⊥ δ(x⊥ − f t(x⊥))

·
Tp∫
0

dτ v(τ) δ(x‖(τ)− x‖(t+ τ)) exp(βAt(x)− s′t) .

Die Zeit t kann man jetzt als t = rTp + t′ schreiben, d.h. als r Wiederholungen der
Zykluszeit Tp plus t′ ∈ [0, Tp[ :

∞∫
ε

Sp(Lt)e−s′t dt =
∑
p

∞∑
r=1

ε∫
(−Tp+ε)

dt′
∫
M⊥

dx⊥ δ(x⊥ − f rTp+t′(x⊥))
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·
Tp∫
0

dτ v(τ) δ(x‖(τ)− x‖(rTp + t′ + τ))

· exp(βArTp+t′(x)− s′(rTp + t′)) .

Im nächsten Schritt wird die t′-Integration (d.h. die Laplace-Transformation) über den
Anteil der marginalen Richtung x‖ durchgeführt:

g(t′) ..= x‖(τ)− x‖(rTp + t′ + τ) = x‖(τ)− x‖(t′ + τ) ,

∂

∂t′
g(t′) = −∂x‖(t

′ + τ)
∂t′

= −v(t′ + τ) .

g(t′) hat eine Nullstelle bei t′0 = 0 und

∂

∂t′
g(t′)

∣∣∣∣∣
t′=0

= −v(τ) .

Damit erhalten wir für die Deltafunktion in x‖-Richtung:

δ(g(t′)) = δ(x‖(τ)− x‖(t′ + τ)) = 1
|g′(t′0)|δ(t

′) = 1
v(τ)δ(t

′) .

Und damit folgt:
∞∫
ε

Sp(Lt)e−s′t dt =
∑
p

∞∑
r=1

∫
M⊥

dx⊥ δ(x⊥ − f rTp(x⊥))

·
Tp∫
0

dτ exp(βArTp(x)− s′rTp) .

Mit 8.8.9 und 8.8.10 gilt ArTp(x) = rAp und damit folgt:
∞∫
ε

Sp(Lt)e−s′t dt =
∑
p

∞∑
r=1

∫
M⊥

dx⊥ δ(x⊥ − f rTp(x⊥))Tp exp(βrAp − s′rTp)

=
∑
p

Tp
∞∑
r=1

exp(βrAp − s′rTp)
| det(1− Jr⊥,p)|

. (8.10.5)

Dabei ist J⊥,p die (m− 1)-dimensionale Jacobi-Matrix senkrecht zur Flussrichtung für
einen Zyklus. Und schließlich setzen wir dieses Ergebnis 8.10.5 in 8.10.3 ein:

det(s−B) = C · exp(
s∫
β

ds′
∑
p

Tp
∞∑
r=1

exp(βrAp − s′rTp)
| det(1− Jr⊥,p)|

)



8.11 Dynamische oder Ruellesche Zeta-Funktion 179

= exp(−
∑
p

∞∑
r=1

1
r

exp(βrAp − srTp)
| det(1− Jr⊥,p)|

) . (8.10.6)

C war in 8.10.4 ja gerade so bestimmt worden, daß es den β-Term der Integration
aufhebt. Es besteht eine enge Analogie dieser Spektraldeterminante von Flüssen zu der
Spektraldeterminante von iterierten Abbildungen 8.9.5, die man noch leichter sieht,
wenn man in 8.9.5 setzt: L→ eB, z → e−s, np → Tp.
Die obige Integration über die marginale Richtung mit dem Eigenwert der Größe λ‖ = 1
in Richtung des Flusses ist ein Beispiel dafür, wie man auch andere marginale Richtun-
gen in nicht vollständig hyperbolischen Systemen behandeln kann.

8.11 Dynamische oder Ruellesche Zeta-Funktion

Wir hatten bei der Behandlung der Artin-Mazurschen Zeta-Funktion (topologische
Zeta-Funktion) gesehen, daß diese Zeta-Funktion gleich dem Inversen der Determinante
det(1− zT ) mit der zugehörigen Transfer-Matrix T (der Perron-Frobenius-Matrix) ist
(8.7.4), also:

ζtop(z) = 1
det(1− zT ) .

Diese Tatsache hat einige Autoren dazu geführt, auch die Inversen der Spektralde-
terminante für iterierte Abbildungen det(1 − zL)−1, bzw. für Flüsse det(s − B)−1 als
Zeta-Funktionen zu bezeichnen. Wir folgen hier jedoch Cvitanović u. a. (2009) und
Ruelle, die darauf hinweisen, daß diese Spektraldeterminanten zwar die richtigen Ob-
jekte zur Untersuchung der Spektren hyperbolischer dynamischer Systeme sind, daß sie
aber nicht Zeta-Funktionen genannt werden sollten, weil sie keine Euler-Produktformel
(D.3.1) für Zeta-Funktionen erfüllen.
Sowohl in 8.9.5, wie auch in 8.10.6 findet sich im Nenner der Exponentialfunktion die
Determinante | det(1 −M r

p )| mit der sogenannten Monodromie-Matrix M r
p ..= Jrp (Di-

mension d ..= m) , bzw. M r
p ..= Jr⊥,p (Dimension d ..= m − 1). Man kann für die

Bestimmung der Determinante | det(1−M r
p )| im Weiteren ohne Beschränkung der All-

gemeinheit annehmen, daßMp, bzw.M r
p , eine symmetrische Matrix ist, denn andernfalls

kann man ja übergehen zu

| det(1−Mp)| = | det[(1−Mp)T (1−Mp)]|
1
2 = | det[(1−MT

p −Mp +MT
p Mp)]|

1
2

= | det(1− M̃p)|
1
2 , (8.11.1)

mit der symmetrischen Matrix mit M̃p ..= MT
p +Mp −MT

p Mp .
Seien λp,i die Eigenwerte der Monodromie-Matrix Mp eines Primzyklus p. Bei einem
hyperbolischen System gibt es jetzt nur expandierende Eigenwerte |λp,e,i| > 1 und
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kontrahierende Eigenwerte |λp,c,i| < 1 (der marginale Eigenwert λ‖ = 1 in Richtung des
Flusses wurde ja bereits durch Integration explizit berücksichtigt). Dann folgt:

| det(1−M r
p )| = |

d∏
i=1

(1− λrp,i)| = |
de∏
i=1

(1− λrp,e,i)| · |
dc∏
i=1

(1− λrp,c,i)|

= |
de∏
i=1

λrp,e,i| · |
de∏
i=1

(1− 1
λrp,e,i

)| · |
dc∏
i=1

(1− λrp,c,i)

=.. |λrp| · |
de∏
i=1

(1− 1
λrp,e,i

)| · |
dc∏
i=1

(1− λrp,c,i) . (8.11.2)

Für große Zeiten, d.h. r →∞, gehen 1
λrp,e,i

und λrp,c,i gegen 0 und man kann | det(1−M r
p )|

also näherungsweise schreiben als das Produkt der expandierenden Eigenvektoren:

| det(1−M r
p )| ≈ |λrp| ..= lim

r→∞
|
de∏
i=1

λrp,e,i| . (8.11.3)

Mit dieser Näherung erhalten wir für die Spektraldeterminante für iterierte Abbildungen
8.9.5:

det(1− zL) ≈ exp
(
−
∑
p

∞∑
r=1

znpr

r

exp(βrAp)
|λp|r

)
= exp(−

∑
p

∞∑
r=1

trp
r

)

mit tp ..= znp
exp(βAp)
|λp|

. (8.11.4)

Mit ln(1− tp) = −∑∞r=1
1
r
trp kann man die r-Summation durchführen und erhält:

ζdyn(z) ..= exp(
∑
p

∞∑
r=1

trp
r

) = exp(−
∑
p

ln(1− tp)) =
∏
p

1
(1− tp(z)) (8.11.5)

≈ 1
det(1− zL) .

Dies ist nun tatsächlich eine Euler-Produktformel (D.3.1) für Zeta-Funktionen, wie wir
sie ähnlich bereits von der topologischen Zeta-Funktion in 8.7.2 kennen.
Mit der gleichen Näherung erhalten wir für die Spektraldeterminante von Flüssen 8.10.6:

det(s−B) ≈ exp(−
∑
p

∞∑
r=1

1
r

exp(βrAp − srTp)
|λp|r

) = exp(−
∑
p

∞∑
r=1

trp
r

)

mit tp ..=
exp(βAp − sTp)

|λp|
(8.11.6)
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und damit wiederum

ζdyn(s) ..= exp(
∑
p

∞∑
r=1

trp
r

) = exp(−
∑
p

ln(1− tp)) =
∏
p

1
(1− tp(s))

(8.11.7)

≈ 1
det(s−B) .

Die gesuchten Eigenwerte von L, bzw. B sind Nullstellen der Spektraldeterminante und
also für große Zeiten näherungsweise Pole der dynamischen Zeta-Funktion.

8.12 Periodische Orbit-Entwicklung in
Quantensystemen

8.12.1 Energieabhängige Greenfunktion und Zustandsdichte

Die Frage nach Zeichen des Chaos in Quantensystemen ist eine recht anspruchsvolle
Fragestellung, die mit den berühmten Arbeiten von Gutzwiller Anfang der 1970’er Jahre
begann und auch heute noch ein aktuelles Forschungsgebiet darstellt, das immer wieder
für Überraschungen und vertiefte Einsichten gut ist (siehe etwa das schöne Buch von
Haake (2010), 3. Auflage!).

Einerseits folgen Quantensysteme einer deterministischen Zeitentwicklung mit einem
unitären Operator Û(tf , ti) (siehe 4.3.1), andererseits können wir viele klassisch chao-
tische Systeme gar nicht quantisieren, weil sie nichtintegrabel sind und es damit nicht
genügend kanonisch konjugierte Variablen für eine Quantisierung gibt. Einen hochin-
teressanten Weg konnte Gutzwiller mit Beginn der 1970’er Jahre eröffnen, indem er
die semiklassische Näherung des Pfadintegrals zum Ausgang nahm und Spektralfunk-
tionen, wie etwa die Zustandsdichte, nach klassischen periodischen Bahnen entwickelte
(Gutzwillersche Spurformeln). Wir folgen Cvitanović u. a. (2009) (Kapitel 33-34) und
Haake (2010) (Kapitel 10).

Wenn man an quantenmechanischen Systemen nicht gerade Streuexperimente vornimmt,
dann interessiert man sich hauptsächlich für das Energiespektrum - und wir nehmen
der Einfachheit halber hier wieder ein explizit zeitunabhängiges Potential an. Als ei-
ne zentrale Größe des Systems soll im Folgenden die Zustandsdichte ρ(E) betrachtet
werden.

ρ(E) ..=
∑
n

δ(E − En) . (8.12.1)

Um in der folgenden Fourier- (bzw. Laplace-) Transformation Konvergenz zu sichern,
pflegen Physiker üblicherweise die Übergangsamplituden für t > 0 mit einem Dämp-
fungsfaktor e− 1

~ εt mit kleinem ε zu versehen, d.h. e i~ (E+iε)t statt e i~Et zu verwenden.
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Dieser Dämpfungsfaktor kann im obigen Ausdruck der Zustandsdichte am einfachsten
mittels der Plemjl-Formel (z.B. Greiner (1993), S.96 ff.) eingeführt werden (ε > 0):

1
x± iε

= x

x2 + ε2
∓ i ε

x2 + ε2
−−→
ε→0

P(1
x

)∓ iπδ(x) (im Distributionssinn) ,
(8.12.2)

da P( 1
x
) und δ(x) reell sind, folgt

δ(x) = lim
ε→0
− 1
π
=( 1
x+ iε

) . (8.12.3)

Damit erhalten wir für die Zustandsdichte für kleines ε und mit dem Feynman-Propa-
gator aus 4.3.6 (siehe auch 4.3.4):

ρ(E) =
∑
n

δ(E − En) ≈ − 1
π
=[
∑
n

1
E − En + iε

] = 1
π
=[
∑
n

∞∫
0

dt
i

~
e
i
~ (E−En+iε)t]

= 1
π
=[
∞∫
0

dt
i

~
e
i
~ (E+iε)t∑

n

e−
i
~Ent] = 1

π
=[
∞∫
0

dt
i

~
e
i
~ (E+iε)t Sp(e− i

~ Ĥt)]

= 1
π
=[
∞∫
0

dt
i

~
e
i
~Ete−

1
~ εt Sp(U(~qf , t, ~qi, 0))]

= 1
π
=[Sp

∞∫
0

dt
i

~
e
i
~Et UR(~qf , t, ~qi, 0)] , (8.12.4)

mit dem retardierten Feynman-Propagator

UR(~qf , t, ~qi, 0) = e−
1
~ εtΘ(t)U(~qf , t, ~qi, 0) . (8.12.5)

Der Feynman-Propagator UR(~qf , t, ~qi, 0) ist die Orts- und Zeit-abhängige retardierte
Greenfunktion der Schrödingergleichung, G(~qf , ~qi, E) die entsprechende Energie-abhän-
gige Greenfunktion:

G(~qf , ~qi, E) ..= − i
~

∞∫
−∞

dt e
i
~Et UR(~qf , t, ~qi, 0)

= − i
~

∞∫
0

dt e
i
~ (E+iε)t U(~qf , t, ~qi, 0) . (8.12.6)

Da nach Voraussetzung die Hamilton-Funktion H(~p, ~q) keine explizite Zeitabhängigkeit
hat, d.h. Energieerhaltung gilt, ist G(~qf , ~qi, E) tatsächlich eine Greenfunktion der zei-
tunabhängigen Schrödingergleichung, denn mit einer partiellen Integration und [i~ ∂

∂t
−

H(~pf , ~qf )]U(~qf , t, ~qi, 0) = 0 (siehe 4.3.2) ergibt sich

[E −H(~pf , ~qf )]G(~qf , ~qi, E) = − i
~

∞∫
−∞

dt [E −H(~pf , ~qf )] e
i
~Et UR(~qf , t, ~qi, 0)
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= − i
~

∞∫
−∞

dt [−i~ ∂
∂t
−H(~pf , ~qf )] e

i
~Et Θ(t)U(~qf , t, ~qi, 0)

= − i
~

∞∫
−∞

dt e
i
~Et [+i~ ∂

∂t
−H(~pf , ~qf )] Θ(t)U(~qf , t, ~qi, 0)

= − i
~

∞∫
−∞

dt e
i
~Et i~δ(t)U(~qf , t, ~qi, 0)

− i

~

∞∫
−∞

dt e
i
~Et Θ(t)[+i~ ∂

∂t
−H(~pf , ~qf )]U(~qf , t, ~qi, 0)

= U(~qf , 0, ~qi, 0) + 0 = δ(~qf − ~qi) .

Weiter gilt für G(~qf , ~qi, E) mit 8.12.4 die folgende Spektraldarstellung:

SpG(~qf , ~qi, E) =
∑
n

1
E − En + iε

⇒ (8.12.7)

ρ(E) = − 1
π
=[SpG(~qf , ~qi, E)] . (8.12.8)

Nebenbemerkung: Gelegentlich sieht man in der Literatur auch die Darstellung

ρ(E) = 1
2π~=[Sp

∞∫
−∞

dt ie
i
~Et U(~qf , t, ~qi, 0) ] ,

wobei man aber berücksichtigen muß, daß mit U(~qf , t, ~qi, 0) hier tatsächlich implizit der
kausale Feynman-Propagator UK(~qf , t, ~qi, 0) gemeint ist:

UK(~qf , t, ~qi, 0) = e
1
~ εtΘ(−t)U(~qf , t, ~qi, 0) + e−

1
~ εtΘ(t)U(~qf , t, ~qi, 0) .

Wenn U(~qf , t, ~qi, 0) = U(~qf ,−t, ~qi, 0) ist fallen beide Definitionen zusammen.

Wir setzen den semiklassischen Feynman-Propagator aus 4.12.3 in 8.12.6, bzw. 8.12.8
ein, wobei wir statt S(~qf , t, ~qi, 0) jetzt kürzer S(~qf , ~qi, t) schreiben. Die Indizes in qf,k,
bzw. qi,l bezeichnen wie üblich die k-te, bzw. l-te Komponente der Vektoren ~qf (Bahn-
Endpunkt) und ~qi (Bahn-Anfangspunkt).

G(~qf , ~qi, E) = −( 1
2πi~)n2

∞∫
0

dt
i

~
e
i
~ (E+iε)te

i
~S(~qcl) · | det(−∂

2S(~qf , ~qi, t)
∂qf,k∂qi,l

)| 12 · e−ν(~qcl)π2 ,

(8.12.9)
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Auch dieses Zeit-Integral soll für den semiklassischen Fall (~ → 0) mit der Methode
der stationären Phase (siehe I.4) weiterbearbeitet werden. Allerdings müssen wir hier
zusätzlich zu den Lösungen der stationären Phase auch noch den Randterm des Integrals
bei t = 0 separat berücksichtigen, denn für kleine Werte von t ergibt e i~Et keinen
schnell fluktuierenden Faktor mehr. Wenn man die asymptotischen Entwicklungen der
stationären Phase Methode I.2.5 und I.4.3 zusammenfaßt, so ergibt sich:

∞∫
0

dtA(t) eisφ(t) ≈ Randterm +
∑
γ

stationäre Phase-Terme an den Stellen cγ

= A(t)
isφ̇(t)

eisφ(t)
∣∣∣∣∣
∞

0
+
∑
γ

A(cγ) eisφ(cγ) ( 2πi
s φ̈(cγ)

) 1
2 . (8.12.10)

Diese beiden Beiträge zur Greenfunktion G(~qf , ~qi, E) = G0(~qf , ~qi, E) + Gosc(~qf , ~qi, E)
werden wir im folgenden separat betrachten. Aus dem ersten Term G0(~qf , ~qi, E) folgt die
Thomas-Fermi-Zustandsdichte ρ0(E), der zweite Term Gosc(~qf , ~qi, E) enthält die Quan-
tenfluktuationen in semiklassischer Näherung und führt zur Zustandsdichte ρosc(E), die
als eine der Gutzwillerschen Spurformeln bekannt ist.

8.12.2 Thomas-Fermi-Zustandsdichte

Wir wollen hier den Randterm Sp(G0(~qf , ~qi, E)) berechnen. Zunächst einmal gilt für
Sp(G(~qf , ~qi, E)) mit 8.12.9:

Sp(G(~qf , ~qi, E)) = −Sp
∞∫
0

dt
i

~
e
i
~ (E+iε)t · (e− i

~ Ĥt)

= −
∫
dqn

∞∫
0

dt
i

~
e
i
~ (E+iε)t 〈~q | e−

i
~ Ĥt | ~q〉 . (8.12.11)

In 8.12.9 sind wir vom Feynman-Propagator 〈~q | e− i
~ Ĥt | ~q〉 zum semiklassischen

Feynman-Propagator 〈~q | e− i
~ Ĥt | ~q〉sc (4.12.3) übergegangen und haben so die Pha-

se φ(t) ..= 1
~(Et + S(~qcl) + iεt) erhalten. Für die Zeit-Ableitung der Phase erhalten

wir

φ̇(t) = 1
~

(E + ∂

∂t
S(~qcl(t)) + iε) . (8.12.12)

Die klassische Bahn ~qcl(t) ist eine Lösung der Hamilton-Jacobi-Gleichung

H(~q, ~p, t) + ∂

∂t
S(~q(t)) = 0 mit pk ..=

∂S

∂qk
. (8.12.13)

Wir ersparen uns im folgenden den Index von ~qcl(t), da ~q(t) ab jetzt die Lösung der
Hamilton-Jacobi-Gleichung sein soll. Damit folgt für die Zeit-Ableitung der Phase

φ̇(t) = 1
~

(E −H(~q, ~p, t) + iε) (8.12.14)
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und mit 8.12.10 für die Greenfunktion Sp(G0(~qf , ~qi, E)):

Sp(G0(~qf , ~qi, E)) = −
∫
dqn

i

~
e−

ε
~ t

i
~(E −H(~q, ~p, t) + iε)

〈~q | e−
i
~ Ĥt | ~q〉sc

∣∣∣∣∣
∞

0

= lim
t→0
−
∫
dqn

−1
(E −H(~q, ~p, t) + iε) 〈~q | e

− i
~ Ĥt | ~q〉sc

= lim
t→0

∫
dqn

∫
dqni

δ(~q − ~qi)
(E −H(~q, ~p, t) + iε) 〈~q | e

− i
~ Ĥt | ~qi〉sc

= lim
t→0

∫
dqn

∫
dqni

∫
dpn

1
(2π~)n ·

e−
i
~ ~p(~q−~qi)

(E −H(~q, ~p, t) + iε) 〈~q | e
− i

~ Ĥt | ~qi〉sc.

Nun ist

lim
t→0
〈~q | e−

i
~ Ĥt | ~qi〉sc ≈ δ(~q − ~qi) ,

und damit folgt

SpG0(~qf , ~qi, E) =
∫
dqn

∫
dpn

1
(2π~)n ·

1
(E −H(~q, ~p, t) + iε) . (8.12.15)

und mit 8.12.2 und 8.12.8

ρ0(E) = − 1
π
=[SpG0(~qf , ~qi, E)] = 1

(2π~)n
∫
dqn

∫
dpn δ(E −H(~q, ~p, t)) . (8.12.16)

ρ0(E) ist die bekannte Thomas-Fermi-Zustandsdichte. DieTatsache, daß in der semi-
klassischen Näherung die Zustandsdichte gleich dem Volumen der Energieschale divi-
diert duch (2π~)n ist heißt auch Weylsches Gesetz. Weyl hatte diesen Ausdruck bereits
1911 bei Untersuchungen zum asymptotischen Verhalten der Eigenwerte des Laplace-
Operators auf einem beschränkten Gebiet mit Dirichlet- oder Neumann-Randbedin-
gungen gefunden (mehr hierzu siehe etwa Arendt u. a. (2009)).

8.12.3 Gutzwillersche Spurformel

Jetzt soll der Anteil der Zustandsdichte aufgrund der Quantenfluktuationen ρsc(E)
mit Hilfe der stationären Phase Methode berechnet werden. Ausgangspunkt ist die
Darstellung von G(~qf , ~qi, E) in 8.12.9. Wir lassen ab jetzt der einfacheren Schreibweise
halber in der Phase φ(t) ..= 1

~(Et + S(~qcl) + iεt) den Dämpfungsterm −1
~εt weg und

erhalten mit 8.12.10:

Gosc(~qf , ~qi, E) = −( 1
2πi~)n2

∞∫
0

dt
i

~
e
i
~ (E+iε)te

i
~S(~qcl) · | det(−∂

2S(~qf , ~qi, t)
∂qf,k∂qi,l

)| 12 · e−ν(~qcl)π2

= − i
~

( 1
2πi~)n2

∑
γ

e
i
~ (Etγ+Sγ(~qf ,~qi,tγ)
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· ( 2πi~
S̈γ(~qf , ~qi, tγ)

) 1
2 | det(∂

2Sγ(~qf , ~qi, tγ)
∂qf,k∂qi,l

)| 12 · e−νγ π2 .

S̈γ(~qf , ~qi, tγ) auf dem Weg ~qγ von ~qi nach ~qf könnte nun auch ein negatives Vorzeichen
haben. Dieses faßt man mit dem (wegabhängigen) Morse-Index zusammen und spricht
vom (wegabhängigen) Maslov-Index:

µγ ..= νγ + 1
2(1− sign(S̈γ(~qf , ~qi, tγ))) . (8.12.17)

Gosc(~qf , ~qi, E) = − i
~

( 1
2πi~)

n−1
2
∑
γ

e
i
~ (Etγ+Sγ(~qf ,~qi,tγ)

· | 1
S̈γ(~qf , ~qi, tγ)

det(∂
2Sγ(~qf , ~qi, tγ)
∂qf,k∂qi,l

)| 12 · e−µγ π2 . (8.12.18)

Der extremale Pfad ~qγ mit der Bahnzeit tγ(~qf , ~qi, E) zwischen ~qi und ~qf ist eine Lösung
der Bewegungsgleichung:

∂Sγ(~qf , ~qi, tγ)
∂t

+ E = 0 . (8.12.19)

Die Bahnzeit tγ(~qf , ~qi, E) des extremalen Pfades ~qγ zwischen ~qi und ~qf hängt also
über die Bewegungsgleichung von der Energie E ab. Wir gehen jetzt in der Wirkung
S(~qcl)..=S(~qf , ~qi, t) mit einer Legendre-Transformation von der Variablen t zur Variablen
E über:

SE(~qf , ~qi, E) ..= S(~qf , ~qi, t) + Et mit t = t(~qf , ~qi, E) , (8.12.20)

∂S

∂t
(~qf , ~qi, t) = −E , (8.12.21)

∂SE(~qf , ~qi, E)
∂E

= ∂S(~qf , ~qi, t)
∂t

· ∂t(~qf , ~qi, E)
∂E

+ t+ E
∂t(~qf , ~qi, E)

∂E
= t . (8.12.22)

Für die kanonischen Impulse ergibt sich

S(~qf , ~qi, t) =
t∫

0

dt L(~q, ~̇q, t) =
t∫

0

dt (~p~̇q −H(~q, ~p, t)) =
~qf∫
~qi

d~q ~p− Et ⇒ (8.12.23)

∂SE(~qf , ~qi, E)
∂qf,k

= ∂S(~qf , ~qi, t)
∂qf,k

+ ∂S(~qf , ~qi, t)
∂t

· ∂t(~qf , ~qi, E)
∂qf,k

+ E
∂t(~qf , ~qi, E)

∂qf,k
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= ∂S(~qf , ~qi, t)
∂qf,k

= pk(qf ) und ebenso (8.12.24)

∂SE(~qf , ~qi, E)
∂qi,k

= ∂S(~qf , ~qi, t)
∂qi,k

= −pk(qi) . (8.12.25)

Für die 2. Orts-Ableitung von S ergibt sich:

∂

∂qi,l
(∂S(~qf , ~qi, t)

∂qf,k
) = ∂2SE(~qf , ~qi, E)

∂qi,l∂qf,k
+ ∂2SE(~qf , ~qi, E)

∂E∂qf,k
· ∂E
∂qi,l

. (8.12.26)

Hierbei ist ∂E
∂qi,l

bei konstantem ~qf und konstantem t zu verstehen, d.h. also bei

0 = dt(~qf , ~qi, E)
dqi,l

= ∂t(~qf , ~qi, E)
∂qi,l

+ ∂t(~qf , ~qi, E)
∂E

· ∂E
∂qi,l

⇒ (8.12.27)

∂E

∂qi,l
= −∂t(~qf , ~qi, E)

∂qi,l
· (∂t(~qf , ~qi, E)

∂E
)−1 = −∂SE(~qf , ~qi, E)

∂qi,l∂E
· (∂S

2
E(~qf , ~qi, E)
∂E2 )−1 .

(8.12.28)

Und damit ergibt sich für 8.12.26

∂2S(~qf , ~qi, t)
∂qf,k∂qi,l

= ∂2SE(~qf , ~qi, E)
∂qi,l∂qf,k

−
∂2SE(~qf ,~qi,E)

∂E∂qf,k
· ∂SE(~qf ,~qi,E)

∂qi,l∂E

∂S2
E(~qf ,~qi,E)
∂E2

. (8.12.29)

Für die 2. Zeit-Ableitungen von S folgt:

∂

∂t

∂S(~qf , ~qi, t)
∂t

= −∂E(~qf , ~qi, t)
∂t

= −(∂t(~qf , ~qi, E)
∂E

)−1 = −(∂
2SE(~qf , ~qi, E)

∂E2 )−1 .

(8.12.30)

Mit diesen Ergebnissen für die 2. Ableitungen von S(~qf , ~qi, t) gehen wir jetzt in der
Amplitude von 8.12.18 nach SE(~qf , ~qi, E) über:

∂2S(~qf ,~qi,t)
∂qf,k∂qi,l

∂2S(~qf ,~qi,t)
∂t2

= −∂
2SE(~qf , ~qi, E)

∂E2 · ∂
2SE(~qf , ~qi, E)
∂qf,k∂qi,l

+ ∂2SE(~qf , ~qi, E)
∂qf,k∂E

· ∂SE(~qf , ~qi, E)
∂E∂qi,l

,

(8.12.31)

und

A(SγE(~qf , ~qi, E)) ..= | 1
S̈γ(~qf , ~qi, tγ)

det(∂
2Sγ(~qf , ~qi, tγ)
∂qf,k∂qi,l

)| 12

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣det


∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂qf,k∂qi,l

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂qf,k∂E

∂SγE(~qf ,~qi,E)
∂E∂qi,l

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂E2


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

(8.12.32)
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und erhalten Gosc(~qf , ~qi, E) als Funktion der klassischen Wirkung SγE(~qf , ~qi, E) und des
bahnabhängigen topologischen Maslov-Index µγ:

Gosc(~qf , ~qi, E) = − i
~

( 1
2πi~)

n−1
2
∑
γ

e
i
~S

γ
E(~qf ,~qi,E) · A(SγE(~qf , ~qi, E)) · e−µγ π2 . (8.12.33)

Im nächsten und letzten Schritt soll das Spurintegral SpGosc(~qf , ~qi, E) ausgewertet wer-
den, was zu einer Summe über alle Zyklen (periodische Orbits) führt. An dieser Stelle
muß aber berücksichtigt werden, daß eine Bahn immer eine marginale Richtung mit
einem Eigenwert der Größe λ‖ = 1 in Richtung der Bahn hat (siehe 8.5.6) und die In-
tegration in dieser Richtung separat zu behandeln ist. In Richtung senkrecht zur Bahn
gehen wir wieder davon aus, daß das System hyperbolisch ist, d.h. daß alle Eigenwerte
|λi| < 1 sind (kontrahierende Richtungen), oder |λi| > 1 sind (expandierende Richtun-
gen) - siehe auch die Diskussion in 8.10.
Wir führen zunächst für jede Bahn ~qγ(t) ein bahnabhängiges lokales Koordinatensy-
stem ein, indem wir an jeder Position ~qγ die Komponente qγ1 in die Bewegungsrichtung
q‖ drehen. Durch diese orthogonale Transformation bleiben das Spurintegral und die
Determinante A(SγE(~qf , ~qi, E)) unverändert.

~qγ = (q1, q2, . . . , qn)→ ~qγ ..= (q‖, q⊥1, q⊥2, . . . , q⊥n−1) ⇒ (8.12.34)

~̇qγ = (q̇1, q̇2, . . . , q̇n)→ ~̇qγ = (q̇‖, 0, 0, . . . , 0) . (8.12.35)

Für die Determinante ergibt sich

A(SγE(~qf , ~qi, E)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det



∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q‖f∂q‖i

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q‖f∂q⊥i,l

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q‖f∂E

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q⊥f,k∂q‖i

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q⊥f,k∂q⊥i,l

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q⊥f,k∂E

∂SγE(~qf ,~qi,E)
∂E∂q‖i

∂SγE(~qf ,~qi,E)
∂E∂q⊥i,l

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂E2



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
det



0 0 ∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q‖f∂E

0 ∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q⊥f,k∂q⊥i,l

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂q⊥f,k∂E

∂SγE(~qf ,~qi,E)
∂E∂q‖i

∂SγE(~qf ,~qi,E)
∂E∂q⊥i,l

∂2SγE(~qf ,~qi,E)
∂E2



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

, (8.12.36)

denn für eine vorgegebene Energie E bei festem Anfangspunkt ~qi und festem Endpunkt
~qf , und damit festgelegtem qγ(t), ist H(~q, ~p) = H(~q, ∂S

∂~q
) = E und damit

0 = ∂E

∂qi,l
= ∂H(~q, ~pf )

∂qi,l
=
∑
k

∂H(~q, ~pf )
∂pf,k

∂pf,k
∂qi,l

=
∑
k

q̇f,k
∂2SγE

∂qi,l∂qf,k
= q̇‖f

∂2SγE
∂qi,l∂q‖f

und
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0 = ∂E

∂qf,k
= ∂H(~q, ~pi)

∂qf,k
=
∑
l

∂H(~q, ~pi)
∂pi,l

∂pi,l
∂qf,k

=
∑
l

q̇i,l
(−∂2SγE)
∂qf,k∂qi,l

= q̇‖i
(−∂2SγE)
∂qf,k∂q‖i

⇒

∂2SγE
∂qi,l∂q‖f

= 0 , ∂2SγE
∂qf,k∂q‖i

= 0 , (8.12.37)

sofern q̇‖f 6= 0 und q̇‖i 6= 0 sind, d.h. sofern ~qi und ~qf keine Wendepunkte sind. Da
wir bei der folgenden Spurbildung über geschlossene periodische Bahnen mit ~qi = ~qf
integrieren, können wir als als Anfangs-Endpunkt der Bahn einen beliebigen Punkt ~q
der Bahn nehmen, der gerade kein Wendepunkt ist. Für die Beiträge in der rechten
oberen und linken unteren Ecke der Determinante ergibt sich

∂2SγE(~qf , ~qi, E)
∂q‖f∂E

= ∂t

∂q‖f
= 1
q̇γf

und ∂SγE(~qf , ~qi, E)
∂E∂q‖i

= ∂t

∂q‖i
= 1
q̇γi

. (8.12.38)

Damit und mit ∂q⊥i,l
∂q⊥f,k

= 0 (denn ~q⊥f und ~q⊥i sind voneinander unabhängig), ergibt sich
für die Amplitude

A(SγE(~qf , ~qi, E)) = ( 1
q̇γf q̇

γ
i

) 1
2

∣∣∣∣∣det
(
∂2SγE(~qf , ~qi, E)
∂q⊥f,k∂q⊥i,l

)∣∣∣∣∣
1
2

= ( 1
q̇γf q̇

γ
i

) 1
2

∣∣∣∣∣det
(
−∂pγ⊥i,l
∂qγ⊥f,k

)∣∣∣∣∣
1
2

= ( 1
q̇γf q̇

γ
i

) 1
2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣det

 1 ∂pγ⊥i,l
∂qγ⊥i,k

0 −∂pγ⊥i,l
∂qγ⊥f,k


∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

= ( 1
q̇γf q̇

γ
i

) 1
2

∣∣∣∣∣det
(
∂(~qγ⊥i , ~p

γ
⊥i)

∂(~qγ⊥i , ~q
γ
⊥f )

)∣∣∣∣∣
1
2

,

(8.12.39)

Für Gosc(~qf , ~qi, E) in 8.12.33 ist jetzt das Spurintegral
∫
dqn zu berechnen (~q ..= ~qi = ~qf ):

SpGosc(~qf , ~qi, E) = − i
~

( 1
2πi~)

n−1
2
∑
γ

∫
dq‖

1
|q̇‖|

∫
dqn−1
⊥ e

i
~S

γ
E(~q,~q,E)

·
∣∣∣∣∣det

(
∂(~qγ⊥i , ~p

γ
⊥i)

∂(~qγ⊥i , ~q
γ
⊥f )

)∣∣∣∣∣
1
2

~q⊥,f=~q⊥,i

· e−µγ
π
2 . (8.12.40)

Für das Integral
∫
dqn =

∫
dq‖

∫
dqn−1
⊥ soll erneut die Methode der stationären Phase

angewendet werden. Zunächst erhalten wir als notwendige Bedingung für eine stationäre
Phase von e i~SγE(~q,~q,E)

(∂S
γ
E(~qf , ~qi, E)
∂qf,k

+ ∂SγE(~qf , ~qi, E)
∂qi,k

)~q=~qf=~qi = 0 ⇒
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~pγf (~q, ~q, E)− ~pγi (~q, ~q, E) = 0 ⇒ ~pγf (~q, ~q, E) = ~pγi (~q, ~q, E) . (8.12.41)

Das heißt, zur Spur tragen nur die zyklischen Bahnen im vollen Phasenraum bei:

(~qγ, ~pγ) ..= (~qγf , ~p
γ
f ) = (~qγi , ~p

γ
i ) (8.12.42)

und damit ist SγE(~q, ~q, E) als die Wirkung über einen oder mehrere Umläufe von ~qγi = ~qγ

nach ~qγf = ~qγ auf der zyklischen Bahn ~qγ(t) zu verstehen und damit unabhängig vom
Anfangs-/Endpunkt auf der Bahn.
Das verbleibende Integral

∫
dqn−1
⊥ schreiben wir als

∫
dqn−1
⊥ =

q⊥f,1∫
q⊥i,1

dq⊥1

q⊥f,2∫
q⊥i,2

dq⊥2 · · ·
q⊥f,n−1∫
q⊥i,n−1

dq⊥n−1

mit q⊥i,k < 0 < q⊥f,k für k ∈ 1, . . . , n − 1. Dieses Integral soll jetzt explizit mit der
Methode der stationären Phase ausgewertet werden, wobei SγE(~q, ~q, E) wie üblich um
den extremalen Punkt bei (q⊥i,1, q⊥i,2, . . . , q⊥i,n−1) = ~0 entwickelt wird:

SγE(~q, ~q, E) = SγE(q‖, ~q⊥, q‖, ~q⊥, E) = SγE(q‖, 0, q‖, 0, E)

+ 1
2

n−1∑
k,l=1

( ∂

∂q⊥f,k
+ ∂

∂q⊥i,l
)2SγE(q‖, ~q⊥f , q‖, ~q⊥i, E)

∣∣∣∣∣
~q⊥f=~q⊥i=0

q⊥,kq⊥,l .

(8.12.43)

Implizit setzt diese Konstruktion natürlich die Hyperbolizität voraus, also daß sich
in unserem schlauchartigen Integrationsbereich

∫
dqn−1
⊥ eben nur die eine Bahn ~qγ(t)

befinden möge. Damit erhalten wir für ρ(E)

SpGosc(~qf , ~qi, E) = − i
~

( 1
2πi~)

n−1
2
∑
γ

∮
dq‖

1
|q̇‖|

e
i
~S

γ
E(q‖,0,q‖,0,E)

· (2πi~)n−1
2

det
( ∂

∂q⊥f,k
+ ∂

∂q⊥i,l
)2SγE(q‖, ~q⊥f , q‖, ~q⊥i, E)

∣∣∣∣∣
~q⊥f=~q⊥i=0

− 1
2

·
∣∣∣∣∣det

(
∂(~qγ⊥i , ~p

γ
⊥i)

∂(~qγ⊥i , ~q
γ
⊥f )

)∣∣∣∣∣
1
2

~q⊥f=~q⊥i

· e−µγ
π
2 . (8.12.44)

Ein etwaiges negatives Vorzeichen der neuen Determinante aus der stationären Phase
Methode der Spurberechnung addieren wir zum Maslov-Index µγ hinzu:

µγSp ..=
1
2(1− sign(det

( ∂

∂q⊥f,k
+ ∂

∂q⊥i,l
)2SγE(q‖, ~q⊥f , q‖, ~q⊥i, E)

∣∣∣∣∣
~q⊥f=~q⊥i=0

)) ,

(8.12.45)
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µγges ..= µγ + µγSp . (8.12.46)

Wie schon oben bemerkt, ist SγE(q‖, 0, q‖, 0, E) vom Anfangs-/Endpunkt q‖ unabhängig
und hängt für eine feste Energie E nur von der Bahn γ ab:

SγE ..= SγE(q‖, 0, q‖, 0, E) . (8.12.47)

Ebenso ist der Maslov-Index µγ unabhängig von Anfangs-/Endpunkt q‖ und hängt nur
von der Bahn γ ab. Wir werden jetzt sehen, daß auch das Produkt der Determinanten
vom Anfangs-/Endpunkt q‖ unabhängig ist und damit dann auch der Gesamt-Maslov-
Index µγges.
Zunächst schreiben wir die Determinante aus der stationären Phase Methode der Spur-
berechnung etwas um:

D(SγE(~qf , ~qi, E)) ..=
∣∣∣∣∣det
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( ∂
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)
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(8.12.48)

Dies setzen wir in 8.12.44 ein und erhalten

SpGosc(~qf , ~qi, E) = − i
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= − i
~
∑
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e
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∮
dq‖
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.

Für das verbleibende Integral
∮
dq‖

1
|q̇‖|

ergibt sich gerade die Zeit T γp für einen einfachen
Umlauf auf der geschlossenen Bahn γp (hier mit γp bezeichnet, da γ ja auch mehrfa-
che geschlossene Umläufe einschließt). Die Determinante können wir noch kompakter
schreiben, wenn wir zur Phasenraumkoordinate ~x ..= (~q, ~p) übergehen:

SpGosc(~qf , ~qi, E) = − i
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γ
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Ĵγ⊥ − 1̂
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2
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, (8.12.49)

mit der zur Bahn orthogonalen Jacobi-Matrix Ĵγ⊥

Ĵγ⊥ ..=
∂(~xγ⊥f )
∂(~xγ⊥i)

∣∣∣∣∣
~q⊥f=~q⊥i=0

. (8.12.50)

Diese Jacobi-Matrix Ĵγ⊥ wird auch als Monodromie-Matrix M̂γ bezeichnet. Nun kann
die geschlossene Bahn γ nicht nur einmal, sondern auch mehrfach durchlaufen wer-
den. Daher schreiben wir jetzt die Summe über alle geschlossenen Bahnen γ als ei-
ne Doppelsumme über alle verschiedenen geschlossenen Bahnen mit einem Umlauf γp
(auch Prim-Bahnen genannt) und über alle r-fachen Bahnwiederholungen, also ∑γ =∑
γp

∑
r . Der Gesamt-Maslov-Index µγges zählt die Vorzeichenwechsel der Determinante

det
(
Ĵγ⊥ − 1̂

)
~q⊥f=~q⊥i=0

auf dem Weg von ~qγi nach ~qγf = ~qγi , ist also additiv bei Bahnwie-

derholungen. Die Jacobi-Matrix Ĵγ⊥ verhält sich multiplikativ bzgl. Teilstrecken, und
damit auch Bahnwiederholungen, denn sei ~xγ⊥g ein Bahnpunkt zwischen ~xγ⊥i und ~x

γ
⊥f ,

dann gilt

∂(~xγ⊥f )
∂(~xγ⊥i)

=
∂(~xγ⊥g)
∂(~xγ⊥i)

·
∂(~xγ⊥f )
∂(~xγ⊥g)

.

Damit schreibt sich die Gutzwiller-Spurformel für die Spur der Greenfunktion
Gosc(~qf , ~qi, E) und die Zustandsdichte in der übersichtlichen Form

SpGosc(~qf , ~qi, E) = − i
~
∑
γp

T γp
∞∑
r=1

er(
i
~S

γp
E −µ

γp
ges

π
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(
(M̂γp)r − 1̂

)∣∣∣ . (8.12.51)

ρ(E) = 1
π~
<[
∑
γp

T γp
∞∑
r=1

er(
i
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γp
E −µ

γp
ges

π
2 )√∣∣∣det

(
(M̂γp)r − 1̂

)∣∣∣ ] . (8.12.52)
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Das Energie-Spektrum läßt sich jetzt aus den Polen der Zustandsdichte ρ(E) bestim-
men.
Ein alternativer, deutlich kürzerer und sehr schöner Beweis der Gutzwiller-Spurformel
auf der Grundlage kohärenter Zustände und symplektischer Geometrie wurde von Meh-
lig u. Wilkinson (2001) vorgestellt. Allerdings verbirgt sich bei diesem Ansatz die Kom-
plexität des Problems in der semiklassischen Entwicklung der kohärenten Zustände und
der symplektischen Darstellungen der Operatoren. Mehr zum Thema der Quantenme-
chanik im Phasenraum findet sich etwa bei Schleich (2001) (physikalische Darstellung)
und bei de Gosson (2006) (mathematische Darstellung).
Wir haben Fragen der Konvergenz bei der obigen Ableitung der Gutzwiller-Spurformel
nicht behandelt. Einerseits ist die stationäre Phase Methode ja nur eine asymptotische
Entwicklung für ~→ 0 . Andererseits zeigt sich bei genauerer Betrachtung, daß für viele
Systeme die Gutzwiller-Spurformel durch eine exponentielle Zunahme von periodischen
Bahnen γp mit der Bahnlänge divergiert. Dieses Problem konnte mit verschiedenen Me-
thoden gelöst werden. So haben etwa Sieber u. Steiner (1990) verallgemeinerte, absolut
konvergente Spurformeln hergeleitet. Eine andere Methode (konvergente Resummati-
on langer Orbits) wurde von Berry und Keating entwickelt - mehr dazu im nächsten
Unterkapitel.
Der Gutzwillersche Ansatz war und ist Ausgangspunkt zahlreicher Untersuchungen in
verschiedensten physikalischen Systemen - siehe Gutzwiller (1990). Besonders zu er-
wähnen sind sicherlich die semiklassische quantenmechanische Behandlung von nichtin-
tegrablen klassischen Systemen, die in ihren Spektren Spuren von klassisch chaotischem
Verhalten zeigen. Auch die aktuellen Forschungen an mesoskopischen Systemen stützen
sich häufig auf den Gutzwillerschen semiklassischen Ansatz. Mehr zu diesen interessan-
ten Themen findet sich z.B. in Cvitanović u. a. (2009), Haake (2010), Brack u. Bhaduri
(2003).

8.12.4 Spektraldeterminante

Wenn man mit semiklassischen Methoden das Energie-Spektrum eines Systems be-
rechnen möchte, dann kann man wie oben gezeigt, die Zustandsdichte ρ(E) aus der
periodischen Orbit-Entwicklung 8.12.52 bestimmen und aus den Polen von ρ(E) die
Energieeigenwerte En. Eine andere Möglichkeit der Bestimmung des Energie-Spektrums
ist es, die Nullstellen der Spektraldeterminante zu finden:

det(E − Ĥ + iε) =
∏
n

(E − En + iε) . (8.12.53)

Nun wird möglicherweise diese Determinante nicht konvergieren. Dann kann man aber
versuchen, zu einer regularisierten Determinante mit den gleichen Nullstellen überzuge-
hen. Sei also A(Ĥ, E) eine Regulator-Funktion, die für reelle E keine Nullstellen haben
möge und mittels derer gelte:

det(E − Ĥ + iε)reg ..= det[(A(Ĥ, E)) · (E − Ĥ + iε)] <∞ .
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Die Determinante det(E − Ĥ + iε) hängt nun mit SpG(~qf , ~qi, E) zusammen:

d

dE
ln(det(E − Ĥ + iε)) = d

dE
ln(
∏
n

(E − En + iε)) =
∑
n

1
E − En + iε

= SpG(~qf , ~qi, E) ⇒

det(E − Ĥ + iε)reg = det(A(Ĥ, E)) · det(−Ĥ) · exp(
E∫

0

dE ′ SpG(~qf , ~qi, E ′)) .

(8.12.54)

Die Spur der Greenfunktion SpG(~qf , ~qi, E) setzt sich aus den beiden Beiträgen 8.12.15
und 8.12.51 zusammen:

SpG(~qf , ~qi, E) ..= SpG0(~qf , ~qi, E) + SpGosc(~qf , ~qi, E)

= <(SpG0(~qf , ~qi, E)) + i=(SpG0(~qf , ~qi, E)) + SpGosc(~qf , ~qi, E)
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)∣∣∣ .
(8.12.55)

Möglicherweise konvergiert <(SpG0(~qf , ~qi, E)) nicht (siehe etwa Cvitanović u. a. (2009),
S. 630), aber hierfür haben wir ja oben die Regulatorfunktion A(Ĥ, E) eingeführt!
Damit ergibt sich für die regularisierte Spektraldeterminante:
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Hierbei ergab die E ′-Integration über die Zustandsdichte ρ0(E ′) gerade die integrierte
ZustandsdicheN0(E), d.h. die Anzahl der Zustände bis zur Energie E. Als nächstes kann
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man im Term der periodischen Orbits die Integration über E ′ durchführen. Mit8.12.22
ergibt sich:
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In der semiklassischen Näherung ~→ 0 können die O(~) Terme vernachlässigt werden
und es folgt
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Damit ergibt sich die periodische Orbit-Entwicklung für die Spektraldeterminante
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(8.12.56)

mit B(En, E) ..= det(−A(Ĥ, E) · Ĥ) · exp
E∫

0

dE ′ [<(SpG0(~qf , ~qi, E ′)] . (8.12.57)

Der reelle Faktor B(En, E) hat als Funktion von E keine Nullstellen. Die gesuchten
Energie-Eigenwerte En sind die Nullstellen der regularisierten Spektraldeterminante
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det(E − Ĥ + iε)reg und damit die Nullstellen des komplexen periodische Orbit-Faktors
exp[−∑γp

∑∞
r=1 . . .] .

Problematisch ist für viele Systeme eine exponentielle Zunahme von periodischen Bah-
nen γp mit der Bahnlänge. Berry und Keating konnten dieses Problem durch eine kon-
vergente Resummation der langen Orbits lösen. Als Schlüssel zur Lösung erwies sich,
daß alle Bahnen mit Bahnzeiten T γp größer als der Hälfte der Heisenberg-Zeit, also
T γp > 1

2TH , auf Bahnen mit Bahnzeiten T γp < 1
2TH abgebildet werden können. Hierbei

ist die Heisenberg-Zeit definiert als TH ..= 2π~
〈∆E〉 , wenn 〈∆E〉 der mittlere Abstand zwei-

er Energieniveaus des Systems ist. Wenn 〈∆E〉 ∼ ~n , dann wächst die Heisenberg-Zeit
mit TH ∼ ~1−n. Siehe die Arbeiten von Berry und Keating in: Keating (1993), Keating
u. Muller (2007), Haake (2010) - Kapitel 10.5 „Riemann-Siegel Look-Alike”, S. 423 ff..

Trotz dieses Erfolgs der „Riemann-Siegel Look-Alike” Konstruktion von Berry und Kea-
ting ist die gute Konvergenz der periodischen Orbit-Entwicklung für ~ → 0 bei Syste-
men, deren klassische Entsprechungen Chaos aufweisen (n ≥ 2) immer noch erstaunlich.
Ein tieferes Verständnis für die Konvergenz der periodischen Orbit-Entwicklung konnte
erst in den letzten Jahren durch die Entdeckung der Sieber-Richter Partner-Bahnen,
bzw. Bahnen-Bündel gefunden werden. Hier zeigte sich, daß die viele klassische Bahnen
γp von Randwertproblemen keineswegs alle unabhängig voneinander verlaufen, sondern
stattdessen enge Bahnen-Bündel bilden, die sich sehr gut durch eine einzelne Bahn
approximieren lassen. Dieser Effekt wirkt der Zunahme von periodischen Bahnen γp
mit der Bahnlänge entgegen und sichert so die Konvergenz der periodischen Orbit-
Entwicklung. Siehe Haake (2010) - Kapitel 9.14 - 9.17, S. 362 ff.

8.12.5 Dynamische oder Ruellesche Zetafunktion in
Quantensystemen

In 8.11 hatten wir für den klassischen Fall aus der dortigen Spektraldeterminante mit
einer Näherung für die Monodromie-Matrix M̂γp eine Zetafunktion gewonnen, die dy-
namische oder Ruellesche Zetafunktion. Wie schon dort bemerkt, bezeichnen einige
Autoren die Inverse der Spektraldeterminante, ja gelegentlich sogar die Spektraldeter-
minante selbst, als Zeta-Funktion. Wir folgen hier jedoch Cvitanović u. a. (2009) und
Ruelle, die darauf hinweisen, daß diese Spektraldeterminanten zwar die richtigen Ob-
jekte zur Untersuchung der Spektren hyperbolischer dynamischer Systeme sind, daß sie
aber nicht Zeta-Funktionen genannt werden sollten, weil sie keine Euler-Produktformel
(D.3.1) für Zeta-Funktionen erfüllen.

Seien λp,i die Eigenwerte der Monodromie-Matrix M̂γp eines Primzyklus γp. Bei einem
hyperbolischen System gibt es jetzt nur expandierende Eigenwerte |λp,e,i| > 1 und kon-
trahierende Eigenwerte |λp,c,i| < 1 (der marginale Eigenwert λ‖ = 1 in Richtung des
Flusses wurde ja bereits durch Integration entlang der Bahn explizit berücksichtigt).
Für große Zeiten, d.h. r → ∞, gehen die expandierenden Eigenwerte 1

λrp,e,i
und die

kontrahierenden Eigenwerte λrp,c,i gegen 0 und man kann | det((M̂γp)r − 1̂)| also nähe-
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rungsweise schreiben als das Produkt der expandierenden Eigenvektoren (siehe 8.11.3):

| det((M̂γp)r − 1̂)| ≈ |λrp| ..= lim
r→∞
|
de∏
i=1

λrp,e,i| . (8.12.58)

Mit dieser Näherung erhalten wir für die regularisierte Spektraldeterminante
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)

mit tp ..=
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E − µγpges π2 )√
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. (8.12.59)

Jetzt kann man die dynamische oder Ruellesche Zetafunktion definieren:

ζdyn(s) ..= exp(
∑
p

∞∑
r=1

trp
r

) = exp(−
∑
p

ln(1− tp)) =
∏
p

1
(1− tp(s))

(8.12.60)

≈ B(En, E) · e−iπN0(E)

det(E − Ĥ + iε)reg
. (8.12.61)

Die Produktdarstellung 8.12.60 zeigt, daß es sich wirklich um eine ’Zetafunktion’ han-
delt. Gleichzeitig sieht man in 8.12.61, daß sich hier der Regularitätsfaktor gerade her-
auskürzt.
Die gesuchten Energie-Eigenwerte von Ĥ sind Nullstellen der Spektraldeterminante und
also für große Zeiten (d.h. große r) näherungsweise Pole der dynamischen Zeta-Funktion.

8.13 Literatur zu deterministischen dynamischen
Systemen

Die Literatur zum Gebiet der dynamischen Systeme ist riesig. Die folgende Literatur-
Auswahl ist also sehr subjektiv zu verstehen. Die obigen Abschnitte dieses Kapitels
stützen sich vornehmlich auf Cvitanović u. a. (2009), unter Zuziehung von Katok u.
Hasselblatt (2009), Robinson (1999) und Haake (2010).
• Alligood u. a. (1996), Chaos - An Introduction to Dynamical Systems:

eine schöne erste Einführung für Naturwissenschaftler.
• Rebhan (1999), Theoretische Physik I, Kapitel 9: Nicht-integrable Hamiltonsche

Systeme und deterministisches Chaos:
eine kurze und sehr schöne Einführung für Physiker.
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• Cvitanović u. a. (2009), Chaos - Classical and Quantum:
ein didaktisch großartiges und inspirierendes Internet-Buch mit fortlaufenden Ak-
tualisierungen. Schwerpunkt ist die Entwicklung von Spektraldeterminanten nach
periodischen Orbits. Von Physikern für Physiker.
• Robinson (1999), Dynamical Systems:

ein schönes und gut lesbares mathematisches Lehrbuch auf Graduierten-Niveau -
auch zum Selbststudium geeignet.
• Denker (2005), Einführung in die Analysis dynamischer Systeme:

ein deutsches mathematisches Lehrbuch mit einer interessanten Themenauswahl.
Leider sind zahlreiche Beweise doch recht knapp ausgefallen, oder wurden gleich
als Übungsaufgaben gestellt :-(
• Katok u. Hasselblatt (2009), Introduction to the Modern Theory of Dynamical

Systems:
die unverzichtbare mathematische Referenz mit Definitionen und lesbaren Bewei-
sen! Dies ist eines der ganz großen mathematischen Lehrbücher und gehört sicher
auf den Schreibtisch jedes an dynamischen Systemen interessierten Studenten und
Forschers.
• Parry u. Pollicott (1990), Zeta functions and the periodic orbit structure of hy-

perbolic dynamics:
das mathematische Standardwerk zu dynamischen Zeta-Funktionen und periodi-
schen Orbits in hyperbolischen Systemen.
• Ruelle (1994), Dynamical Zeta Functions for Piecewise Monoton Maps of the

Intervall:
eine kleine und schöne Einführung in das Thema vom Meister.
• Ruelle (1978), Thermodynamic Formalism:

Ruelles klassisches Werk über die Anwendung des Thermodynamischen Formalis-
mus auf dynamische Systeme.
• Baez (2005), Week 216 - What is a Zeta-Function? Aus dem Blog von John Baez

zur mathematischen Physik - kurz und erhellend!

8.14 Literatur zu semiklassischen Näherungen und
’Quantenchaos’

• Gutzwiller (1990), Chaos in Classical and Quantum Mechanics:
das große, klassische Werk von Gutzwiller. Kein Lehrbuch für Anfänger, sondern
eher ein umfangreiches Übersichtswerk für Spezialisten.
• Cvitanović u. a. (2009), Chaos - Classical and Quantum:

ein didaktisch großartiges und inspirierendes Internet-Buch mit fortlaufenden Ak-
tualisierungen. Schwerpunkt ist die Entwicklung von Spektraldeterminanten nach
periodischen Orbits. Von Physikern für Physiker.
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• Brack u. Bhaduri (2003), Semiclassical Physics:
ein sehr schönes Standardwerk über semiklassische Physik.
• Haake (2010), Quantum Signatures of Chaos:

dieses sorgfältig und inspirierend geschriebene Buch bietet eine gute Einführung
in die Random-Matrix-Theorie, die semiklassische Periodische-Orbit-Theorie und
verwandte Themen. Es ist besonders die 3. Auflage aus dem Jahr 2010 (oder
neuer) zu empfehlen, denn sie enthält wichtige neue Einsichten, wie z.B. die Sieber-
Richter Partner-Orbits.
• Steiner (1994), Quantum Chaos:

ein kurzer und sehr schöner Übersichtsartikel von einem bedeutenden Forscher
dieses Gebiets.
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• Greiner u. Reinhardt (1993), Feldquantisierung:
Eine Einführung in die klassische Quantenfeldtheorie. Die Bücher des Lehrgangs
für Theoretische Physik von Greiner et al. sind für Anfänger besonders gut geeig-
net durch die vielen ausführlich durchgerechneten Beispiele und Übungsaufgaben.
• Ramond (1989), Field Theory, A Modern Primer:

Eine schöne Einführung in die moderne Quantenfeldtheorie. Insbesondere zeigt
Ramond einfache und sehr instruktive Anwendungen der spektralen Zeta-Funktion
in der QFT.
• Ryder (2003), Quantum Field Teory:

Eine sehr schöne Einführung in die moderne Quantenfeldtheorie. Die Regula-
risierung erfolgt hier nicht mit der spektralen Zeta-Funktion, sondern mit der
Dimensions-Regularisierung. Ein sehr schönes, lesbares und empfehlenswertes Buch.
• Schwarz (1993), Quantum Field Theory and Topology:

Neben vielen anderen interessanten Themen gibt Schwarz in diesem Buch eine
insbesonders für Physiker lesbare Einführung in die Mathematik der spektralen
Zeta-Funktion und der Wärmekern-Entwicklung und ihre Anwendung in der QFT.
• Zeidler (2006), Quantum Field Theory I: Basics in Mathematics and Physics:

Dieses wunderbare Buch habe ich erst nach Fertigstellung der ersten Version mei-
nes Manuskriptes entdeckt. Zeidler versucht eine Brücke zu bauen zwischen der
theoretischen Physik, insbesondere der Quantenfeldtheorie, und modernen Ent-
wicklungen der Mathematik. Dies ist, zumindest aus der Sicht der Physik, so
überzeugend gelungen, daß dieses auf 6 Bände (!) angelegte Werk für viele Jahre
das Referenzwerk sein wird - und nebenbei mit großer Freude und großem Gewinn
zu lesen ist!
• Vassilevich (2003), Heat kernel expansion: user’s manual:

Ein sehr empfehlenswerter Übersichtsartikel über die Wärmekern-Entwicklung der
spektralen Zeta-Funtionen mit sehr guten Literaturempfehlungen.
• Elizalde u. a. (1994), Zeta Regularization Techniques with Applications:

Ein Sammelband mit vielfältigen Beiträgen von Spezialisten zu Theorie und An-
wendungen der spektralen Zeta-Funktionen. Bei vielen Fragen zu Zeta-Funktionen
geht mein erster Blick zu Vassilevich, s.o., oder in dieses Buch.
• Elizalde (1995), Ten Physical Applications of Spectral Zeta Function:

Die Einführung in die Theorie der spektralen Zeta-Funktion und die Anwendung
auf den Casimir-Effekt sind recht gut lesbar und hilfreich, ebenso die gute Biblio-
graphie. In den Beispielen werden vornehmlich Fälle mit bekanntem Spektrum
behandelt, viele davon aus der String-Theorie.
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• Kirsten (2002), Spectral Functions in Mathematics and Physics:
Dieses Buch dürfte inzwischen ein Standardwerk über Spektralfunktionen für Phy-
siker sein, insbesondere in den Fällen, in denen das Spektrum nicht bekannt ist.
Die von Kirsten mitentwickelten neuen anaytischen Techniken werden an Beispie-
len aus dem Bereich der Quantenfeldtheorie mit nichttrivialen Randbedingungen
vorgeführt. Eine hervorragende und wirklich umfassende Bibliographie geben dem
Buch einen weiteren großen Wert.

Bereits bei dem Buch von Schwarz, aber erst recht bei aktuellen physikalischen Ver-
öffentlichungen oder mathematischen Büchern zu diesem Themenkreis ist eine größere
Vertrautheit mit Begriffen und Ergebnissen der modernen Topologie, Differentialgeo-
metrie, Algebra und Funktionalanalysis von großer Hilfe.

Aus der Vielzahl der möglichen Zugänge seinen hier zwei für Physiker gut geeignete
und sich ergänzende Einführungen genannt:

• Hassani (1999), Mathematical Physics, A Modern Introduction to Its Foundations,

• Nakahara (2003), Geometry, Topology and Physics:
diese zweite Auflage enthält neben vielen anderen wichtigen Dingen einen beson-
ders für Physiker sehr interessanten Beweis des Index-Theorems mittels Super-
symmetrie!

Wenn man die zugrundeliegende Mathematik der Elliptischen Differential-Operatoren,
Wärmekern-Entwicklung und Seeley-Koeffizienten, Atiyah-Singer-Index-Theorem, etc.,
noch tiefer als bei Nakahara verstehen will, dann muß man mathematische Werke zu
diesen Themen konsultieren, die für Physiker nicht ohne weiteres (leicht) lesbar sind.
Sie kennen ja sicher den schönen Satz von Yang (der Erinnerung nach zitiert): „Es gibt
nur zwei Arten von Mathematikbüchern, diejenigen, bei denen man nach der ersten
Seite nichts mehr versteht, und diejenigen, bei denen man nach dem ersten Satz nichts
mehr versteht.”

• Roe (1998), Elliptic Operators, Topology and Asymptotic Methods:
ein sehr schönes Buch über Spinor-Dirac-Operatoren. Dieses Werk setzt nur
normale Kenntnisse in Differentialgeometrie und Funktionalanalysis voraus und
entwickelt alle hier benötigten Teile der Theorie der partiellen Differential-
Gleichungen. Der Beweis des Index-Theorems folgt dem modernen, auch für prak-
tische Berechnungen hilfreichen Beweis von Getzler.

• Taylor (1996), Partial Differential Equations - 2. Qualitative Studies of Linear
Equations:
Die 3 Bände von Taylor über Partielle Differentialgleichungen bieten in meinen
Augen zur Zeit die beste und aktuellste Darstellung zu PDGL. Band 2 Kapitel 10:
Dirac Operators and Index Theory (Atiyah-Singer-Index Theorem, Chern-Gauss-
Bonnet Theorem, Riemann-Roch Theorem).

• Gilkey (1995), Invariance Theory, the Heat Equation, and the Atiyah-Singer In-
dex Theorem:
das mathematische Standard-Werk, von einem der aktiven Forscher dieses Gebie-
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tes. Der Beweis des Index-Theorems erfolgt hier auf dem Weg über die Invarianz-
Theorie.

And last but not least:
• Watkins (2004), Number Theory and Physics Archive:

eine Quelle der Inspiration über Zusammenhänge zwischen Zahlentheorie und
Theoretischer Physik.





B Summenformeln

Die folgenden Summenformeln und komplexere Varianten davon haben in der Physik
insbesondere bei der Regularisierung von Ausdrücken zur Grundzustands-Energie des
Vakuums eine Rolle gespielt. Die Idee dabei ist die folgende: sei die Grundzustands-
Energie des Vakuums (in Bezug auf ein quantisiertes Feld) ohne Randbedingungen
E0 = ~

∫∞
0 ω(t) dt und die Grundzustands-Energie des Vakuums mit geeigneten Rand-

bedingungen durch ein Experiment E1 = ~∑∞n=0 ω(n), dann kommt es durch das Ex-
periment also zu einer Verschiebung der Grundzustands-Energie um ∆∞0 E = E1 − E0.
Selbst wenn E1 und E0 divergent sind, wie so häufig in der Quantenfeldtheorie, kann
aber möglicherweise doch der Grenzwert der Differenz ∆n

0E existieren:

E1 − E0 ..= ∆∞0 E = lim
n→∞

∆n
0E = ~ lim

n→∞

[
n∑
n=0

ω(n)−
∫ n

0
ω(t) dt

]
. (B.0.1)

Genau dieses Verfahren hat Casimir bei der Berechnung des nach ihm benannten Ef-
fektes verwandt, um die Kraft der Vakuumenergie des elektromagnetischen Feldes auf
zwei parallele leitende Platten zu berechnen. Siehe hierzu die schöne Arbeit von Dowling
(1989).

B.1 Poisson-Summenformel

Sei S(x) mit x ∈ R ein sog. Delta-Kamm, d.h. eine Delta-Funktion mit der Periode 1,
dann gilt:

S(x) ..=
∞∑

n=−∞
δ(x− n) =

∞∑
m=−∞

e2πimx . (B.1.1)

Beweis. Die linke Seite ist periodisch in x ∈ R mit der Periode 1 und kann daher in
eine Fourierreihe entwickelt werden:

S(x) =
∞∑

n=−∞
δ(x− n) =

∞∑
n=−∞

cn e
2πinx , mit

cn =
π∫

0

dx (
∞∑

m=−∞
δ(x−m) e−2πinx) =

∞∑
m=−∞

π∫
0

dx (δ(x−m) e−2πinx)

=
∞∑

m=−∞

(−m+1)∫
−m

dx′ (δ(x′) e−2πin(x′+m)) =
∞∫
−∞

dx′ (δ(x′) e−2πinx′) = 1 , ⇒
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S(x) =
∞∑

n=−∞
e2πinx . 2

Im folgenden wollen wir eine Fouriertransformation verwenden und fordern deshalb,
daß die Funktion f(x) ein Element eines Schwarzraumes S(R) ist (d.h. daß f(x) glatt
ist und für |x| → ∞ mit allen Ableitungen schneller als jedes Polynom abfällt):

S(R) = {f ∈ C∞(R) : sup
x∈R

(1 + |x|)nDαf(x) = 0, |α|, n ∈ N0}

ϑ(πx, 0) =
∞∑

m=−∞
e2πimx =

∞∑
n=−∞

δ(x− n) .

Mit der Fourier-Transformierten f̃(y) ..=
∫∞
−∞ dx (e2πiyx f(x)) ergibt sich die Poisson-

Summenformel:
∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∫
−∞

dx (
∞∑

n=−∞
δ(x− n) f(x)) =

∞∫
−∞

dx (
∞∑

m=−∞
e2πimx f(x))

=
∞∑

m=−∞

∞∫
−∞

dx (e2πimx f(x)) =
∞∑

m=−∞
f̃(m) . (B.1.2)

B.2 Euler-Maclaurin-Summenformel

Für die Euler-Maclaurin-Summenformel benötigen wir einige Aussagen zu den Bernoulli-
Polynomen und Bernoulli-Zahlen, die wir zunächst hier zusammentragen wollen (für
eine ausführlichere Darstellung siehe etwa Richter u. Schiekel (2004)). Euler hat die
Bernoulli-Polynome als Potenzreihe einer erzeugenden Funktion definiert:

tetx

et − 1
..=

∞∑
m=0

Bm(x) t
m

m! . (B.2.1)

Wenn man dies etwas umschreibt und die Exponential-Funktionen entwickelt, so erhält
man

etx = et − 1
t

∞∑
m=0

Bm(x) t
m

m! ⇒

(1 + tx

1! + (tx)2

2! + . . . )

= (1 + t

2! + (t)2

3! + . . . ) · (B0(x) +B1(x) t1! +B2(x) t
2

2! + . . . ) .
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Ein Koeffizientenvergleich führt zu:

B0(x) = 1 , B1(x) = x− 1
2 , . . . . (B.2.2)

Für die Bernoulli-Zahlen ergibt sich:

Bm ..= Bm(0) , ⇔ t

et − 1
..=

∞∑
m=0

Bm
tm

m! . (B.2.3)

B0 = 1 , B1 = −1
2 , . . . . (B.2.4)

Die ungeraden Bernoulli-Zahlen mit m > 1 sind gleich Null, denn die folgende Funktion
f(t) ist symmetrisch bei einer Spiegelung t→ −t:

f(t) ..= B0 +
∞∑
m=2

Bm
tm

m! = t

et − 1 + t

2 = 2t+ t (et − 1)
2(et − 1)

= t (et + 1)
2(et − 1) = t (e 1

2 + e−
1
2 )

2(e 1
2 − e− 1

2 )
= f(−t) , ⇒

B2m+1 = 0 für m ∈ N . (B.2.5)

Nützlich ist auch die folgende Beziehung zwischen Bm(x+ 1) und Bm(x):
∞∑
m=0

(Bm(x+ 1)−Bm(x)) t
m

m! = t e(x+1)t

et − 1 −
t ext

et − 1 = t ext

=
∞∑
m=0

xm
tm+1

m! =
∞∑
m=1

xm−1 tm

(m− 1)! ,

Bm(x+ 1)−Bm(x) = mxm−1 . (B.2.6)

Speziell für x = 0 ergibt diese Formel B1(1) = B1(0)+1 = B1 +1 = 1
2 = −B1(0) = −B1

und Bm(1) = Bm(0) = Bm für m > 1. Dies läßt sich zusammen fassen zu:

Bm(1) = (−1)mBm . (B.2.7)

Wesentlich für die Ableitung Euler-Maclaurin-Summenformel ist auch die folgende Dif-
ferentialbeziehung der Bernoulli-Polynome:

∞∑
m=0

dBm(x)
dx

tm

m! = d

dx
( t ext

et − 1) = t2 ext

et − 1
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=
∞∑
m=0

Bm(x) t
m+1

m! =
∞∑
m=1

Bm−1(x) tm

(m− 1)! ⇒

d

dx

Bm(x)
m! = Bm−1(x)

(m− 1)! , für m ≥ 1 . (B.2.8)

Nach dieser Vorarbeit jetzt also zur Ableitung der Euler-Maclaurin-Summenformel. In
Hardys berühmtem Buch über divergente Reihen (Hardy (1963), S.325) findet sich
ein einfacher, allerdings rein formaler Beweis einer Euler-Maclaurin-Summenformel. Sei
D ..= d

dx
, dann können wir die Taylor-Entwicklung der Funktion f(x+n) um den Punkt

x schreiben als:

f(x+ n) = enDf(x) .

Wenn man auf beiden Seiten die Summe von n = 0 bis n = N − 1 bildet und auf der
rechten Seite die Summenformel der geometrischen Reihe verwendet, so erhält man

N−1∑
n=0

f(x+ n) =
N−1∑
n=0

enDf(x) = eND − 1
eD − 1 f(x) = 1

eD − 1 [f(x+N)− f(x)] .

Für 1
eD−1 setzen wir die erzeugende Funktion der Bernoulli-Zahlen (B.2.3) ein und

erhalten:
N−1∑
n=0

f(x+ n) = (D−1 +
∞∑
m=1

Bm

m! D
m−1) [f(x+N)− f(x)] .

Wenn f(x) rasch genug abfällt, d.h., wenn limN→∞D
−1f(x+N) = limN→∞ f(x+N) =

0, dann folgt sofort eine erste Form der Euler-Maclaurin-Summenformel:
∞∑
n=0

f(x+ n)−
∞∫
0

f(x+ t) dt = −
∞∑
m=1

Bm

m! D
m−1 f(x) . (B.2.9)

Der ausführlichere Beweis der Euler-Maclaurin-Summenformel ist etwas aufwendiger als
Hardys Kurzbeweis, liefert dafür aber auch eine wichtige Aussage zu einem Restterm
bei endlichen Summen. Seien a, b,m, n ∈ N:

∆(f, a, b) ..=
b∑

n=a
f(n)−

b∫
a

f(x) dx

= 1
2 [f(b) + f(a)] +

b−1∑
n=a

1
2[f(n+ 1) + f(n)]−

b−1∑
n=a

n−1∫
n

f(x) dx

= 1
2 [f(b) + f(a)] +

b−1∑
n=a

1
2[f(n+ 1) + f(n)]−

n+1∫
n

f(x) dx

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= 1
2 [f(b) + f(a)] +

b−1∑
n=a

1
2[f(n+ 1) + f(n)]− x · f(x)|n+1

n +
n+1∫
n

x · f ′(x) dx


= 1
2 [f(b) + f(a)] +

b−1∑
n=a

(n+ 1
2)[−f(n+ 1) + f(n)] +

n+1∫
n

x · f ′(x) dx


= 1
2 [f(b) + f(a)] +

b−1∑
n=a

 n+1∫
n

[x− n− 1
2] · f ′(x) dx

 .
Im Intervall x ∈ [n, n + 1) ist n identisch mit [x], der größten ganzen Zahl, die kleiner
als x ist. Also schreiben wir im obigen Integral: x− n− 1

2 = x− [x]− 1
2 = {x}− 1

2 , mit
{x} = x − [x] = x mod 1, dem Dezimalbruchteil von x. Nun ist mit B.2.2 {x} − 1

2 =
B1({x}) und damit und mit B.2.8 folgt:

∆(f, a, b) = 1
2 [f(b) + f(a)] +

b−1∑
n=a

 n+1∫
n

B1({x}) · f ′(x) dx


= 1
2 [f(b) + f(a)] +

b∫
a

B1({x}) · f (1)(x) dx

= 1
2 [f(b) + f(a)] +

b∫
a

dB2({x})
dx 2 · f (1)(x) dx

= 1
2 [f(b) + f(a)] + B2({x})

2 · f (1)(x)
∣∣∣∣∣
b

a

−
b∫
a

B2({x})
2 · f (2)(x) dx

= 1
2 [f(b) + f(a)] +

m∑
k=2

(−1)k Bk({x})
k! · f (k−1)(x)

∣∣∣∣∣
b

a

+ (−1)m+1
b∫
a

Bm({x})
m! · f (n)(x) dx .

Aus a, b ∈ N folgt Bk({a}) = Bk(a− [a]) = Bk(0) = Bk und ebenso Bk({b}) = Bk. Die
B2k+1 = 0 für k ∈ N (wegen B.2.5), B1 = −1

2 (wegen B.2.4), und so erhalten wir:

∆(f, a, b) = 1
2 [f(b) + f(a)] +

m∑
k=2

Bk

k! f
(k−1)(x)

∣∣∣b
a

+ (−1)m+1
b∫
a

Bm({x})
m! · f (n)(x) dx
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= f(b)− 1
2 [f(b)− f(a)] +

m∑
k=2

Bk

k! f
(k−1)(x)

∣∣∣b
a

+ (−1)m+1
b∫
a

Bm({x})
m! · f (n)(x) dx

= f(b) +
m∑
k=1

Bk

k! f
(k−1)(x)

∣∣∣b
a

+ (−1)m+1
b∫
a

Bm({x})
m! · f (n)(x) dx .

(B.2.10)

Mit ∑b
n=a f(n) − f(b) = ∑b−1

n=a f(n) ergibt sich die übliche Formulierung der Euler-
Maclaurin-Summenformel:

b−1∑
n=a

f(n) =
b∫
a

f(x) dx+
m∑
k=1

Bk

k! f
(k−1)(x)

∣∣∣b
a

+ (−1)m+1
b∫
a

Bm({x})
m! f (m)(x) dx .

(B.2.11)

Wenn wir an der Summe von n = 0 bis n =∞ interessiert sind und voraussetzen, daß
f(z) mit allen Ableitungen im Unendlichen verschwindet, so erhalten wir mit B1 = −1

2
(B.2.4) und B2k+1 = 0 (B.2.5):

lim
b→∞

 b∑
n=0

f(n)−
b∫

0

f(x) dx
 = f(0)−

m∑
k=1

Bk

k! f
(k−1)(0)

= f(0)
2 −

m∑
k=1

B2k

(2k)! f
(2k−1)(0) . (B.2.12)

B.3 Abel-Plana-Summenformel

Am durchsichtigsten erscheint die Abel-Plana Summenformel, wenn man sie aus dem
Argument-Prinzip der Funktionentheorie entwickelt. Sei also g : C→ C eine meromor-
phe Funktion, d.h. eine analytische Funktion mit isolierten Polen endlicher Ordnung.
Sei zk ∈ Ω ⊂ Ω̄ ⊂ C die k-te Nullstelle von g(z) der Ordnung nk und C ein geschlossener
Weg um Ω, dann erhalten wir für g′(z)/g(z):

g(z) = (z − zk)nk ϕ(z) , mit ϕ(zk) 6= 0 .

g′(z) = nk(z − zk)nk−1 ϕ(z) + (z − z0)nk ϕ′(z) .

g′(z)
g(z) = nk

(z − zk)
+ ϕ′(z)
ϕ(z) , ⇒ nk = 1

2πi

∮
C

g′(z)
g(z) dz . (B.3.1)
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Sei umgekehrt zk ∈ Ω ⊂ Ω̄ ⊂ C der k-te Pol von g(z) der Ordnung pk, dann erhalten
wir wiederum für g′(z)/g(z):

g(z) = (z − zk)−pk ϕ(z) , mit ϕ(zk) 6= 0 .

g′(z) = −pk(z − zk)−pk−1 ϕ(z) + (z − zk)−pk ϕ′(z) .

g′(z)
g(z) = −pk

(z − zk)
+ ϕ′(z)
ϕ(z) , ⇒ −pk = 1

2πi

∮
C

g′(z)
g(z) dz . (B.3.2)

Wenn also in dem vomWeg C umschlossenen Gebiet Ω gerade r Nullstellen der Ordnung
nk , 1 ≤ k ≤ r, und s Pole der Ordnung pk′ , 1 ≤ k′ ≤ s der Funktion g(z) liegen, so
gilt:

N − P ..=
r∑

k=1
nk −

s∑
k′=1

pk′ = 1
2πi

∮
C

g′(z)
g(z) dz .

Man spricht in diesem Zusammenhang vom Argument-Prinzip, denn mit ∆C(h(z)) ..=
Differenz von h(z) beim einmaligen Umlaufen von Ω auf dem Weg C gilt ja:∮

C

g′(z)
g(z) dz = ∆C(ln(g(z))) = ∆C(ln |g(z)|) + ∆C(arg(g(z))) = ∆C(arg(g(z))) .

Diese Größe N − P , also die Differenz der Anzahl der Nullstellen minus der Anzahl
der Pole (wobei wir jede Nullstelle und jeden Pol mehrfach entsprechend ihrer Ordnung
zählen), wird auch Abbildungsgrad der Funktion g auf Ω genannt:

deg(g,Ω) ..= N − P ..=
r∑

k=1
nk −

s∑
k′=1

pk′ = 1
2πi

∮
C

g′(z)
g(z) dz . (B.3.3)

Wenn also g(z) auf Ω̄ regulär und deg(g,Ω) 6= 0 ist, so gibt es auf Ω mindestens eine
Lösung von g(z) = 0. Wirklich interessant werden die Abbildungsgrade erst dann, wenn
man sie auf Abbildungen von Banchräumen verallgemeinert und dann zu Existenzaus-
sagen über homogene Lösungen von Differential- und Integral-Operatoren gelangt.
Wir bleiben hier aber bei der einfachen Funktionentheorie und verallgemeinern die
Formel B.3.3 noch ein wenig. Sei zusätzlich zu der oben gegebenen Funktion g(z) noch
eine auf Ω̄ reguläre Funktion f(z) gegeben. Dann gilt für die k-te Nullstelle von g(z)
der Ordnung nk:

1
2πi

∮
C

f(z) g
′(z)
g(z) dz = 1

2πi

∮
C

f(z) [ nk
(z − zk)

+ ϕ′(z)
ϕ(z) ] dz = Res

z=zk

nkf(z)
(z − zk)
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= nkf(zk) .

Ebenso gilt für den k-ten Pol von g(z) der Ordnung pk:

1
2πi

∮
C

f(z) g
′(z)
g(z) dz = 1

2πi

∮
C

f(z) [ −pk(z − zk)
+ ϕ′(z)
ϕ(z) ] dz = Res

z=zk

−pkf(z)
(z − zk)

= −pkf(zk) .

Wenn also in dem vomWeg C umschlossenen Gebiet Ω gerade r Nullstellen der Ordnung
nk , 1 ≤ k ≤ r, und s Pole der Ordnung pk′ , 1 ≤ k′ ≤ s der Funktion g(z) liegen, so
gilt:

1
2πi

∮
C

f(z) g
′(z)
g(z) dz =

r∑
k=1

nkf(zk)−
s∑

k′=1
pk′f(zk′) . (B.3.4)

Aus B.3.4 kann man durch geeignete Wahl der Funktion g(z) und des geschlossenen
Weges C die verschiedensten Summenformeln ableiten, die man als verallgemeinerte
Abel-Plana-Summenformeln bezeichnen kann.

Um die eigentliche Abel-Plana-Summenformel abzuleiten, wählen wir g′k(z)
gk(z) = 1

z−k , bzw.
eine k-Summe über diese g′k(z)

gk(z) , und als geschlossenen Integrationsweg C = C1 + C1ε +
C2 + C3ε + C3 + C4:

Re(z)

C
3C

1

C
2

C
3ε

C
1ε

C
4

m n

Abbildung B.1: Integrationsweg von f(z)

Die Funktion f(z) nehmen wir als regulär in dem vertikalen Streifen zwischen m und
n an, d.h. im Gebiet Ω ..= {z ∈ C |m− ε ≤ <(z) ≤ n+ ε, m, n ∈ N, m < n, ε > 0} .

n∑
k=m

f(k) = 1
2πi

n∑
k=m

∮
C

f(z)
z − k

dz = 1
2πi

∞∑
k=−∞

∮
C

f(z)
z − k

dz .
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Dabei haben wir ausgenutzt, daß auch f(z)
z−k für k < m und k > n in unserem Gebiet

Ω regulär ist und also das Integral dieser Funktion über den gewählten geschlossenen
Weg C verschwindet, also

1
2πi

m−1∑
k=−∞

∮
C

f(z)
z − k

dz = 1
2πi

∞∑
k=n+1

∮
C

f(z)
z − k

dz = 0 .

Mit D.10.5 erkennen wir in ∑∞
k=−∞

1
z−k gerade die Partialbruch-Entwicklung von π ·

cot(πz). Damit können wir die Funktionssumme weiter umformen:
n∑

k=m
f(k) = 1

2πi

∮
C

f(z) π cot(πz) dz

= 1
2πi

∮
C

f(z) π[
1
2(eiπz + e−iπz)
1
2i(eiπz − e−iπz)

+ πi− πi] dz

= 1
2πi

∮
C

f(z) iπ[e
iπz + e−iπz + eiπz − e−iπz

eiπz − e−iπz
− 1] dz

=
∮
C

f(z) [ 1
1− e−2iπz −

1
2] dz =

∮
C

−f(z)
e−2iπz − 1 dz

..=
∮
C

F (z) dz .

Hier haben wir wieder die Regularität von f(z) in Ω ausgenutzt, so daß 1
2
∮
C f(z) dz =

0 ist. Jetzt betrachten wir das Integral über den Weg C genauer. Wir fordern, daß
limy→∞

∫
C4
F (z) dz = 0 ist. Dann folgt:∮

C

F (z) dz ..=
∮
C

−f(z)
e−2iπz − 1 dz =

∫
C1+C1ε+C2+C3ε+C3

−f(z)
e−2iπz − 1 dz .

I1 ..=
∫
C1

−f(z)
e−2iπz − 1 dz =

ε∫
∞

−f(m+ iy)
e2πy − 1 d(iy) = i

∞∫
ε

f(m+ iy)
e2πy − 1 dy ,

I3 ..=
∫
C3

−f(z)
e−2iπz − 1 dz = −i

∞∫
ε

f(n+ iy)
e2πy − 1 dy ,

I2 ..=
∫
C2

−f(z)
e−2iπz − 1 dz =

n−ε∫
m+ε

−f(x− iε)
e−2πi(x−iε) − 1 dx ,

I1ε ..=
∫
C1ε

−f(z)
e−2iπz − 1 dz =

3π/2∫
π/2

−f(m+ εeiϕ)
e−2iπεeiϕ − 1 (iεeiϕdϕ)
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=
3π/2∫
π/2

−f(m)(1 +O(ε))
−2iπεeiϕ(1 +O(ε)) (iεeiϕdϕ) = f(m)

2π (1 +O(ε))
3π/2∫
π/2

dϕ

= f(m)
2 (1 +O(ε)) ,

I3ε ..=
∫
C3ε

−f(z)
e−2iπz − 1 dz =

π/2∫
−π/2

−f(n+ εeiϕ)
e−2iπεeiϕ − 1 (iεeiϕdϕ) = . . .

= f(n)
2 (1 +O(ε)) .

Jetzt kommt ein Kunstgriff, um das obige Integral
∮
C F (z) dz noch etwas symmetrischer

zu schreiben. Wir addieren zu
∮
C F (z) dz noch ein geeignetes Wegintegral

∮
C̃ F̃ (z) dz =

0 einer regulären Funktion F̃ (z) über einen geschlossenen Weg C̃, das ja einfach Null
ergibt. Als Funktion und Integrationsweg C̃ wählen wir:∮

C̃

F̃ (z) dz ..=
∮
C̃

−f(z)
e2iπz − 1 dz =

∫
C5+C2+C6

−f(z)
e2iπz − 1 dz ,

wobei wir wie oben gefordert haben, daß limy→−∞
∫
C7
F̃ (z) dz = 0.

Re(z)

C
6

C
5

C
2

C
7

m n

Abbildung B.2: Integrationsweg von f̃(z)

Damit ergeben sich die einzelnen Wegintegrale zu:

Ĩ5 ..=
∫
C5

−f(z)
e2iπz − 1 dz =

−ε∫
−∞

−f(m+ iy)
e−2πy − 1 d(iy) = −i

∞∫
ε

f(m− iy)
e2πy − 1 dy ,

Ĩ6 ..=
∫
C6

−f(z)
e2iπz − 1 dz =

−∞∫
−ε

−f(n+ iy)
e−2πy − 1 d(iy) = i

∞∫
ε

f(n− iy)
e2πy − 1 dy ,
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Ĩ2 ..=
∫
C2

−f(z)
e2iπz − 1 dz =

n−ε∫
m+ε

−f(x− iε)
e2πi(x−iε) − 1 dx .

Jetzt sammeln wir all unsere einzelnen Wegintegrale zusammen:
n∑

k=m
f(k) =

∮
C

F (z) dz +
∮
C̃

F̃ (z) dz = I1 + I1ε + I2 + I3ε + I3 + Ĩ5 + Ĩ2 + Ĩ6

= f(m)
2 (1 +O(ε)) + f(n)

2 (1 +O(ε))

+ i

∞∫
ε

f(m+ iy)− f(m− iy)− f(n+ iy) + f(n− iy)
e2πy − 1 dy

+
n−ε∫

m+ε

f(x− iε)
[ −1
e−2πi(x−iε) − 1 + −1

e2πi(x−iε) − 1

]
dx .

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist gerade 1, denn:

−1
a−1 − 1 + −1

a− 1 = −a− 1 + a−1 − 1
1− a−1 − a+ 1 = 1 .

Jetzt können wir auf der rechten Seite unbehindert von den Polen den limε→0 bilden
und erhalten die Abel-Plana-Summenformel:

n∑
k=m

f(k)−
n∫

m

f(x)dx

= f(m)
2 + f(n)

2 + i

∞∫
0

f(m+ iy)− f(m− iy)− f(n+ iy) + f(n− iy)
e2πy − 1 dy .

(B.3.5)

Wenn f(n) im limn→∞ so stark abfällt, daß die n-abhängigen Terme verschwinden, dann
erhalten wir die folgende vereinfachte Abel-Plana-Summenformel:

lim
n→∞

 n∑
k=0

f(k)−
n∫

0

f(x)dx
 = f(0)

2 + i

∞∫
0

f(iy)− f(−iy)
e2πy − 1 dy . (B.3.6)

In der Physik ist im Zusammenhang mit der Renormierung besonders jener Fall inter-
essant, bei welchem zwar die einzelnen Grenzwerte:

lim
n→∞

n∑
k=0

f(k) und lim
n→∞

∫ n

0
f(x)dx
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divergieren, weil sie beide eine unendliche Vakuumenergie enthalten, bei welchem aber
der Grenzwert der rechten Seite der Abel-Plana-Summenformel B.3.5 existiert, so daß
man die linke Seite der Summenformel als die Casimir-Energie definieren kann.
Man kann sich auch die Frage stellen, ob die verschiedenen Summenformeln nicht ir-
gendwie miteinander zusammenhängen. Tatsächlich können wir aus B.3.6 unschwer eine
Euler-Maclaurin-Summenformel ableiten. Da für B.3.6 f(z) analytisch in der rechten
Halbebene <(z) > −εmit ε > 0 vorausgesetzt wurde, existiert für f(z) in diesem Gebiet
eine Darstellung als Taylorreihe:

f(z) =
∞∑
k=0

f (k)(0)
k! zk .

Diese Entwicklung setzen wir in B.3.6 ein und erhalten:

lim
n→∞

 n∑
k=0

f(k)−
n∫

0

f(x)dx
 = f(0)

2 + i

∞∫
0

∞∑
k=0

f (k)(0)
k!

(iy)k − (−iy)k
e2πy − 1 dy

= f(0)
2 + i

∞∫
0

∞∑
k=1

f (k)(0)
k!

(iy)k − (−1)k(iy)k
e2πy − 1 dy

= f(0)
2 + i

∞∫
0

∞∑
k=1

f (2k−1)(0)
(2k − 1)!

2(iy)2k−1

e2πy − 1 dy

= f(0)
2 + 2

∞∫
0

∞∑
k=1

f (2k−1)(0)
(2k − 1)!

(−1)k(y)2k−1

e2πy − 1 dy .

Wenn wir uns jetzt auf Funktionen f(z) beschränken , für die das Integral gleichmäßig
konvergiert, dann können wir Intergration und Summation miteinander vertauschen:

lim
n→∞

 n∑
k=0

f(k)−
n∫

0

f(x)dx
 = f(0)

2 + 2
∞∑
k=1

(−1)kf (2k−1)(0)
(2k − 1)!

∞∫
0

(y)2k−1

e2πy − 1 dy

= f(0)
2 −

∞∑
k=1

f (2k−1)(0)

2 (−1)k−1

(2π)2k

 1
(2k − 1)!

∞∫
0

t2k−1

et − 1 dy
 .

Hier erkennen wir in der eckigen Klammer mit D.4.2 die Riemannsche Zeta-Funktion
ζ(2k) und in der geschweiften Klammer mit D.10.10 den Bernoulli-Koeffizienten 1

(2k)!B2k:

lim
n→∞

 n∑
k=0

f(k)−
n∫

0

f(x)dx
 = f(0)

2 −
∞∑
k=1

B2k

(2k)! f
(2k−1)(0) , (B.3.7)

was gerade die Euler-Maclaurin-Summenformel in der Form B.2.12 ist.
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C Einführung in die Gamma-Funktion

C.1 Leonhard Euler (1707 – 1783)

Abbildung C.1: L. Euler
E. Handmann (c. 1756), PD.
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Leonhard_Euler]

Leonhard Euler wurde 1707 in Basel gebo-
ren. Sein Vater, ein protestantischer Pfarrer,
war mit dem Mathematiker Johann Bernoul-
li befreundet, der sehr schnell die Begabun-
gen des jungen Leonhard Euler erkannte und
einen großen Einfluß auf dessen Entwicklung
und Ausbildung hatte. 1727 nahm Euler ei-
ne Anstellung an der Akademie St. Petersburg
an. 1734 heiratete er in St. Petersburg Katha-
rina Gsell. Von ihren dreizehn Kindern über-
lebten nur fünf die frühe Kindheit. Eine schwe-
re Infektion Eulers 1735 hatte in den folgenden
Jahren die völlige Erblindung seines rechten
Auges zur Folge. 1741 folgte Euler einer Ein-
ladung Friedrichs des Großen an die Akade-
mie Berlin. 1766 mußte er die Akademie nach
einem Zerwürfnis mit Friedrich wieder verlas-
sen und nahm eine Einladung Katharinas der
Großen an, an die Akademie St. Petersburg
zurückzukehren. Gleichzeitig erblindete er nun
auch auf dem linken Auge aufgrund eines Ka-
tarakts (Grauer Star). Dennoch konnte er mit
der Hilfe zweier seiner Söhne und seines Sekretärs Nicolas Fuß weiter arbeiten und
publizieren. 1771 verlor er bei einem Großfeuer in St. Petersburg sein Haus und fast
sein Leben. 1773 starb seine Frau Katharina. Drei Jahre danach heiratete er die Halb-
schwester seiner verstorbenen Frau Salome Abigail Gsell. 1783 starb Euler nach dem
Mittagessen mit seiner Familie mitten in einem Gespräch über den neuentdeckten Pla-
neten Uranus an einer Hirnblutung.
Euler forschte und veröffentlichte auf allen Gebieten der damaligen Mathematik und
Physik: Analysis (insb. Differential-, Integral-Rechnung, Reihen, Variationsrechnung),
Geometrie, Graphentheorie, Algebra, Anfänge der Topologie, Zahlentheorie, Mechanik,
Astronomie, Elastizitätstheorie, Hydrodynamik, Optik, Musiktheorie. Euler gilt als ei-
ner der größten und produktivsten Mathematiker aller Zeiten. Das Euler Kommittee
der Schweizer Akademie der Wissenschaften hat im Jahr 1907 mit der wissenschaftlich
editierten Neuveröffentlichung aller Bücher und Publikationen Eulers (Opera Omnia)
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begonnen und will diese Aufgabe mit dem letzten Band Nr.74 im Jahr 2010 vollendet
haben (wobei die wissenschaftliche Korrespondenz Eulers anschließend in einer Zusatz-
reihe erscheinen soll). [Quelle: Wikipedia-Euler (2010)].

C.2 Integral-Darstellung der Gamma-Funktion

(a) Γ(<(z)), Alessio Damato (2005),
CC BY-SA 3.0.

[http://en.wikipedia.org/wiki/Gamma_function]

(b) |Γ(z)| , [Jahnke u. Emde (1909), PD]

Abbildung C.2: Gamma-Funktion

Die Eulersche Gamma-Funktion, auch 2. Eulersches Integral genannt, ist definiert als:

Γ(x) ..=
∞∫
0

tx−1e−tdt fürx ∈ R, x > 0 . (C.2.1)

Zunächst sieht man unschwer, daß dieses Integral tatsächlich für x > 0 konvergiert,
denn:

x > 0 ⇒ ∃ [r, R] mit r > 0 und x ∈ [r, R] ,

und die folgende Funktion g(t) ist dann eine Majorante für tx−1e−t:

g(t) =

tr−1 für 0 < t ≤ 1 ,
tRe−t für t ≥ 1 .

Γ(x) ≤
∞∫
0

g(t)dt =
1∫

0

g(t)dt+
∞∫
1

g(t)dt =
1∫

0

tr−1dt+
∞∫
1

tRe−tdt <∞ .

Aus der Definitions-Gleichung C.2.1 folgt direkt:

Γ(1) =
∞∫
0

e−tdt = −e−t
∣∣∣∞
0

= 1 , (C.2.2)

http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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Γ(x+ 1) =
∞∫
0

txe−tdt = tx(−e−t)
∣∣∣∞
0
− x

∞∫
0

tx−1(−e−t)dt = x

∞∫
0

tx−1e−tdt

= xΓ(x) , (C.2.3)

Γ(n+ 1) = n! mit Γ(1) = 0! = 1 und Γ(2) = 1! = 1 . (C.2.4)

Den häufig benötigten Wert

Γ(1
2) =

∞∫
0

t−
1
2 e−tdt

kann man folgendermaßen bestimmen:
zunächst substituieren wir t = x2

2 , dt = x dx und erhalten

Γ(1
2) =

∞∫
0

√
2x−1 e−

x2
2 x dx =

√
2
∞∫
0

e−
x2
2 dx = 1√

2

∞∫
−∞

e−
x2
2 dx ,

Γ(1
2) · Γ(1

2) = 1
2

∞∫
−∞

e−
x2+y2

2 dx dy = 1
2

∞∫
0

2π∫
0

e−
r2
2 r dϕ dr = 2π

2

∞∫
0

e−
r2
2 r dr .

Mit der Substitution s = r2, ds = 2r dr folgt

Γ(1
2) · Γ(1

2) = π

∞∫
0

e−
s
2

1
2 ds = π

2 (−2e− s2 )
∣∣∣∣∞
0

= π ⇒ Γ(1
2) =

√
π . (C.2.5)

C.3 Fortsetzung der Gamma-Funktion

Mit Hilfe von C.2.3 kann Γ(x) für x < 0 fortgesetzt werden (n ∈ N):

Γ(x+ n) = (x+ n− 1)(x+ n− 2) · · · (x+ 1)(x) Γ(x) ⇒

Γ(x) = 1
x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) Γ(x+ n) . (C.3.1)

Wenn (x+ n) ∈]0, 1[ , so wird hierdurch Γ(x) im Intervall ]− n,−n+ 1[ definiert.
Mit dieser Definition kann Γ(x) nun auch als Γ(z), z ∈ C, in die komplexe Ebene
fortgesetzt werden und ist überall holomorph, außer bei x = <(z) ∈ {0,−1,−2, . . .},
wo ein einfacher Pol vorliegt:

Res Γ(z)
z=−n+1

= Γ(1)
(−n+ 1)(−n+ 2) · · · (−1) = (−1)n−1

(n− 1)! ⇒

Res Γ(z)
z=−n

= (−1)n
n! . (C.3.2)
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C.4 Die Beta-Funktion

Die Beta-Funktion, auch 1. Eulersches Integral genannt, ist definiert als:

B(x, y) =
1∫

0

(1− t)x−1(t)y−1dt . (C.4.1)

Die Beta-Funktion ist zunächst definiert für x, y ∈ R, x, y > 0 und kann für x, y ∈
C, <(x),<(y) > 0 in die komplexe Ebene fortgesetzt werden.
Die Substitution

t = u

1 + u
, u = t

1− t , dt = ( 1
1 + u

+ −u
(1 + u)2 ) du = 1

(1 + u)2 du

liefert eine weitere, häufig anzuteffende Form der Beta-Funktion

B(x, y) =
∞∫
0

uy−1

(1 + u)x+y du . (C.4.2)

Die Beta-Funktion hängt folgendermaßen mit der Gamma-Funktion zusammen:

Γ(x)Γ(y) =
∞∫
0

∞∫
0

sx−1ty−1e−(s+t) ds dt .

Mit einer ersten Substitution der Integrationsvariablen s = u2 , t = v2 und einer an-
schließenden zweiten Substitution u = r · cosϕ , v = r · sinϕ und einer anschließenden
dritten Substitution s = r2 , t = cos2 ϕ wird daraus:

Γ(x)Γ(y) = 4
∞∫
0

∞∫
0

u2x−1v2y−1e−(u2+v2) du dv

= 4
∞∫
0

e−r
2
r2(x+y)−1 dr

π
2∫

0

cos2x−1(ϕ) sin2y−1(ϕ) dϕ

= 2
∞∫
0

s(x+y)−1 e−s ds

0∫
1

tx−1(1− t)y−1 (−1
2) dt

=
∞∫
0

s(x+y)−1 e−s ds

1∫
0

tx−1(1− t)y−1 dt

= Γ(x+ y)B(y, x) ,
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B(x, y) = B(y, x) = Γ(x)Γ(y)
Γ(x+ y) . (C.4.3)

Hiermit läßt sich auf anderem Weg nochmals C.2.5 ableiten:

Γ(1
2)2 =

Γ(1
2)Γ(1

2)
Γ(1) = B(1

2 ,
1
2) =

1∫
0

(1− t)− 1
2 (t)− 1

2dt .

Mit der Substitution t = sin2 ϕ, dt = 2 sinϕ cosϕdϕ folgt

Γ(1
2)2 =

1∫
0

(1− t)− 1
2 (t)− 1

2dt =
π/2∫
0

(cos2 ϕ)− 1
2 (sin2 ϕ)− 1

2 2 sinϕ cosϕdϕ

= 2
π/2∫
0

dϕ = π ⇒

Γ(1
2) =

√
π . (C.4.4)

C.5 Reflektions-Formel der Gamma-Funktion

Eine wichtige Beziehung ist die Komplement-Formel oder Reflektions-Formel der Gamma-
Funktion:

Γ(x)Γ(1− x) = B(x, 1− x) = π

sin(πx) . (C.5.1)

Beweis.

B(x, 1− x) = B(1− x, x) =
1∫

0

(1− t)−x(t)x−1dt .

Wir führen die folgende Substitution durch:

t = τ

τ + 1 ⇒ τt+ t− τ = 0 ⇒ τ = −t
t− 1 = t

1− t ,

dt

dτ
= 1
τ + 1 −

τ

(τ + 1)2 = 1
(τ + 1)2 ,

B(x, 1− x) =
∞∫
0

(1− τ

τ + 1)−x( τ

τ + 1)x−1 1
(τ + 1)2 dτ
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=
∞∫
0

( 1
τ + 1)−x τx−1

(τ + 1)x−1
1

(τ + 1)2 dτ

=
∞∫
0

τx−1

(τ + 1) dτ .

Daß dieses Integral gerade den Wert π
sin(πx) hat, zeigt man am leichtesten mit Hilfe der

Funktionentheorie.

Sei also f(τ) = τx−1

τ+1 der in die komplexe τ -Ebene fortgesetzte Integralkern von B(x, 1−
x). Die Funktion g(τ) = τx−1 ist mehrdeutig, wenn (x−1) nicht ganzzahlig ist: bei jedem
Umlauf um den Ursprung in Gegenuhrzeiger-Richtung kommt ein multiplikativer Faktor
e2πi(x−1)hinzu. Man kann g(τ) jetzt eindeutig machen, indem man die komplexe τ -Ebene
entlang der positiven reellen Achse aufschneidet und das Argument von g(τ) am oberen
Ufer des Schnittes frei definiert - wir wählen hier arg(g(τ)) = −π und erhalten damit
g(τ) = τx−1e−iπ(x−1) (hier jetzt mit τ ∈ R). Auf der negativen reellen Achse haben wir
arg(g(τ)) = −π+π = 0 und damit g(τ) = τx−1 (auch hier mit τ ∈ R). Auf der positiven
reellen Achse am unteren Ufer des Schnittes haben wir arg(g(τ)) = −π + 2π = π und
damit g(τ) = τx−1eiπ(x−1) (auch hier mit τ ∈ R).

Wir wollen den Residuen-Satz ausnutzen und wählen den folgenden geschlossenen Inte-
grationsweg L mit den Kreisen CR und −Cε, wobei CR im Gegenuhrzeigersinn durch-
laufen wird und Cε im Uhrzeigersinn (deshalb die Bezeichnungsweise −Cε) :

Im(τ)

Rε

Re(τ)

C
R

C
ε

Abbildung C.3: Integrationsweg von f(τ)

∮
L

f(τ) dτ =
(∞,+)∫
(0,+)

f(τ) dτ +
∫
CR

f(τ) dτ +
(0,−)∫

(∞,−)

f(τ) dτ +
∫
−Cε

f(τ) dτ .
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Das Integral über CR verschwindet für R→∞, denn:∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

f(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

τx−1

(τ + 1) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2πR Rx−1

R + 1 = 2π Rx

R + 1 ⇒

lim
R→∞

∣∣∣∣∣∣∣
∫
CR

f(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
R→∞

2π Rx

R + 1 = 0 für x < 1 .

Ebenso verschwindet das Integral über Cε für ε→ 0 , denn:∣∣∣∣∣∣∣
∫
−Cε

f(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣−
∫
Cε

f(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Cε

τx−1

(τ + 1) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ 2πε ε
x−1

ε+ 1 = 2π εx

ε+ 1 ⇒

lim
ε→0

∣∣∣∣∣∣∣
∫
Cε

f(τ) dτ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
ε→0

2π εx

ε+ 1 = 0 für 0 < x .

Also gilt für 0 < x < 1:∮
L

f(τ) dτ =
∞∫
0

τx−1e−iπ(x−1)

(τ + 1) dτ +
0∫
∞

τx−1eiπ(x−1)

(τ + 1) dτ

= (e−iπ(x−1) − eiπ(x−1))
∞∫
0

τx−1

(τ + 1) dτ

= (−e−iπx − (−1)eiπx)
∞∫
0

τx−1

(τ + 1) dτ

= 2i sin(πx)
∞∫
0

τx−1

(τ + 1) dτ .

Gleichzeitig folgt aus dem Residuen-Satz:∮
L

f(τ) dτ = 2πi
∑
k

Res
τ=τk

f(τ) = 2πi
∑
k

Res
τ=τk

τx−1

(τ + 1)

= 2πi Res
τ=−1

τx−1

(τ + 1) = 2πi |τ |x−1
∣∣∣
τ=−1

= 2πi .

Jetzt setzen wir die beiden Ausdrücke für
∮
L
f(τ) dτ gleich:

2i sin(πx)
∞∫
0

τx−1

(τ + 1) dτ = 2πi ⇒
∞∫
0

τx−1

(τ + 1) dτ = π

sin(πx) .

womit der Beweis von C.5.1 abgeschlossen ist. 2
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C.6 Zwei trigonometrische Integrale

Auch die folgenden beiden trigonometrischen Integrale lassen sich auf die Gamma-
Funktion zurückführen:

u(x) ..=
∞∫
0

tx−1 cos(t) dt für t ∈ R ,

v(x) ..=
∞∫
0

tx−1 sin(t) dt für t ∈ R .

u(x) + iv(x) =
∞∫
0

tx−1eit dt = (i)x
∞∫
0

τx−1e−τ dτ = (i)x Γ(x) (mit t = iτ) ,

u(x)− iv(x) =
∞∫
0

tx−1e−it dt = (−i)x
∞∫
0

τx−1e−τ dτ(−i)x Γ(x) (mit t = −iτ) .

u(x) = 1
2((i)x + (−i)x) Γ(x) = 1

2((eiπ2 )x + (e−iπ2 )x) Γ(x) = cos(πx2 ) Γ(x) ,

v(x) = 1
2i((i)

x − (−i)x) Γ(x) = 1
2i((e

iπ2 )x − (e−iπ2 )x) Γ(x) = sin(πx2 ) Γ(x) .

∞∫
0

tx−1 cos(t) dt = cos(πx2 ) Γ(x) ,

∞∫
0

tx−1 sin(t) dt = sin(πx2 ) Γ(x) .

(C.6.1)

C.7 Einige Abschätzungen zur Exponential-Funktion

Zunächst soll mittels vollständiger Induktion bewiesen werden:

(1− a)n ≥ 1− na . (C.7.1)

Für n = 1 ist die Aussage offensichtlich erfüllt. Sei also die Aussage für n gültig, dann
folgt für n+ 1:

(1− a)n+1 = (1− a)(1− a)n ≥ (1− a)(1− na)
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= 1− a− na+ na2 > 1− (n+ 1)a . 2

Um Abschätzungen zur Exponential-Funktion zu gewinnen, kann man von der folgen-
den Ungleichung ausgehen (y ∈ R):

1 + y < 1 + y1

1! + y2

2! + · · · < 1 + y + y2 + · · · = 1
1− y ⇒

1 + y < ey <
1

1− y . (C.7.2)

Setzen wir in der linken Ungleichung y = 1
n
und in der rechten Ungleichung y = 1

n+1 ,
so folgt:

ln(1 + 1
n

) < 1
n

und

1
n+ 1 < ln( 1

1− 1
n+1

) = ln(n+ 1
n

) = ln(1 + 1
n

) ⇒

1
n+ 1 < ln(1 + 1

n
) < 1

n
. (C.7.3)

Setzen wir in C.7.2 y = t
n
und potenzieren mit −n, so folgt:

(1− t

n
)n < e−t < (1 + t

n
)−n . (C.7.4)

Aus der linken Ungleichung läßt sich mit Hilfe von (1 + t
n
)n < et und C.7.1 noch eine

weitere hilfreiche Ungleichung ableiten:

0 < e−t − (1− t

n
)n = e−t(1− et(1− t

n
)n)

< e−t(1− (1 + t

n
)n(1− t

n
)n) = e−t(1− (1− t2

n2 )n)

< e−t(1− (1− n t
2

n2 )) = e−t
t2

n
⇒

0 < e−t − (1− t

n
)n < e−t

t2

n
. (C.7.5)
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C.8 Die Produkt-Darstellung der Gamma-Funktion

Euler kannte bereits die folgende Produkt-Darstellung der Gamma-Funktion, doch erst
Gauß hat diese Darstellung publiziert:

Γ(x) = lim
n→∞

nx · n!
x (x+ 1) · · · (x+ n) . (C.8.1)

Gelegentlich wird auch die folgende Darstellung benützt:

Γ(x) = lim
n→∞

nx · (n− 1)!
x (x+ 1) · · · (x+ n− 1) . (C.8.2)

Wegen limn→∞
n

(x+n) = 1 sind beide Darstellungen äquivalent.

Beweis. Euler hat die Exponential-Funktion definiert als

et = lim
n→∞

(1 + t

n
)n . (C.8.3)

Betrachtet man jetzt die Folge der Funktionen

Γn(x) ..=
n∫

0

tx−1(1− t

n
)n dt (C.8.4)

für n→∞, so kann man zeigen, daß diese Folge gegen Γ(x) konvergiert:

(Γ(x)− Γn(x)) =
∞∫
0

tx−1(e−t − (1− t

n
)n) dt

=
n∫

0

tx−1(e−t − (1− t

n
)n) dt+

∞∫
n

tx−1e−t dt .

Das letzte Integral geht für n→∞ gegen 0, denn

Γ(x) =
∞∫
0

tx−1e−t dt =
n∫

0

tx−1e−t dt+
∞∫
n

tx−1e−t dt

= lim
n→∞

n∫
0

tx−1e−t dt+ lim
n→∞

∞∫
n

tx−1e−t dt = Γ(x) + lim
n→∞

∞∫
n

tx−1e−t dt ⇒

lim
n→∞

∞∫
n

tx−1e−t dt = 0 .
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Zu jedem vorgegebenen kleinen ε gibt es also ein n0, mit
∫∞
n0
tx−1e−t dt < ε:

lim
n→∞

(Γ(x)− Γn(x)) = lim
n→∞

n∫
0

tx−1(e−t − (1− t

n
)n) dt+ lim

ε→0
ε

= lim
n→∞

 n0∫
0

tx−1(e−t − (1− t

n
)n) dt+

n∫
n0

tx−1(e−t − (1− t

n
)n) dt



< lim
n→∞

n0∫
0

tx−1(e−t − (1− t

n
)n) dt+ lim

n→∞

n∫
n0

tx−1e−t dt

< lim
n→∞

n0∫
0

tx−1(e−t − (1− t

n
)n) dt+ lim

n→∞

∞∫
n0

tx−1e−t dt

< lim
n→∞

n0∫
0

tx−1(e−t − (1− t

n
)n) dt+ lim

ε→0
ε .

Mit Hilfe von C.7.5 folgt

lim
n→∞

(Γ(x)− Γn(x)) < lim
n→∞

n0∫
0

tx−1e−t
t2

n
dt = lim

n→∞

1
n

n0∫
0

tx+1 dt = 0 .

Nachdem wir jetzt wissen, daß

Γ(x) = lim
n→∞

Γn(x) , (C.8.5)

wollen wir diese Γn(x) mit der Substitution t = n · τ und partieller Integration noch
etwas weiter umformen:

Γn(x) =
n∫

0

tx−1(1− t

n
)n dt = nx

1∫
0

τx−1(1− τ)n dτ

= nx [ 1
x
τx(1− τ)n

∣∣∣∣1
τ=0
− n

x

1∫
0

τx(−1)(1− τ)n−1 dτ ]

= nx [n
x

1∫
0

τx(1− τ)n−1 dτ ] = nx [n(n− 1)
x(x+ 1)

1∫
0

τx+1(1− τ)n−2 dτ ]

= . . .

= nx
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n) .

Damit ist C.8.1 bewiesen. 2
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Weierstraß hat diese Produkt-Darstellung der Gamma-Funktion noch etwas weiterent-
wickelt:

Γn(x) = nx
n!

x(x+ 1) · · · (x+ n)

= 1
x

ex logn

(1 + x
1 )(1 + x

2 ) · · · (1 + x
n
)

= 1
x
ex(logn− 1

1−
1
2−...−

1
n

) e
x
1 e

x
2 · · · e xn

(1 + x
1 )(1 + x

2 ) · · · (1 + x
n
)

= 1
x
ex(logn−

∑n

k=1
1
k

)
n∏
k=1

e
x
k

(1 + x
k
)

= e−γnx
1
x

n∏
k=1

e
x
k

(1 + x
k
) .

Jetzt stellt sich die Frage nach der Konvergenz der Folge γn:

γn ..=
n∑
k=1

1
k
− ln(n) . (C.8.6)

Wir führen eine weitere Folge δn ein mit δn < γn und zeigen mit Hilfe von C.7.3, daß
γn monoton fällt, während δn monton steigt, womit die Konvergenz nachgewiesen ist:

δn ..= γn −
1
n
⇒ δn < γn ,

γn+1 − γn = 1
n+ 1 − ln(1 + 1

n
) < 0 ,

δn+1 − δn = 1
n
− ln(1 + 1

n
) > 0 .

Der Grenzwert der Folge γn heißt Euler-Mascheroni Konstante

γ ..= lim
n→∞

[
n∑
k=1

1
k
− ln(n)

]
≈ 0.5772157 . (C.8.7)

Und damit wird die Weierstraßsche Produktdarstellung der Gamma-Funktion zu

Γ(x) = e−γx
1
x

∞∏
k=1

e
x
k

(1 + x
k
) . (C.8.8)
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C.9 Eine Multiplikationsformel für die Gamma-Funktion

Sei m ∈ N, dann gilt für die Gamma-Funktion die folgende Multiplikationsformel:

m−1∏
r=0

Γ(x+ r

m
) ..= Γ(x) · Γ(x+ 1

m
) · Γ(x+ 2

m
) · . . . · Γ(x+ m− 1

m
)

= (2π)m−1
2 m

1
2−mx Γ(mx) . (C.9.1)

Beweis. Mit Hilfe der Produktdarstellung C.8.2 betrachten wir zunächst den folgenden
Ausdruck Qm(x), von dem wir zeigen wollen, daß er von x unabhängig ist:

Qm(x) ..= mmx

m
·
∏m−1
r=0 Γ(x+ r

m
)

Γ(mx)

= mmx−1 ·
∏m−1
r=0 limn→∞

nx+ r
m ·(n−1)!

(x+ r
m

) (x+ r
m

+1) ··· (x+ r
m

+n−1)

limn→∞
nmx·(n−1)!

mx (mx+1) ··· (mx+n−1)

= mmx−1 ·
∏m−1
r=0 limn→∞

nx+ r
m ·(n−1)!

(x+ r
m

) (x+ r
m

+1) ··· (x+ r
m

+n−1)

limn→∞
(mn)mx·(mn−1)!

mx (mx+1) ··· (mx+mn−1)

.

In der letzten Zeile haben wir im Nenner n durch m · n ersetzt, was ja im limn→∞ das
gleiche ergibt. Damit folgt:

Qm(x) = mmx−1 · lim
n→∞

((n− 1)!)m nmx+m−1
2
∏m−1
r=0

1
(x+ r

m
) (x+ r

m
+1) ··· (x+ r

m
+n−1)

(mn)mx · (mn− 1)! 1
mx (mx+1) ··· (mx+mn−1)

= mmx−1 · lim
n→∞

((n− 1)!)m nmx+m−1
2 mmn x (x+ 1

m
) ··· (x+mn−1

m
)∏m−1

r=0 (x+ r
m

) (x+ r
m

+1) ··· (x+ r
m

+n−1)

(mn)mx · (mn− 1)! .

Wegen x+ mn−1
m

= x+ m−1
m

+ n− 1 folgt

x (x+ 1
m

) · · · (x+ mn−1
m

)∏m−1
r=0 (x+ r

m
) (x+ r

m
+ 1) · · · (x+ r

m
+ n− 1)

= 1 .

Damit ist Qm(x) tatsächlich von x unabhängig:

Qm ..= Qm(x) = mmx−1 · lim
n→∞

((n− 1)!)m nmx+m−1
2 mmn

(mn)mx · (mn− 1)!

= lim
n→∞

((n− 1)!)m nm−1
2 mmn−1

(mn− 1)! .



232 C Einführung in die Gamma-Funktion

Jetzt berechnen wir Q2
m als Qm(x)2 an der Stelle x = 1

m
:

Q2
m = Qm( 1

m
)2 = (m

m 1
m

m
·
∏m−1
r=0 Γ( 1

m
+ r

m
)

Γ(m 1
m

) )2 = (
m−1∏
r=0

Γ(r + 1
m

))2

= (
m−1∏
r=1

Γ( r
m

))2 =
m−1∏
r=1

Γ( r
m

) ·
m−1∏
r=1

Γ(1− r

m
) =

m−1∏
r=1

Γ( r
m

) · Γ(1− r

m
) .

Mit C.5.1 folgt:

Q2
m =

m−1∏
r=1

π

sin(π r
m

) = πm−1
m−1∏
r=1

1
sin(π r

m
) .

Dieser Ausdruck für Q2
m läßt sich noch weiter vereinfachen. Das Polynom xm − 1 hat

die m Nullstellen e2πi r
m mit r ∈ {0, 1, 2, . . . ,m− 1}. Daraus folgt:

m−1∑
r=0

xr = xm − 1
x− 1 =

m−1∏
r=1

(x− e2πi r
m ) . (C.9.2)

Mit x = 1 erhalten wir:

m =
m−1∏
r=1

(1− e2πi r
m ) =

m−1∏
r=1

eπi
r
m (e−πi rm − eπi rm )

=
m−1∏
r=1

eπi
m−1

2 (−2i sin(π r
m

)) = 2m−1 im−1 (−i)m−1
m−1∏
r=1

sin(π r
m

)

= 2m−1
m−1∏
r=1

sin(π r
m

) . (C.9.3)

Damit folgt jetzt für Qm:

Qm = π
m−1

2 (
m−1∏
r=1

1
sin(π r

m
)) 1

2 = (2π)
m−1

2 m−
1
2 ,

und schließlich
m−1∏
r=0

Γ(x+ r

m
) = Qmm

−mx+1Γ(mx) = (2π)
m−1

2 m
1
2−mx Γ(mx) . 2

Häufiger wird diese Formel für den Fall m = 2 benötigt:

Γ(x) · Γ(x+ 1
2) = π

1
2 21−2x Γ(2x) . (C.9.4)
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C.10 Die Digamma-Funktion und ln(Γ(x))

Die Digamma-Funktion F (x) ist als die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion
Γ(1 + x) definiert.

F (x) ..= d

dx
(ln(Γ(1 + x))) = Γ′(1 + x)

Γ(1 + x) . (C.10.1)

Häufig wird als Digamma-Funktion auch ψ(x), die logarithmische Ableitung von Γ(x)
bezeichnet und verwendet. Der Zusammenhang beider Digamma-Funktionen ist:

ψ(x) ..= d

dx
(ln(Γ(x))) = Γ′(x)

Γ(x) (C.10.2)

= F (x− 1) . (C.10.3)

Damit besteht folgender einfacher Zusammenhang zwischen beiden Digamma-Funktionen:

F (x) = d

dx
(ln(Γ(1 + x))) = d

dx
(ln(x · Γ(x))) = d

dx
(ln(x) + ln(Γ(x)))

= 1
x

+ ψ(x) . (C.10.4)

Die folgende Reihenentwicklung der Digamma-Funktion F (x) wird auch im Zusammen-
hang mit der Hurwitzschen Zeta-Funktion benötigt:

F (x) ..= d

dx
(ln(Γ(1 + x))) = Γ′(1 + x)

Γ(1 + x) = d

dx
(ln(xΓ(x)))

= d

dx
(ln(e−γx

∞∏
k=1

e
x
k

(1 + x
k
))) = d

dx
(−γx+

∞∑
k=1

(x
k
− ln(1 + x

k
)))

= −γ +
∞∑
k=1

(1
k
− 1

1 + x
k

· 1
k

) = −γ +
∞∑
k=1

(1
k
− 1
k + x

)

= −γ +
∞∑
k=1

x

k (k + x) . (C.10.5)

Jetzt sollen noch zwei wichtige Integraldarstellungen für ψ(x) und ln(Γ(x)) hergeleitet
werden:

ψ(x) = − 1
2x + ln x−

∞∫
0

2 y
x2 + y2 ·

1
e2πy − 1 dy , (C.10.6)

und die sogenannte 2. Binetsche Formel für ln(Γ(x)):

ln(Γ(x)) = −1
2 ln(x) + x(ln x− 1) +

∞∫
0

2 arctan( y
x
)

e2πy − 1 dy + 1
2 ln(2π) . (C.10.7)
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Beweis. Aus C.10.5 folgt für ψ′(x):

ψ′(x) = F ′(x− 1) =
∞∑
k=1

1
(k + x− 1)2 =

∞∑
k=0

1
(k + x)2 . (C.10.8)

Zu einer Integraldarstellung von C.10.8 gelangen wir, indem wir erkennen, daß ψ′(x)
identisch mit der Hurwitzschen Zeta-Funktion ζ(2, x) ist (siehe F.1.1) und dann die
entsprechende Integraldarstellung F.3.2 für ζ(2, x) einsetzen. Dabei schreiben wir zur
Abkürzung Θ ..= arctan( y

x
):

ψ′(x) = 1
2x2 + 1

x
+
∞∫
0

2 sin(2Θ)
(x2 + y2) ·

1
e2πy − 1 dy .

Mit sin(2Θ) = 2 sin(Θ) cos(Θ) = 2 y x
(x2+y2) folgt:

ψ′(x) = 1
2x2 + 1

x
+
∞∫
0

4x y
(x2 + y2)2 ·

1
e2πy − 1 dy .

Das Integral konvergiert gleichmäßig für <(x) ≥ δ > 0, denn:∣∣∣∣∣∣
∞∫
0

4x y
(x2 + y2)2 ·

1
e2πy − 1 dy

∣∣∣∣∣∣ ≤
∞∫
0

4 y
|x2|
· 1
e2πy − 1 dy ≤

1
δ

∞∫
0

4 y
e2πy − 1 dy .

Damit können wir also ψ(x) durch einfache Integration erhalten:

ψ(x) = − 1
2x + ln(x)−

∞∫
0

2 y
(x2 + y2) ·

1
e2πy − 1 dy + C1 .

Durch nochmalige Integration ergibt sich ln(Γ(x)). Dabei verwenden wir noch (siehe
auch F.3.3):

d

dx
arctan(x) = 1

1 + x2 ⇒ d

dx
arctan(y

x
) =

− y
x2

1 + ( y
x
)2 = − y

(x2 + y2)

und erhalten:

ln(Γ(x)) = −1
2 ln(x) + x(ln x− 1) +

∞∫
0

2 arctan( y
x
)

e2πy − 1 dy + C1x+ C2 . (C.10.9)

Jetzt bleiben noch die beiden Integrationskonstanten C1 und C2 zu bestimmen. Whit-
tacker u. Watson (1969) leiten zu diesem Zweck in Kapitel 12.31 die 1. Binetsche Formel
für ln(Γ(x)) her, die sich dann auch zur Ableitung der Stirling Formel für die Gamma-
Funktion nutzen läßt. Wir wählen hier den einfacheren Weg, C1 und C2 aus der Kenntnis
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der Stirling Formel zu berechnen, die wir im Zusammenhang mit asymptotischen Ent-
wicklungen in I.5.9 beweisen werden. Die Stirling Formel der Gamma-Funktion gilt
asymptotisch für große Wert von x:

Γ(x+ 1) = xΓ(x) ≈
√

2π e−x xx+ 1
2 ⇒

ln(Γ(x)) = ln(1
x

Γ(x+ 1)) = − ln(x) + ln(Γ(x+ 1))

≈ − ln(x) + 1
2 ln(2π)− x+ (x+ 1

2) ln(x) = 1
2 ln(2π)− x+ (x− 1

2) ln(x) .
(C.10.10)

Wir erkennen in diesem Ausdruck der Stirling Formel bereits eine gewissen Ähnlichkeit
mit C.10.9. Es bleibt die Frage, ob wir das Integral in C.10.9 für große Werte von x
geeignet abschätzen können. Wegen 0 ≤ arctan( y

x
) ≤ y

x
(siehe F.3.4) gilt:

lim
x→∞

∞∫
0

2 arctan( y
x
)

e2πy − 1 dy ≤ lim
x→∞

1
x

∞∫
0

2 y
e2πy − 1 dy = 0 .

Durch Gleichsetzen von C.10.9 für große Werte von x mit C.10.10 folgt:

−1
2 ln(x) + x(ln x− 1) + C1x+ C2

!= 1
2 ln(2π)− x+ (x− 1

2) ln(x) ⇒

C1 = 0 , C2 = 1
2 ln(2π) ,

womit C.10.6 und C.10.7 bewiesen sind. 2

C.11 Die Funktionswerte von (Γ−1)′(0) und Γ′(1)

Häufiger werden die beiden Werte d
dx

Γ−1(x)
∣∣∣
x=0

und d
dx

Γ(x)
∣∣∣
x=1

benötigt.

(Γ−1)(x) = x eγs
∞∏
n=1

[(1 + x

n
)e− xn ] ⇒

d

dx
(Γ−1)(x) = eγx

∞∏
n=1

[(1 + x

n
)e− xn ] + x

d

dx
( eγx

∞∏
n=1

[(1 + x

n
)e− xn ]) ⇒

(Γ−1)′(0) = 1 . (C.11.1)

Γ′(1) erhalten wir über die Digamma-Funktion F (x), die logarithmische Ableitung der
Gamma-Funktion Γ(1 + x), an der Stelle x = 0:

F (0) =Γ′(1)
Γ(1) = Γ′(1) = −γ . (C.11.2)
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C.12 Produktdarstellung der Sinus-Funktion

Aus der Weierstraßschen Produktdarstellung der Gamma-Funktion läßt sich unschwer
eine wichtige Produktdarstellung der Sinus-Funktion ableiten. Mit C.2.3 und C.5.1 folgt:

Γ(x)Γ(1− x) = Γ(x)(−x)Γ(−x) = π

sin(πx) ,

sin(πx) = −π
x

1
Γ(x)Γ(−x) = −π

x

(
eγx x

∞∏
k=1

(1 + x
k
)

e
x
k

) (
e−γx (−x)

∞∏
k=1

(1− x
k
)

e−
x
k

)

= πx
∞∏
k=1

(1− x2

k2 ) . (C.12.1)

C.13 Gamma-Funktion und logarithmische Konvexität

Sehr schön ist auch der Beweis von Artin (Artin (1931)), daß die Forderung von „loga-
rithmischer Konvexität” zusammen mit der Funktionalgleichung f(x+ 1) = xf(x) und
dem Anfangswert f(1) = 1 die Gamma-Funktion Γ(x) eindeutig definiert.
Eine Funktion f(x) heißt konvex, wenn für ein festes x0 ∈ R die Funktion der Differen-
zenquotienten

ϕ(x, x0) ..= f(x)− f(x0)
x− x0

eine monton zunehmende Funktion darstellt.
Eine Funktion f(x) heißt logarithmisch konvex, wenn ln(f(x)) eine konvexe Funktion
ist.

Beweis. Sei jetzt 0 < x ≤ 1 , n ≥ 2 , so folgt aus der logarithmischen Konvexität (am
Punkt x0 = n):

ln(f(−1 + n))− ln(f(n))
(−1 + n)− n ≤ ln(f(x+ n))− ln(f(n))

(x+ n)− n ≤ ln(f(1 + n))− ln(f(n))
(1 + n)− n .

Mit Hilfe der Funktionalgleichung und des Anfangswertes für f(x) können wir das
umformen zu:

ln((n− 2)!)− ln((n− 1)!)
(−1) ≤ ln(f(x+ n))− ln((n− 1)!)

(x+ n)− n ≤ ln((n)!)− ln((n− 1)!)
(1) ,

x ln(n− 1) ≤ ln(f(x+ n))− ln((n− 1)!) ≤ x ln(n) ,

ln[(n− 1)x(n− 1)!] ≤ ln(f(x+ n)) ≤ ln[(n)x(n− 1)!] .
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Da ln eine monoton wachsende Funktion ist, folgt:

(n− 1)x(n− 1)! ≤ f(x+ n) ≤ (n)x(n− 1)! ,

(n− 1)x(n− 1)!
x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) ≤ f(x) ≤ (n)x(n− 1)!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) ,

(n− 1)x(n− 1)!
x(x+ 1) · · · (x+ n− 1) ≤ f(x) ≤ (n)x(n)!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)(x+ n) ·
(x+ n)
n

.

Die linke Ungleichung gilt für jedes n ≥ 2 , also auch für n+ 1:

(n)x(n)!
x(x+ 1) · · · (x+ n) ≤ f(x) ≤ (n)x(n)!

x(x+ 1) · · · (x+ n− 1)(x+ n) ·
(x+ n)
n

⇒

n

(x+ n) f(x) ≤ nxn!
x(x+ 1) · · · (x+ n) ≤ f(x) ⇒

f(x) = lim
n→∞

nxn!
x(x+ 1) · · · (x+ n) .

Wegen C.8.1 ist f(x) also gerade Γ(x). 2
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D Einführung in die Riemannsche
Zeta-Funktion

D.1 Bernhard Riemann (1826 – 1866)

Abbildung D.1: B. Riemann
A. Weger (1863), PD.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Bernhard_Riemann]

Bernhard Riemann wurde 1826 in Breselenz
bei Dannenberg in Niedersachsen geboren.
Wie sein Vater sollte er zunächst Pfarrer wer-
den, aber bereits auf dem Gymnasium fiel dem
Rektor Riemanns außergewöhnliche Begabung
für Mathematik auf. Es heißt, Riemann habe
das von seinem Rektor entliehene Buch von
Legendre über Zahlentheorie mit 859 Seiten
in einer Woche gelesen. Er begann ein Studi-
um der Mathematik in Göttingen, wo er erst-
mals Gauss hörte, der aber für Studenten der
Anfangssemester unzugänglich war. Riemann
wechselte dann nach Berlin zu Jacobi und
Dirchlett, die ihn unterstützten und förder-
ten, und dann wieder zurück nach Göttingen.
Er promovierte mit einer Arbeit über Funk-
tionentheorie. Um als Privatdozent in Göttin-
gen lehren zu dürfen, mußten die Kandida-
ten drei Themenvorschläge für ihre Probevor-
lesung einreichen - und üblicherweise wurde
vom Dekan der Fakultät der oberste Vorschlag
dieser Liste ausgewählt. Riemanns Vorschlag
Nr. 3 lautete „Grundlagen der Geometrie”, und als Gauss das las, wählte er als Dekan
dieses Thema für Riemanns Probevorlesung. Überrascht legte Riemann all seine Unter-
suchungen zum Thema „Elektrizität, Magnetismus, Licht und Gravitation” zur Seite
und schuf im Jahr 1854 in den 2 Monaten bis zu seiner Probevorlesung die Grundlagen
der Differentialgeometrie. Nun, Gauss war begeistert! 1855 starb Gauss und Dirichlett
folgte ihm in Göttingen nach. Als auch Dirichlett im Jahr 1859 starb, erhielt Riemann
den Göttinger Lehrstuhl für Mathematik. 1862 heiratete er Elise Koch, mit der er eine
Tochter hatte. Riemann erkrankte an TBC und suchte Linderung im milderen Klima
des Tessin, wo er dann mit nur 39 Jahren am Lago Maggiore verstarb.
Neben der Begründung der Differentialgeometrie in seiner Probevorlesung sind beson-
ders wichtig Riemanns zahlreiche Beiträge zur Funktionentheorie, seine Arbeit ’Über die
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Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Größe’ von 1859 mit den Erkenntnissen
zur Zeta-Funktion, sowie weitere Arbeiten zur Theorie der Integration, der Fourier-
Transformation, der hypergeometrische Differentialgleichung, der hyperbolischen Dif-
ferentialgleichungen und Stabilitätsproblemen von Lösungen partieller Differentialglei-
chungen der mathematischen Physik. Seine italienischen Mathematiker-Freunde Betti
und Beltrami beinflußte Riemann bei ihren Forschungen zur algebraischen Geometrie
und Topologie. [Quelle: Wikipedia-Riemann (2010)].

D.2 Reihendarstellung der Zeta-Funktion

Abbildung D.2: Riemannsche Zeta-Funktion
Infovarius (2012), PD.

[https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zeta_function_graph.png]

Euler hat im Zusammenhang seiner Untersuchungen von Potenzreihen die Zeta-Funktion
definiert als

ζ(s) ..=
∞∑
n=1

1
ns

mit s ∈ N, s > 1 . (D.2.1)

Riemann hat diese Definition dann ins Komplexe erweitert

ζ(z) ..=
∞∑
n=1

1
nz

mit z ∈ C, <(z) > 1 . (D.2.2)

D.3 Produktdarstellung der Zeta-Funktion

Die Darstellung der Zeta-Funktion D.7.2 ist auch deshalb interessant, weil eine ähnliche
Konstruktion zu einer wichtigen Produktdarstellung der Zeta-Funktion führt, die zuerst
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von Euler gefunden wurde und die algebraischen Zahlentheorie begründet hat.

ζ(z) (1− 2−z) =
∞∑
n=1

1
nz
−
∞∑
n=1

1
(2n)z =

∞∑
n=1
n/∈2N

1
nz

.

In dieser Summe fallen alle Terme weg, in denen n durch 2 teilbar ist, d.h. n ∈ 2N.
Multipliziert man ζ(z) (1− 2−z) jetzt mit (1− 3−z), so fallen in der Summe zusätzlich
noch alle Terme weg, in denen n auch noch durch 3 teilbar ist, d.h. n ∈ 2N∪3N. Dieses
Verfahren kann man nun für alle Primzahlen fortsetzen und erhält

ζ(z) (1− 2−z)(1− 3−z)(1− 5−z) · · · = 1 ⇒ ζ(z)
∞∏

p(prim)=2
(1− p−z) = 1 ⇒

ζ(z) = 1∏∞
p(prim)=2(1− p−z) =

∞∏
p(prim)=2

(1 + p−z + p−2z + . . .) . (D.3.1)

D.4 Integraldarstellung der Zeta-Funktion

Mit Hilfe der Gamma-Funktion Γ(z) läßt sich die sehr häufig vorkommende Integraldar-
stellung der Zeta-Funktion gewinnen:

ζ(z) · Γ(z) =
∞∑
n=1

1
nz
· Γ(z) =

∞∑
n=1

1
nz
·
∞∫
0

yz−1e−y dy . (D.4.1)

Mit der Substitution y = nx erhalten wir

ζ(z) · Γ(z) =
∞∑
n=1

∞∫
0

xz−1e−nx dx =
∞∫
0

(
xz−1

∞∑
n=1

e−nx
)
dx

=
∞∫
0

xz−1 e−x

1− e−x dx =
∞∫
0

xz−1

ex − 1 dx ⇒

ζ(z) = 1
Γ(z)

∞∫
0

xz−1

ex − 1 dx . (D.4.2)

Auch für diese Integraldarstellung der Zeta-Funktion gilt, ebenso wie für die Reihen-
darstellung F.1.1, der Gültigkeitsbereich z ∈ C, <(z) > 1. Dies sieht man sofort, wenn
man sich den folgenden Anteil des obigen Integrals anschaut:

1∫
0

xz−1

(1 + x+O(x2))− 1 dx =
1∫

0

(xz−2(1−O(x1)) dx = 1
z − 1 (1 +O(1)) .
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D.5 Analytische Fortsetzung der Zeta-Funktion nach
0 < <(z) < 1

Zunächst ist die Zeta-Funktion ja nur für <(z) > 1 definiert. Riemann hat nun gezeigt,
wie sich die Zeta-Funktion mit Hilfe der Eulerschen Summenformel analytisch in den
Bereich 0 < <(z) < 1 fortsetzen läßt.
Wir verwenden hier für die Eulersche Summenformel folgende Schreibweise (siehe B.2.11,
bzw. Richter u. Schiekel (2004), 6.1 und 6.2):

b−1∑
n=a

f(n) =
b∫
a

f(x) dx+
m∑
k=1

Bk

k! f
(k−1)(x)

∣∣∣∣∣
b

a

+ (−1)m+1
b∫
a

Bm({x})
m! f (m)(x) dx .

(D.5.1)

Dabei sind die Bk die Bernoulli-Zahlen und die Bm(x) die Bernoulli-Polynome (B.2
oder Richter u. Schiekel (2004)) und {x} = x − [x] = x mod 1 bezeichne den Dezi-
malbruchteil von x. Wir verwenden hier im Zusammenhang mit der Zeta-Funktion die
Eulersche Summenformel mit a = 1, b = ∞ und dem Funktionsreihen-Index m = 1.
Deshalb benötigen wir die Bernoulli-Zahlen und Bernoulli-Polynome nur zum Index
m = 1, also B1 = −1

2 und B1({x}) = {x} − 1
2 = x − [x] − 1

2 . Wir beginnen zunächst
wieder mit dem Bereich <(z) > 1, und erhalten damit:

ζ(z) =
∞∑
n=1

1
nz

=
∞∫
1

1
xz
dx+ B1

1! ·
1
xz

∣∣∣∣∞
1

+
∞∫
1

B1({x})
1!

(−z)
xz+1 dx

= −1
z − 1 ·

1
xz−1

∣∣∣∣∞
1

+ (−1
2) · 1

xz

∣∣∣∣∞
1
− z

∞∫
1

x− [x]− 1
2

xz+1 dx

= 1
z − 1 + 1

2 − z
∞∫
1

x− [x]− 1
2

xz+1 dx .

Bei dieser Darstellung der Zeta-Funktion sieht man, daß der Integralterm für <(z) > 0
konvergiert und eine reguläre Funktion definiert, denn B1({x}) = x − [x] − 1

2 ist eine
periodische und beschränkte Funktion. Bei z = 1 hat ζ(z) einen Pol erster Ordnung mit
Residuum 1. Also kann man jetzt die Zeta-Funktion im Bereich <(z) > 0 definieren als

ζ(z) ..= 1
z − 1 + 1

2 − z
∞∫
1

x− [x]− 1
2

xz+1 dx . (D.5.2)

Bevor wir uns weiter mit dieser analytischen Fortsetzung der Zeta-Funktion beschäfti-
gen, soll zunächst noch der limz→1 ζ(z) untersucht werden.

lim
z→1

[ζ(z)− 1
z − 1] =

∞∫
1

[x]− x+ 1
2

x2 dx+ 1
2 =

∞∫
1

[x]− x
x2 dx+ 1

2(−1)1
x

∣∣∣∣∞
1

+ 1
2
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= lim
n→∞

n∫
1

[x]− x
x2 dx+ 1 = lim

n→∞

 n∫
1

[x]
x2 dx−

n∫
1

1
x
dx

+ 1

= lim
n→∞

 n∫
1

[x]
x2 dx− log x|n1

+ 1

= lim
n→∞

n−1∑
m=1

m+1∫
m

m

x2 dx− log n
+ 1

= lim
n→∞

[
n−1∑
m=1

−m
x

∣∣∣∣m+1

m
− log n

]
+ 1

= lim
n→∞

[
1 +

n−1∑
m=1

( −m
m+ 1 + 1)− log n

]

= lim
n→∞

[
1 +

n−1∑
m=1

1
m+ 1 − log n

]

= lim
n→∞

[
1 +

n∑
k=2

1
k
− log n

]
⇒

lim
z→1

[ζ(z)− 1
z − 1] = lim

n→∞

[
n∑
k=1

1
k
− log n

]
..= γ . (D.5.3)

Hierbei ist γ die Euler-Mascheroni Konstante, der wir schon bei der Weierstraßschen
Produktdarstellung der Gamma-Funktion begegnet sind (siehe C.8.7).
Wir kehren zurück zur Definition der Zeta-Funktion in D.5.2 und untersuchen diese
Darstellung im Bereich 0 < <(z) < 1 noch etwas genauer. Dieser Bereich ist deshalb
so wichtig, weil sich hier, wie später gezeigt wird, alle imaginären Nullstellen von ζ(z)
befinden (welche ja Gegenstand der berühmten Riemannschen Vermutung sind).

ζ(z) = z

∞∫
1

[x]− x+ 1
2

xz+1 dx+ 1
z − 1 + 1

2

= z

∞∫
1

[x]− x
xz+1 dx+ z

2

∞∫
1

1
xz+1 dx+ 1

z − 1 + 1
2

= z

∞∫
1

[x]− x
xz+1 dx+ z

2(−1
z

) 1
xz

∣∣∣∣∞
1

+ 1
z − 1 + 1

2

= z

∞∫
1

[x]− x
xz+1 dx+ 1

2 + 1
z − 1 + 1

2 = z

∞∫
1

[x]− x
xz+1 dx+ z

z − 1 .
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z
z−1 läßt sich jetzt in ein geeignetes Integral über [x]−x

xz+1 umformen

z

1∫
0

[x]− x
xz+1 dx = z

1∫
0

−x
xz+1 dx = −z

1∫
0

1
xz
dx = z

z − 1
1

xz−1

∣∣∣∣1
0

= z

z − 1 ,

und damit erhalten wir die wichtige Darstellung von ζ(z) auf 0 < <(z) < 1

ζ(z) = z

∞∫
1

[x]− x
xz+1 dx+ z

1∫
0

[x]− x
xz+1 dx = z

∞∫
0

[x]− x
xz+1 dx . (D.5.4)

D.6 Analytische Fortsetzung der Zeta-Funktion nach
−1 < <(z) < 0

Ebenso wie wir oben z
z−1 in ein geeignetes Integral über [x]−x

xz+1 umgeformt haben, wollen
wir hier 1

z−1 + 1
2 in ein geeignetes Integral über [x]−x+ 1

2
xz+1 umformen

z

1∫
0

[x]− x+ 1
2

xz+1 dx = −z
1∫

0

1
xz
dx+ z

2

1∫
0

1
xz+1 dx = z

z − 1
1

xz−1

∣∣∣∣1
0

+ z

2 (−1
z

) 1
xz

∣∣∣∣1
0

= z

z − 1 −
1
2 = z

z − 1 − 1 + 1
2 = 1

z − 1 + 1
2 .

ζ(z) = z

∞∫
1

[x]− x+ 1
2

xz+1 dx+ 1
z − 1 + 1

2

= z

∞∫
1

[x]− x+ 1
2

xz+1 dx+ z

1∫
0

[x]− x+ 1
2

xz+1 dx

= z

∞∫
0

[x]− x+ 1
2

xz+1 dx . (D.6.1)

Dies ist also eine geeignete Darstellung von ζ(z) im Bereich −1 < <(z) < 0.

D.7 Alternierende Zeta-Funktion (Dirichletsche
Eta-Funktion)

Dirichlet hat in Analogie zu F.1.1 noch die alternierende Zeta-Funktion, auch Eta-
Funktion genannt, eingeführt:

η(z) ..=
∞∑
n=1

(−1)n−1

nz
mit z ∈ C, <(z) > 0 . (D.7.1)
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Wir werden unten zeigen, daß der Gültigkeitsbereich dieser Darstellung der Eta-Funktion
mit z ∈ C, <(z) > 0 tatsächlich bedeutsam größer ist als der Gültigkeitsbereich der
Reihendarstellung F.1.1 und der Integraldarstellung D.7.4 der Zeta-Funktion.
Aus der Eta-Funktion läßt sich eine weitere wichtige Darstellung der Zeta-Funktion
gewinnen - und auch diese Darstellung der Zeta-Funktion ist jetzt für z ∈ C, <(z) > 0
gültig, also auch im sog. kritischen Bereich der Zeta-Funktion 0 < <(z) < 1:

ζ(z)− η(z) =
∞∑
n=1

(
1
nz

+ (−1)n
nz

)

= 2
∞∑

n=2,4,...

1
nz

= 2
∞∑
n=1

1
(2n)z = 21−z

∞∑
n=1

1
nz

= 21−z ζ(z) ⇒

ζ(z) = 1
1− 21−z η(z) = 1

1− 21−z

∞∑
n=1

(−1)n−1

nz
. (D.7.2)

Wie für die Zeta-Funktion läßt sich auch für die Eta-Funktion mit Hilfe der Gamma-
Funktion eine Integraldarstellung angeben:

η(z) · Γ(z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1

nz
· Γ(z) =

∞∑
n=1

(−1)n−1

nz
·
∞∫
0

yz−1e−y dy . (D.7.3)

Mit der Substitution y = nx erhalten wir:

η(z) · Γ(z) =
∞∑
n=1

(−1)n−1
∞∫
0

xz−1e−nx dx =
∞∫
0

(
xz−1

∞∑
n=1

(−1)n−1 e−nx
)
dx

=
∞∫
0

(
xz−1(−1)

∞∑
n=1

(−e−x)n
)
dx =

∞∫
0

xz−1 (−1) (−e−x)
1− (−e−x) dx

=
∞∫
0

xz−1

ex + 1 dx ⇒

ζ(z) = 1
Γ(z)

∞∫
0

xz−1

ex + 1 dx . (D.7.4)

Für diese Integraldarstellung der Eta-Funktion gilt der gleiche Gültigkeitsbereich z ∈
C, <(z) > 0 wie für die Reihendarstellung D.7.1. Dies sieht man sofort, wenn man sich
den folgenden Anteil des obigen Integrals anschaut:

1∫
0

xz−1

(1 +O(x)) + 1 dx =
1∫

0

(xz−1(1−O(x)) dx = 1
z

(1 +O(1)) .



246 D Einführung in die Riemannsche Zeta-Funktion

Gelegentlich werden noch die beiden Werte η(0) und η(1) benötigt. η(0) wird durch
analytische Fortsetzung von D.7.2 und mittels des Wertes von ζ(0) = −1

2 (siehe D.10.11)
bestimmt:

η(0) = (1− 21) ζ(0) = −(−1
2) = 1

2 . (D.7.5)

η(1) können wir aus der Taylorreihe des Logarithmus bestimmen. Für −1 < x ≤ 1 gilt:

ln(1 + x) = x− 1
2x

2 + 1
3x

3 + . . . ⇒

ln(2) = ln(1 + 1) = 1− 1
2 + 1

3 + . . . =
∞∑
n=1

(−1)n−1

n
= η(1) ⇒

η(1) = ln(2) . (D.7.6)

D.8 Reflektions-Formel (Funktionalgleichung) der
Zeta-Funktion

Sowohl in der Darstellung der Zeta-Funktion D.5.2, als auch in D.6.1, taucht im Zähler
des Integranden die Funktion [x] − x + 1

2 auf. Diese Funktion ist periodisch in den
Intervallen [n, n+ 1] mit n ∈ N und kann also in eine Fourier-Reihe entwickelt werden:

[x]− x+ 1
2 = a0

2 +
∞∑
k=1

ak cos(2πkx) +
∞∑
k=1

bk sin(2πkx) . (D.8.1)

a0 = 2
1∫

0

([x]− x+ 1
2) cos(2π · 0 · x) dx = 2

1∫
0

(−x+ 1
2) dx = 2 (−x

2

2 + x

2 )
∣∣∣∣∣
1

0
= 0 .

ak = 2
1∫

0

([x]− x+ 1
2) cos(2π · k · x) dx

= −2
1∫

0

x cos(2π · k · x) dx+
1∫

0

cos(2π · k · x) dx

= −2
(2π)2

2π∫
0

y cos(k · y) dy + 1
2π

2π∫
0

cos(k · y) dy
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= −2
(2π)2

 y
k

sin(k · y)
∣∣∣∣2π
0
−

2π∫
0

1
k

sin(k · y) dy
+ 1

2π
1
k

sin(k · y)
∣∣∣∣2π
0

= −2
(2π)2

− (−1)
k2 cos(k · y)

∣∣∣∣∣
2π

0

 = 0 .

bk = 2
1∫

0

([x]− x+ 1
2) sin(2π · k · x) dx

= −2
1∫

0

x sin(2π · k · x) dx+
1∫

0

sin(2π · k · x) dx

= −2
(2π)2

2π∫
0

y sin(k · y) dy + 1
2π

2π∫
0

sin(k · y) dy

= −2
(2π)2

−y
k

cos(k · y)
∣∣∣∣2π
0
−

2π∫
0

−1
k

cos(k · y) dy
+ 1

2π
−1
k

cos(k · y)
∣∣∣∣2π
0

= −2
(2π)2

[−2π
k

]
= 1
πk

.

Setzen wir diese Fourier-Koeffizienten ein in D.8.1, so erhalten wir

[x]− x+ 1
2 =

∞∑
k=1

sin(2πkx)
πk

. (D.8.2)

Dies Ergebnis setzen wir jetzt in die Darstellung der Zeta-Funktion für den Bereich
−1 < <(z) < 0 (D.6.1) ein:

ζ(z) = z

∞∫
0

∞∑
k=1

sin(2πkx)
πk · xz+1 dx = z

π

∞∑
k=1

1
k

∞∫
0

sin(2πkx)
xz+1 dx

= z

π

∞∑
k=1

(2πk)z
k

∞∫
0

sin(y)
yz+1 dy .

Für die Gamma-Funktion hatten wir in C.6.1 abgeleitet:
∞∫
0

yz−1 sin(y) dy = sin(πz2 )Γ(z) ⇒
∞∫
0

sin(y)
yz+1 dy = sin(−πz2 )Γ(−z) .
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ζ(z) = z

π

∞∑
k=1

(2πk)z
k

[−Γ(−z) sin(πz2 )] = (−z) · Γ(−z) 2z πz−1 sin(πz2 )
∞∑
k=1

1
k1−z

= 2z πz−1 sin(πz2 ) Γ(1− z) ζ(1− z) . (D.8.3)

Dies ist die berühmte Reflektions-Formel oder Funktionalgleichung der Zeta-Funktion
von Riemann. Diese Gleichung gilt zunächst für den Bereich −1 < <(z) < 0, ist aber
analytisch für alle z ∈ C mit Ausnahme des Pols bei z = 1 und kann daher als analyti-
sche Fortsetzung von ζ(z) auf ganz C \ 1 ausgedehnt werden.

D.9 Nullstellen der Zeta-Funktion

Aus der Eulerschen Produktdarstellung D.3.1 folgt, das ζ(z) für <(z) > 1 keine Null-
stellen hat, da ζ(z) für <(z) > 1 ein konvergentes Produkt unendlich vieler nichtver-
schwindender Faktoren ist.
Sei jetzt <(z) < 0, dann folgt aus D.8.3, daß die einzigen Nullstellen von ζ(z) die
Nullstellen von sin(πz2 ) sind, also z ∈ {−2,−4,−6, . . .}. Diese Nullstellen heißen triviale
Nullstellen von ζ(z).
Der kritische Bereich der Zeta-Funktion in Bezug auf Nullstellen ist der Bereich 0 <
<(z) < 1. Aus D.8.3 und dem Schwarzschen Reflektionsprinzip [ζ(z) analytisch und
ζ(z) reell auf der reellen Achse ⇒ ζ∗(z) = ζ(z∗)] folgt, daß die Nullstellen von ζ(z)
immer paarweise und symmetrisch zur Linie <(z) = 1

2 vorkommen müssen:

ζ(ρ) = 0 ⇒ ζ(1− ρ) = 0 ,

ζ(ρ) = 0 ⇒ ζ(ρ∗) = 0 ,

⇒ [ζ(ρ) = 0 ⇒ ζ(1− ρ∗) = 0] ⇒

ζ(α + iβ) = 0 ⇒ ζ(1− α + iβ) = 0 . (D.9.1)

Das heißt, die Nullstellen von ζ(z) liegen auf der Linie <(z) = 1
2 oder symmetrisch zu

dieser Linie. Man kann nun zeigen, daß ζ(z) in dem kritischen Bereich 0 < <(z) < 1
unendlich viele Nullstellen hat, ja sogar unendlich viele Nullstellen auf der Linie <(z) =
1
2 (siehe Titchmarsh (1986)).
Die berühmte Riemannsche Vermutung, daß tatsächlich alle Nullstellen von ζ(z) im
kritischen Bereich 0 < <(z) < 1 auf der Linie <(z) = 1

2 liegen, konnte bis heute weder
bewiesen noch widerlegt werden - siehe Wikipedia-Riemann-Hypothesis (2010).
Wedeniwski (2005) hat mit seinem numerischen Projekt ZetaGrid (Stand Oktober 2005)
für die ersten 100 Milliarden Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion bis hin zu
einem =(z) < 29 538 618 432 236 die Riemannsche Hyothese verifiziert.



D.10 Cotangensentwicklung, Zeta-Funktion und Bernoulli-Zahlen 249

D.10 Cotangensentwicklung, Zeta-Funktion und
Bernoulli-Zahlen

Die Funktion cos(zx) als Funktion von x ist periodisch in 2π
z

und kann daher in eine
Fourierreihe entwickelt werden

cos(zx) = a0

2 +
∞∑
k=1

ak cos(kx) +
∞∑
k=1

bk sin(kx) . (D.10.1)

Da cos(zx) gerade ist, d.h. cos(zx) = cos(−zx), sind alle bk = 0.

a0 = 2
π

π∫
0

cos(zx) dx = 2
π

sin(zx)
z

∣∣∣∣∣
π

x=0
= 2 sin(πz)

πz
.

Im folgenden werden zwei Additionsformeln für die trigonometrischen Funktionen be-
nötigt (siehe Abramowitz u. Stegun (1970), 4.3.16, 4.3.17)

sin(x± y) = sin(x) cos(y)± cos(x) sin(y) ,

2 cos(x) cos(y) = cos(x+ y) + cos(x− y) .

ak = 2
π

π∫
0

cos(zx) cos(kx) dx = 2
π

π∫
0

1
2[cos(z + k)x+ cos(z − k)x] dx

= 1
π

[
sin(z + k)x
z + k

+ sin(z − k)x
z − k

]π
x=0

= 1
π

[
sin(πz + kπ)

z + k
+ sin(πz − kπ)

z − k

]

= 1
π

[
sin(πz + kπ)

z + k
+ sin(πz − kπ)

z − k

]

= 1
π

[
sin(πz) cos(kπ) + cos(πz) sin(kπ)

z + k
+ sin(πz) cos(kπ)− cos(πz) sin(kπ)

z − k

]

= 1
π

(−1)k sin(πz)
[ 1
z + k

+ 1
z − k

]
= 1
π

(−1)k sin(πz) 2z
z2 − k2

= −(−1)k 2z sin(πz)
π(k2 − z2) .

cos(zx) = 2z sin(πz)
π

[
1

2z2 −
∞∑
k=1

(−1)k
k2 − z2 cos(kx)

]
. (D.10.2)
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Dies ist die Partialbruch-Zerlegung von cos(zx).
Aus D.10.2 läßt sich mit x = 0 leicht eine analoge Entwicklung für πz

sin(πz) , bzw. für
y

sin(y)
gewinnen

1 = 2z sin(πz)
π

[
1

2z2 −
∞∑
k=1

(−1)k
k2 − z2 cos(kx)

]
,

πz

sin(πz) = 1−
∞∑
k=1

(−1)k 2z2

k2 − z2 ,

y

sin(y) = 1− 2
∞∑
k=1

(−1)k y2

k2π2 − y2 . (D.10.3)

Mit D.10.2 und x = π folgt die gesuchte Partialbruch-Entwicklung für cot(y):

cot(πz) = cos(πz)
sin(πz) = 1

πz

[
1−

∞∑
k=1

2z2

k2 − z2

]
(D.10.4)

= 1
π

[
1
z

+
∞∑
k=1

2z
z2 − k2

]
= 1
π

1
z

+
∞∑′

k=−∞

z

z2 − k2



= 1
π

1
z

+
∞∑′

k=−∞

z + k

z2 − k2

 = 1
π

1
z

+
∞∑′

k=−∞

1
z − k



= 1
π

∞∑
k=−∞

1
z − k

. (D.10.5)

Die Darstellung D.10.5 ist insbesondere bei der Entwicklung von Summenformeln hilf-
reich.
Die Entwicklung D.10.4 der Cotangens-Funktion läßt sich weiter zu einer Entwicklung
nach ζ(2n) · y2n, mit y ..= πz, umformen:

y cot(y) = 1− 2
∞∑
k=1

y2

k2π2 − y2 (D.10.6)

= 1− 2
∞∑
k=1

y2

k2π2
1

1− y2

k2π2

= 1− 2
∞∑
k=1

y2

k2π2

∞∑
n=0

(
y2

k2π2

)n

= 1− 2
∞∑
k=1

∞∑
n=0

(
y2

k2π2

)n+1

= 1− 2
∞∑
k=1

∞∑
n=1

(
y2

k2π2

)n

= 1− 2
∞∑
n=1

y2n

π2n

∞∑
k=1

1
k2n , ⇒
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y cot(y) = 1− 2
∞∑
n=1

ζ(2n)
π2n y2n . (D.10.7)

Andererseits können wir für y cot(y) auch eine Entwicklung in B2n · y2n mit den gerad-
zahligen Bernoulli-Zahlen B2n gewinnen. Der Ausgangspunkt hierfür ist die erzeugende
Funktion für die Bernoulli-Zahlen (siehe Richter u. Schiekel (2004) 5.3, oder Abramo-
witz u. Stegun (1970) 23.1.1, 23.1.2):

x

ex − 1
..=

∞∑
n=0

Bn x
n

n! . (D.10.8)

Da B1 = −1
2 und für alle ungeradzahligen n > 1 die Bn = 0 sind, folgt

x

ex − 1 + x

2 =
∞∑
n=0

B2n x
2n

(2n)! .

Mit x = 2iy können wir die linke Seite dieser Gleichung im Bereich −π < y < π
schreiben als

x

ex − 1 + x

2 = x

2

( 2
ex − 1 + ex − 1

ex − 1

)
= x

2
ex + 1
ex − 1 = x

2
ex/2 + e−x/2

ex/2 − e−x/2

= iy
eiy + e−iy

eiy − e−iy
= y

cos(y)
sin(y) = y cot(y) ⇒

y cot(y) =
∞∑
n=0

(−1)n B2n (2y)2n

(2n)! . (D.10.9)

Wenn wir jetzt in den beiden Entwicklungen D.10.7 und D.10.9 von y cot(y) einen
Koeffizientenvergleich der y2n-Terme durchführen, erhalten wir

−2 ζ(2n)
π2n = (−1)n B2n 22n

(2n)! ⇒

ζ(2n) = (−1)n−1(2π)2n

2 · (2n)! B2n . (D.10.10)

Für n = 0 und n = 1 folgen also mit B0 = 1 und B2 = 1
6 :

ζ(0) = −1
2 und ζ(2) =

∞∑
k=1

1
k2 = (2π)2

2 · 2 B2 = π2

6 . (D.10.11)
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D.11 Die logarithmische Ableitung der Zeta-Funktion

Sei <(z) > 1, dann gilt mit D.5.3 in der Nähe von z = 1:

ζ(z) = 1
z − 1 + γ +O(|z − 1|) ⇒ ζ ′(z) = −1

(z − 1)2 (1 +O(|z − 1|2) .

Daraus folgt für die logarithmische Ableitung d
dz

ln(ζ(z)) = ζ′(z)
ζ(z) in der Nähe von z = 1:

ζ ′(z)
ζ(z) =

−1
(z−1)2 (1 +O(|z − 1|2))

1
z−1 + γ +O(|z − 1|) = −(1 +O(|z − 1|2))

(z − 1)(1 + γ(z − 1) +O(|z − 1|2))

= − 1
z − 1 + γ +O(|z − 1|) . (D.11.1)

Sei weiterhin <(z) > 1, also <(1 − z) < 0, dann können wir die Funktionalgleichung
der Zeta-Funktion D.8.3 folgendermaßen schreiben:

ζ(1− z) = 21−z π−z sin(π(1− z)
2 ) Γ(z) ζ(z) = 21−z π−z cos(πz2 ) Γ(z) ζ(z) .

(D.11.2)

Für die Ableitung von ζ(1 − z) und die logarithmische Ableitung d
dz

ln(ζ(1 − z)) =
d
dz
ζ(1−z)
ζ(1−z) folgt dann:

ζ ′(1− z) ..= d

dz1
ζ(z1)

∣∣∣∣∣
1−z

= d

dz1
ζ(z1) · (−1) · dz1

dz
= − d

dz
ζ(1− z) ,

ζ ′(1− z)
ζ(1− z) = −[− ln(2)− ln(π)− π

2 tan(πz2 ) + Γ′(z)
Γ(z) + ζ ′(z)

ζ(z) ]

= ln(2π) + π

2 tan(πz2 )− Γ′(z)
Γ(z) −

ζ ′(z)
ζ(z) . (D.11.3)

Diesen Ausdruck wollen wir jetzt im limz→1+ noch weiter betrachten. Dazu entwickeln
wir zunächst tan(πz2 ) um z = 1 herum:

sin(πz2 ) = sin(π2 ) + π

2 (z − 1) cos(π2 ) +O(|z − 1|2) ,

cos(πz2 ) = cos(π2 )− π

2 (z − 1) sin(π2 ) +O(|z − 1|3) ,

tan(πz2 ) =
sin(πz2 )
cos(πz2 ) = 1 +O(|z − 1|2

−π
2 (z − 1) (1 +O(|z − 1|2)) = −2

π(z − 1) +O(|z − 1|2) .

(D.11.4)



D.12 Nochmals Zeta-Funktion und Bernoulli-Zahlen 253

Mit C.11.2 und D.11.1 folgt:

ζ ′(0)
ζ(0) = lim

z→1+

ζ ′(1− z)
ζ(1− z) = ln(2π)− 1

z − 1 + γ + 1
z − 1 − γ = ln(2π) . (D.11.5)

Damit erhalten wir für ζ ′(0) mit D.10.11:

ζ ′(0) = ζ(0) ln(2π) = −1
2 ln(2π) . (D.11.6)

D.12 Nochmals Zeta-Funktion und Bernoulli-Zahlen

Die Beziehung D.10.10 kann auch auf dem Weg über die Funktionentheorie abgeleitet
werden. Wir beginnen wieder mit der Definitionsgleichung der Bernoulli-Zahlen D.10.8

f(x) ..= x

ex − 1 =
∞∑
n=0

Bn x
n

n! .

Wir setzen die Definition von f(x) in die komplexe Ebene fort und können f(z) im
regulären Gebiet um z = 0 in eine Taylorreihe entwickeln. Bei ±2πim mit m ∈ N hat
f(z) Pole. Für die n-te Ableitung von f(z) an der Stelle z = 0 gilt:

f (n)(z)
∣∣∣
z=0

=
(
n!
n! Bn + (n+ 1)!

1!n! Bn+1 z + . . .

)∣∣∣∣∣
z=0

= Bn .

Andererseits gilt mit dem Cauchyschen Integralsatz

f (n)(z)
∣∣∣
z=0

= n!
2πi

∮
C0

f(z)
zn+1 dz , (D.12.1)

wobei C0 ein Kreis um z0 = 0 im Gegenuhrzeigersinn mit |z| < 2π sei (um die Pole bei
±2πim zu vermeiden). Damit erhalten wir folegende Darstellung für die Bn:

Bn = n!
2πi

∮
C0

z

ez − 1 ·
1

zn+1 dz . (D.12.2)

Hieraus können wir jetzt sofort B0 und B1 bestimmen.

B0 = 1
2πi

∮
C0

1
ez − 1 dz = 1

2πi

∮
C0

1
(1 + z

1! + z2

2! + . . .)− 1
dz

= 1
2πi

∮
C0

1
z ( 1

1! + z
2! + . . .) dz .
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Der Integrand hat also bei z = 0 einen Pol erster Ordnung mit einem Residuum 1 und
damit folgt für B0

B0 = 1
2πi 2πi (Res

z=0

1
ez − 1) = 1 . (D.12.3)

Ebenso gilt für B1:

B1 = 1
2πi

∮
C0

1
(ez − 1) z dz = 1

2πi

∮
C0

1
z2 ( 1

1! + z
2! + . . .) dz .

Der Integrand hat also bei z = 0 einen Pol zweiter Ordnung und die Funktion

g(z) ..= 1
( 1

1! + z
2! + z2

3! + . . .)

ist bei z = 0 regulär und kann dort also in eine Taylor-Reihe entwickelt werden

g(z) = g(0) + g′(0)
1! z +O(z2) = 1 +

(−1)( 1
2! + 2

3! z + . . .)
( 1

1! + z
2! + z2

3! + . . .)2

∣∣∣∣∣
z=0

· z +O(z2)

= 1− z

2 +O(z2) .

Damit folgt für B1:

B1 = 1
2πi 2πi (Res

z=0

1
z2 ( 1

1! + z
2! + . . .)) = Res

z=0

g(z)
z2 = Res

z=0

1− z
2 +O(z2)
z2 = −1

2 .

(D.12.4)

Für Bn mit n ≥ 2 wollen wir wieder den Residuen-Satz ausnutzen, wählen dafür aber
den folgenden geschlossenen Integrationsweg L mit den Kreisen CR und C0. Hierbei
wird C0 im Uhrzeigersinn statt im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen, was wir durch −C0
ausdrücken:

∮
L

f(z) dz =
∮
CR

f(z) dz +
r∫
∞

f(z) dz +
∮
−C0

f(z) dz +
∞∫
r

f(z) dz

=
∮
CR

f(z) dz −
∮
C0

f(z) dz = −
∮
C0

f(z) dz .

Dabei sei f(z) der Integrand aus D.12.2

f(z) ..= z

ez − 1 ·
1

zn+1 = 1
(ez − 1) zn .
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Im(z)

R

C
0

Re(z)C
0

C
R

C
0
C
0

2πi

Abbildung D.3: Integrationsweg für f(z)

Die beiden Integrale entlang der positiven x-Achse heben sich gegenseitig auf, da f(z)
dort analytisch ist. Das Kreisintegral über CR geht wegen des Faktors z−n mit n ≥ 2 im
limR→∞ gegen Null. Und das Kreisintegral über −C0 ist gleich dem negativen Integral
über C0. Damit können wir D.12.2 für n ≥ 2 schreiben als

Bn = n!
2πi

∮
C0

f(z) dz = − n!
2πi

∮
L

f(z) dz = − n!
2πi 2πi

∞∑
m=1

Res
z=±2πim

f(z) .

Der Integrand f(z) an der Stelle z = 2πim ist

f(z) = 1
(ez − 1) zn = 1

(eze−2πim − 1) zn = 1
(ez−2πim − 1) zn

= 1
(z − 2πim) [1 +O((z − 2πim)2)] zn .

Also hat f(z) bei z = 2πim einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum (2πim)−n.

Bn = −n!
∞∑
m=1

[( 1
2πim

)n
+
( −1

2πim

)n]
.

Hieraus folgt sofort, daß die ungeraden B2n+1 für n ≥ 2 alle verschwinden:

B2n+1 = 0 fürn ≥ 2 . (D.12.5)

Für die geraden B2n erhalten wir erneut das Ergebnis von D.10.10:

B2n = −(2n)! 2 (−1)n
(2π)2n

∞∑
m=1

1
m2n = −(2n)! 2 (−1)n

(2π)2n ζ(2n) .

ζ(2n) = (−1)n−1(2π)2n

2 · (2n)! B2n . (D.12.6)
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D.13 Zeta-Funktion und Primzahl-Theorem

Sei π(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x, also

π(x) ..= {Anzahl{pi} | pi prim, pi ≤ x} . (D.13.1)

Dann kann man D.3.1 (mit <(z) > 1) logarithmieren

log ζ(z) = −
∞∑

p(prim)=2
log(1− 1

pz
) = −

∞∑
n=2

[π(n)− π(n− 1)] log(1− 1
nz

)

= −
∞∑
n=2

π(n) [log(1− 1
nz

)− log(1− 1
(n+ 1)z )] .

Die Ableitung von log(1− 1
xz

) ist

d

dx
log(1− 1

xz
) = 1

(1− 1
xz

)(−1)(−z)
xz+1 = z

x(xz − 1) .

Damit können wir die Gleichung für log ζ(z) weiter umformen zu

log ζ(z) =
∞∑
n=2

π(n) [
n+1∫
n

z

x(xz − 1) dx] = z

∞∫
2

π(x)
x(xz − 1) dx . (D.13.2)

Hadamard und de la Vallée Poussin haben unabhängig voneinander versucht, diese
Gleichung zu invertieren und haben so 1896 das Primzahl-Theorem bewiesen (siehe
etwa Titchmarsh (1986)):

lim
x→∞

π(x) = lim
x→∞

x

log(x) . (D.13.3)

Die Beweise von Hadamard und de la Vallée Poussin waren recht lang und aufwendig. Im
Jahr 1980 hat Newman dann einen neuen, eleganten und kurzen Beweis des Primzahl-
Theorems publiziert, der kaum mehr als das Cauchy-Theorem der Funktionentheorie
voraussetzt (siehe dazu Korevaar (1982) und insb. die schöne Arbeit von Zagier (1997)).

D.14 Zeta-Funktion und Möbius-Funktion

Eine weitere und speziell in der Zahlentheorie gebräuchliche Darstellung der Zeta-
Funktion ist möglich mit Hilfe der Möbius-Funktion µ(n):

µ(1) ..= 1 ,

µ(n) ..=

(−1)k wenn n das Produkt von k verschiedenen Primzahlen ist,
0 wenn n einen Primfaktor mehrfach enthält.

(D.14.1)
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 . . .

µ(n) 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1 . . .

Hiermit läßt sich ζ−1(z) für <(z) > 1 (siehe D.3.1) darstellen als (p,m1, . . . ,mk :
prim, mi 6= mj für i 6= j):

1
ζ(z) =

∞∏
p(prim)=2

(
1− 1

pz

)
=
∞∑
n=1

(−1)k δn,m1·...·mk
1
nz

=
∞∑
n=1

µ(n)
nz

. (D.14.2)

Ganz ähnlich sieht der Ausdruck für ζ(z)/ζ(2z) aus:

ζ(z)
ζ(2z) =

∞∏
p(prim)=2

(1− 1
p2z )

(1− 1
pz

) =
∞∏

p(prim)=2

(1 + 1
pz

)(1− 1
pz

)
(1− 1

pz
)

∞∏
p(prim)=2

(1 + 1
pz

)

=
∞∑
n=1

|µ(n)|
nz

. (D.14.3)

Aus der Darstellung der inversen Zeta-Funktion D.14.2 läßt sich sofort eine andere
Darstellung der Möbius-Funktion gewinnen (wir verwenden hier die in der Zahlentheorie
übliche Schreibweise n|q ..= n teilt q ganzzahlig):

1 = ζ(z) ·
∞∑
n=1

µ(n)
nz

=
( ∞∑
m=1

1
mz

)
·
( ∞∑
n=1

µ(n)
nz

)
=

∞∑
m=1

∞∑
n=1

1
(m · n)z · µ(n) .

Diese Doppelreihe kann man umsortieren zu

1 =
∞∑
q=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

δm·n,q
1
qz
· µ(n) =

∞∑
q=1

1
qz

q∑
m=1

q∑
n=1

δm, q
n
µ(n)

=
∞∑
q=1

1
qz

q∑
n=1
n|q

µ(n) ..=
∞∑
q=1

1
qz
aq .

Diese Beziehung gilt nun für alle z mit<(z) > 1. Das ist aber nur möglich, wenn gilt
a1 = 1 und aq = 0 für q > 1:

a1 =
1∑

n=1
n|1

µ(n) = µ(1) = 1 ,

aq =
q∑

n=1
n|q

µ(n) = 0 für q > 1 .
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Dies kann man zusammenfassen zu
q∑

d=1
d|q

µ(d) =δq,1 . (D.14.4)

Häufig taucht in der Zahlentheorie auch die Möbius-Inversions-Formel auf.
Seien f, g : N→ R oder f, g : N→ C, zwei Funktionen mit

g(q) ..=
∑
d: d|q

f(d) ⇒

f(q) =
∑
d: d|q

µ(q
d

) g(d) . (D.14.5)

Beweis: Wir setzen g(q)in D.14.5 ein und erhalten∑
d: d|q

µ(q
d

) g(d) =
∑
d: d|q

µ(q
d

)
∑
r: r|d

f(r) ..=
∑
r: r|q

br f(r) .

Zunächst betrachten wir auf der rechten Seite der obigen Gleichung den Summanden
mit d = q und r = d = q und erhalten

µ(1) f(q) = f(q) ,

was in Einklang mit D.14.5 ist, wenn alle anderen Summanden verschwinden. Sei jetzt
also r < q, d.h. q

r
> 1, dann betrachten wir:

r|d⇔ ∃k ∈ N : d = k · r ,

d|q ⇔ ∃l ∈ N : q = l · d = l · k · r ⇔ k · r|q ⇔ k|q
r
.

Gleichzeitg gilt aber auch:

l ..= q

k · r
⇔ l|q

r
.

Jetzt betrachten wir zu festem r den Koeffizienten zu f(r), oben br genannt, und finden
∑
d: d|q
r|d

µ(q
d

) =
∑
k: kr|q

µ( q
kr

) =
∑
k: k| q

r

µ(
q
r

k
) =

∑
l: l| q

r

µ(l) = 0 ,

da q
r
> 1 ist. 2

Eine zweite und äquivalente Form der Möbius-Inversions-Formel ist die folgende. Seien
f und g wieder die beiden Funktionen aus D.14.5 mit

g(q) ..=
∑
d: d|q

f(d) ,
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und seien F : C→ C und G : C→ C folgendermaßen definiert

F (z) ..=
∞∑
n=1

f(n)
nz

und G(z) ..=
∞∑
n=1

g(n)
nz

, (D.14.6)

dann gilt

F (z) = 1
ζ(z) G(z) . (D.14.7)

Beweis:

1
ζ(z) G(z) = 1

ζ(z)

∞∑
n=1

g(n)
nz

=
( ∞∑
m=1

µ(m)
mz

)
·
( ∞∑
n=1

g(n)
nz

)

=
∞∑
m=1

∞∑
n=1

1
(m · n)z · µ(m) · g(n)

=
∞∑
q=1

∞∑
m=1

∞∑
n=1

δm·n,q
1
qz
· µ(m) · g(n)

=
∞∑
q=1

1
qz

q∑
m=1

q∑
n=1

δm, q
n
µ(m) · g(n)

=
∞∑
q=1

1
qz

q∑
n=1
n|q

µ( q
n

) · g(n) =
∞∑
q=1

1
qz
· f(q) = F (z) . 2

D.15 Literatur zur Riemannschen Zeta-Funktion

• Abramowitz u. Stegun (1970), Handbook of Mathematical Functions,
• Weisstein u. Sondowet (1999), Riemann Zeta Function, MathWorld (Internet),
• Gourdon u. Sebah (2003), The Riemann Zeta-function ζ(s): generalities (Inter-

net),
• Arfken u. Weber (2001), Mathematical Methods for Physicists,
• Smirnow (1972a), Lehrgang der Höheren Mathematik, II [157],
• Smirnow (1972b), Lehrgang der Höheren Mathematik, III/2 [77],
• Titchmarsh (1986), The theory of the Riemann Zeta-function,
• Whittacker u. Watson (1969), A Course in Modern Analysis,
• Kratzer u. Franz (1963), Transzendente Funktionen.
• Wikipedia-Riemann-Hypothesis (2010), Riemann Hypothesis (Internet).





E Die Jacobische Theta-Funktion

E.1 Definition und Quasiperiodizität

Wir wollen in diesem Kapitel ein Lemma zur Jacobischen Theta-Funktion ableiten,
nämlich die sogenannte Jacobi-Identität. Jacobi hat vier eng miteinander verwandte
Theta-Funktionen definiert und untersucht. Wir bezeichnen hier mit ϑ(z, τ) die dritte
Jacobische Theta-Funktion ϑ3(z, τ), die folgendermaßen definiert ist:

ϑ(z, τ) ..= 1 + 2
∞∑
n=1

eiπτn
2 cos(2nz)

= 1 +
∞∑
n=1

eiπτn
2 (e2inz + e−2inz)

=
∞∑

n=−∞
eiπτn

2+2inz , z, τ ∈ C, =(τ) > 0⇔ |eiπτ | < 1 . (E.1.1)

Die Theta-Funktion ϑ(z, τ) ist bei festem τ eine Fourierreihe in z mit der Periode π,
d.h.:

ϑ(z + π, τ) = ϑ(z, τ) . (E.1.2)

Gleichzeitig ist ϑ(z, τ) quasiperiodisch in z mit der Periode πτ :

ϑ(z + πτ) =
∞∑

n=−∞
eiπτn

2+2inz+2iπτn = e−iπτ e−2iz
∞∑

n=−∞
eiπτ(n+1)2+2i(n+1)z

= e−i(πτ+2z) ϑ(z) . (E.1.3)

Insgesamt ist die Theta-Funktion ϑ(z, τ) also eine 2-fach quasiperiodische Funktion in
z mit den Perioden π und πτ und den Periodizität-Skalenfaktoren 1 und e−i(πτ+2z).

E.2 Lösung der eindimensionalen
Wärmeleitungsgleichung

Die Theta-Funktion ϑ(z, τ) ist auch eine Lösung der eindimensionalen Wärmeleitungs-
gleichung mit räumlich periodischen Randbedingungen zum Zeitpunkt τ = 0:

∂

∂t
ϑ(x, it) = ∂

∂t

∞∑
n=−∞

eiπn
2(it)+2inx =

∞∑
n=−∞

(−πn2) e−πn2t+2inx , x, t ∈ R ,
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∂2

∂x2 ϑ(x, it) = ∂2

∂x2

∞∑
n=−∞

eiπn
2(it)+2inx =

∞∑
n=−∞

(−4n2) e−πn2t+2inx , ⇒

∂

∂t
ϑ(x, it) = 1

4π
∂2

∂x2 ϑ(x, it) . (E.2.1)

Die Anfangsbedingung ϑ(x, 0) ist dabei eine räumlich periodische Delta-Funktion, ein
sog. Delta-Kamm:

ϑ(x, 0) =
∞∑

m=−∞
e2imx = π

∞∑
n=−∞

δ(x− πn) . (E.2.2)

Beweis:
Die rechte Seite ist periodisch in x ∈ R mit der Periode π und kann daher in eine
Fourierreihe entwickelt werden:

S(x) ..= π
∞∑

n=−∞
δ(x− πn) = 1√

π

∞∑
n=−∞

cn e
i2πnx/π , mit

cn = 1√
π

π∫
0

dx (π
∞∑

m=−∞
δ(x− πm) e−i2πnx/π)

=
√
π

∞∑
m=−∞

π∫
0

dx (δ(x− πm) e−i2πnx/π)

=
√
π

∞∑
m=−∞

(−m+1)π∫
−mπ

dx′ (δ(x′) e−i2n(x′+mπ))

=
√
π

∞∫
−∞

dx′ (δ(x′) e−i2nx′) =
√
π , ⇒

S(x) =
∞∑

n=−∞
ei2nx . 2

E.3 Die Poisson-Summenformel

Aus E.1.2 folgt sofort, daß ϑ(πx, 0) periodisch in x ∈ R mit der Periode 1 ist. Die
Entsprechung zu E.2.2 lautet dann:

ϑ(πx, 0) =
∞∑

m=−∞
e2πimx =

∞∑
n=−∞

δ(x− n) . (E.3.1)
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Wie schon bei bei der Ableitung der Poisson-Summenformel in B.1.2 setzen wir wieder
voraus, daß f(x) ∈ S(R) ist (dann konvergieren Summe und Integral absolut und
gleichmäßig). Mit der Fourier-Transformierten f̃(y) ..=

∫∞
−∞ dx (e2πiyx f(x)) ergibt sich

die Poisson-Summenformel:
∞∑

n=−∞
f(n) =

∞∫
−∞

dx (ϑ(πx, 0) f(x)) =
∞∫
−∞

dx

( ∞∑
m=−∞

e2πimx f(x)
)

=
∞∑

m=−∞

∞∫
−∞

dx
(
e2πimx f(x)

)
=

∞∑
m=−∞

f̃(m) . (E.3.2)

E.4 Jacobi-Identität

Das Lemma der Jacobi-Identität für ϑ(z, τ) lautet:

ϑ(z, τ) = (−iτ)− 1
2 e

z2

iπτ ϑ(z
τ
,−1

τ
) , (E.4.1)

oder in ausführlicher Form:
∞∑

n=−∞
eiπτn

2+2inz = (−iτ)− 1
2

∞∑
n=−∞

e
(z−πn)2
iπτ . (E.4.2)

Beweis. Zunächst der Beweis, daß die beiden rechten Seiten von E.4.1 und E.4.2 gleich
sind:

(−iτ)− 1
2 e

z2

iπτ ϑ(z
τ
,−1

τ
) = (−iτ)− 1

2 e
z2

iπτ

∞∑
n=−∞

e−2π( 1
τ

)n2+2in( z
τ

)

= (−iτ)− 1
2

∞∑
n=−∞

e
(z−πn)2
iπτ .

Wir beginnen mit der Summe auf der rechten Seite von E.4.2. Da diese Summe als
Funktion von z periodisch mit der Periode π ist, entwickeln wir sie in eine Fourierreihe:

S(z) ..=
∞∑

m=−∞
e

(z−πm)2
iπτ

= 1√
π

∞∑
n=−∞

cne
2πinz
π = 1√

π

∞∑
n=−∞

cne
2inz , mit

cn = 1√
π

π∫
0

dz e−
2πinz
π S(z) = 1√

π

π∫
0

dz e−2inz
∞∑

m=−∞
e

(z−πm)2
iπτ
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= 1√
π

∞∑
m=−∞

π∫
0

dz e
(z−πm)2
iπτ e−2inz = 1√

π

∞∑
m=−∞

−π(m−1)∫
−πm

dz′ e
z′2
iπτ e−2in(z′+πm)

= 1√
π

∞∑
m=−∞

πm∫
π(m−1)

dz e
z2
iπτ e+2inz = 1√

π

∞∫
−∞

dz e
z2
iπτ

+2inz

= 1√
π

∞∫
−∞

dz e
( z√

iπτ
−
√

πτ
i
n)2
e−

πτn2
i = 1√

π
eiπτn

2
∞∫
−∞

dz′ e−( i
πτ

)z′2

= 1√
π

√
π

( i
πτ

)
eiπτn

2 =
√
−iπτ eiπτn2

.

S(z) = 1√
π

∞∑
n=−∞

cne
2inz =

√
−iτ

∞∑
n=−∞

eiπτn
2+2inz . 2

Von der Jacobi-Identität E.4.2 benötigen wir noch eine andere Version, die wir mit zwei
Transformationen erhalten. Sei also zunächst einmal t′ ..= −iπτ und z′ ..= 1

π
z:

∞∑
n=−∞

e−n
2t′+2πinz′ =

√
π

t′

∞∑
n=−∞

e−
π2(n−z′)2

t′ ,

und zum zweiten t ..= π2

t′
und z ..= z′:

∞∑
n=−∞

e−
π2n2
t e2πinz =

√
t

π

∞∑
n=−∞

e−(n−z)2t =
√
t

π

∞∑
n=−∞

e−(−n−z)2t

=
√
t

π

∞∑
n=−∞

e−(n+z)2t .

Jetzt führen wir auf der linken Seite noch eine Partialsummation durch, vertauschen
die linke und die rechte Seite und erhalten dann:

∞∑
n=−∞

e−(n+z)2t =
√
π

t
(1 + 2

∞∑
n=1

e−
π2n2
t cos(2πnz)) . (E.4.3)

Diese Form der Jacob-Identität werden wir bei der analytischen Fortsetzung der eindi-
mensionalen Epsteinschen Zeta-Funktion verwenden.

E.5 Verbindung mit der Riemannschen Zeta-Funktion

Aus der Definition der Theta-Funktion in E.1.1 folgt:
1
2(ϑ(0, it)− 1) =

∞∑
n=1

e−πtn
2
, ⇒
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1
2

∞∫
0

dt (ϑ(0, it)− 1) t s2−1 =
∞∫
0

dt (
∞∑
n=1

e−πtn
2
t
s
2−1) =

∞∫
0

dt′ (
∞∑
n=1

e−t
′
t′
s
2−1 (πn2)− s2 )

= π−
s
2 (
∞∑
n=1

1
ns

∞∫
0

dt′ (e−t′ t′ s2−1)

= π−
s
2 Γ(s2) ζ(s) , für<(s) > 1 . (E.5.1)

Riemann hat mit Hilfe dieses Ausdrucks die berühmte Reflektions-Formel, bzw. Funk-
tionalgleichung, der Zeta-Funktion D.8.3 bewiesen, was wir hier nachvollziehen wollen.
Zunächst soll gezeigt werden, daß der Ausdruck E.5.1 symmetrisch bei der Transforma-
tion s → 1− s ist.

π−
s
2 Γ(s2) ζ(s) = 1

2

∞∫
0

dt (ϑ(0, it)− 1) t s2−1

= 1
2

1∫
0

dt (ϑ(0, it)− t− 1
2 + t−

1
2 − 1) t s2−1 + 1

2

∞∫
1

dt (ϑ(0, it)− 1) t s2−1

= 1
2

1∫
0

dt (t s2− 1
2−1 − t

s
2−1) + 1

2

1∫
0

dt (ϑ(0, it)− t− 1
2 ) t s2−1

+ 1
2

∞∫
1

dt (ϑ(0, it)− 1) t s2−1 .

Im zweiten Integral setzen wir die Jacobi-Identität in der Form E.4.1 mit z = 0 und
τ = it ein:

ϑ(0, it) = t−
1
2 ϑ(0, i1

t
) , ⇒

π−
s
2 Γ(s2) ζ(s)

= 1
2( 2
s− 1 −

2
s

) + 1
2

1∫
0

dt (t− 1
2ϑ(0, i1

t
)− t− 1

2 ) t s2−1 + 1
2

∞∫
1

dt (ϑ(0, it)− 1) t s2−1

= 1
s− 1 −

1
s

+ 1
2

1∫
0

dt (ϑ(0, i1
t
)− 1) t s2− 1

2−1 + 1
2

∞∫
1

dt (ϑ(0, it)− 1) t s2−1

= 1
s− 1 −

1
s

+ 1
2

1∫
∞

(−1)dt′ (ϑ(0, it′)− 1) t′− s2 + 1
2 +1−2 + 1

2

∞∫
1

dt (ϑ(0, it)− 1) t s2−1
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= 1
s− 1 −

1
s

+ 1
2

∞∫
1

dt (ϑ(0, it′)− 1) t
1−s

2 −1 + 1
2

∞∫
1

dt (ϑ(0, it)− 1) t s2−1

= 1
s− 1 −

1
s

+ 1
2

∞∫
1

dt (ϑ(0, it′)− 1) (t
1−s

2 −1 + t
s
2−1) .

Dieser Ausdruck ist symmetrisch bei der Transformation s → 1−s und damit erhalten
wir

π−
s
2 Γ(s2) ζ(s) = π−

1−s
2 Γ(1

2 −
s

2) ζ(1− s) ⇒

ζ(s) = πs−
1
2

Γ(− s
2 + 1

2)
Γ( s2) ζ(1− s) . (E.5.2)

Dies ist, bis auf den Vorfaktor, gerade die Funktionalgleichung der Riemannschen Zeta-
Funktion D.8.3. Jetzt soll noch gezeigt werden, daß tatsächlich auch die Vorfaktoren
dieser beiden Funktionalgleichungen übereinstimmen. Mit C.5.1 folgt aus E.5.2:

πs−
1
2

Γ(− s
2 + 1

2)
Γ( s2) = πs−

1
2

π

sin(π(− s
2 + 1

2)) Γ( s2 + 1
2) Γ( s2)

= πs+
1
2

1
cos(−π s2) Γ( s2 + 1

2) Γ( s2) .

Das Produkt Γ( s2 + 1
2)·Γ( s2) können wir mit C.9.4 zu einem Ausdruck mit Γ(s) umfomen:

πs−
1
2

Γ(− s
2 + 1

2)
Γ( s2) = πs+

1
2

1
cos(π s2) (2π) 1

2 2−s+ 1
2 Γ(s)

= πs 2s−1 1
cos(π s2) Γ(s) .

Wiederum wenden wir C.5.1 an und erhalten:

πs−
1
2

Γ(− s
2 + 1

2)
Γ( s2) = πs 2s−1 sin(πs) Γ(1− s)

π cos(π s2)

= πs 2s−1 2 sin(π s2) cos(π s2) Γ(1− s)
π cos(π s2)

= πs−1 2s sin(πs2) Γ(1− s) . 2 (E.5.3)

Dies ist tatsächlich der Vorfaktor von D.8.3, womit die Riemannsche Reflektionsformel,
bzw. Funktionalgleichung, also erneut bewiesen ist.
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F Die Hurwitzsche Zeta-Funktion

F.1 Reihendarstellung der Hurwitzschen Zeta-Funktion

Hurwitz hat im Zusammenhang mit seinen Untersuchungen der Riemannschen Zeta-
Funktion eine verallgemeinerte Zeta-Funktion definiert, die heute als Hurwitzsche Zeta-
Funktion bekannt ist:

ζ(z, a) ..=
∞∑
n=0

1
(n+ a)z mit z ∈ C, <(z) > 1, a ∈ C, <(a) > 0 . (F.1.1)

Durch Vergleich mit D.2.2 sehen wir sofort, daß

ζ(z, 1) = ζ(z) . (F.1.2)

F.2 Integraldarstellung der Hurwitzschen Zeta-Funktion

Eine Integraldarstellung der Hurwitzschen Zeta-Funktion gewinnen wir wie im Falle der
Riemannschen Zeta-Funktion mit Hilfe der Gamma-Funktion Γ(z):

ζ(z, a) · Γ(z) =
∞∑
n=0

1
(n+ a)z · Γ(z) =

∞∑
n=0

1
(n+ a)z ·

 ∞∫
0

yz−1e−y dy

 .

Mit der Substitution y = (n+ a) · x folgt:

ζ(z, a) · Γ(z) =
∞∑
n=0

∞∫
0

xz−1e−(n+a)x dx =
∞∫
0

(
xz−1e−ax

∞∑
n=0

e−nx
)
dx

=
∞∫
0

xz−1e−ax
1

1− e−x dx =
∞∫
0

xz−1

eax (1− e−x) dx . (F.2.1)

F.3 Hermite-Formel

Eine weitere sehr wichtige Darstellung der Hurwitzschen Zeta-Funktion erhält man mit
Hilfe der Abel-Plana-Formel B.3.6:
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lim
n→∞

 n∑
k=0

f(k)−
n∫

0

f(x) dx
 = f(0)

2 + i

∞∫
0

f(iy)− f(−iy)
e2πy − 1 dy .

Wir wählen der Einfachheit halber in ζ(z, a) das a ∈ R (eine Verallgemeinerung auf
a ∈ C ist unschwierig). Sei jetzt f(w) ..= (w + a)−z, mit | arg(w + a)| < π, dann folgt
zunächst formal (d.h. ohne Untersuchung der Konvergenz):

ζ(z, a) ..=
∞∑
n=0

1
(n+ a)z =

∞∑
k=0

f(k) =

=
∞∫
0

f(x) dx+ f(0)
2 + i

∞∫
0

f(iy)− f(−iy)
e2πy − 1 dy

= a−z

2 +
∞∫
0

1
(x+ a)z dx+ i

∞∫
0

(iy + a)−z − (−iy + a)−z
e2πy − 1 dy .

Jetzt gehen wir bei (iy+a) zur Polardarstellung über: r ·eiφ ..= (iy+a), r = (y2 +a2) 1
2 ,

φ = arg(iy + a), φ = arctan(y
a
).

ζ(z, a) = a−z

2 −
a1−z

1− z + i

∞∫
0

(r(y) · eiφ(y))−z − (r(y) · e−iφ(y))−z
e2πy − 1 dy

= a−z

2 −
a1−z

1− z + 2
∞∫
0

r(y)−z sin(z · φ(y))
e2πy − 1 dy

= a−z

2 −
a1−z

1− z + 2
∞∫
0

(y2 + a2)− z2 sin(z · φ(y))
e2πy − 1 dy (F.3.1)

= a−z

2 −
a1−z

1− z + 2
∞∫
0

(y2 + a2)− z2 sin(z · arctan(y
a
))

e2πy − 1 dy . (F.3.2)

Es bleibt jetzt noch nachzutragen, daß das obige Integral auf der rechten Seite von F.3.1
tatsächlich konvergiert.

Beweis. Zunächst wollen wir τ ..= arctan(ξ) für ξ > 0 abschätzen. Aus ξ = tan(τ) folgt:

dξ

dτ
= d

dτ
tan(τ) = d

dτ

sin(τ)
cos(τ) = cos2(τ) + sin2(τ)

cos2(τ) = 1 + sin2(τ)
cos2(τ)

= 1 + tan2(τ) = 1 + ξ2 , ⇒ dτ

dξ
= 1

1 + ξ2 , ⇒
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τ = arctan(ξ) =
ξ∫

0

1
1 + t2

dt . (F.3.3)

Gleichzeitig gilt auch:

lim
τ → π

2 -0
tan(τ) = +∞ , ⇒ lim

ξ→+∞
arctan(ξ) = π

2 .

Diese beiden Abschätzungen für arctan(ξ) können wir zusammenfassen zu:

arctan(ξ) =
ξ∫

0

1
1 + t2

dt <


ξ∫
0
dt = ξ ,

limξ→+∞ arctan(ξ) = π
2 .

(F.3.4)

Sei also I(z, a) das Integral aus F.3.2. Da z ∈ C folgt | sin(z · arctan(y
a
))| ≤ | sinh(|z| ·

arctan(y
a
))|. Weiter zerlegen wir I(z, a) =

∫∞
0 . . . dy =

∫ a
0 . . . dy +

∫∞
a . . . dy und ver-

wenden für arctan(y
a
) im ersten Integral die obere und im zweiten Integral die untere

Abschätzung von F.3.4.

I(z, a) ..=
∞∫
0

(y2 + a2)− z2 sin(z · arctan(y
a
))

e2πy − 1 dy

≤
∞∫
0

(y2 + a2)− z2 | sinh(|z| · arctan(y
a
))|

e2πy − 1 dy

≤
a∫

0

(y2 + a2)− z2 | sinh(|z| · y
a
)|

e2πy − 1 dy +
∞∫
a

(y2 + a2)− z2 | sinh(|z| · π2 )|
e2πy − 1 dy . 2

Diese Darstellung zeigt sofort, daß I(z, a) für alle Werte von z ∈ C existiert und daß
damit die Hermite-Formel für ζ(z, a) für alle Werte von z ∈ C \ {1} existiert.

Damit haben wir zugleich eine analytische Fortsetzung der Riemannschen Zeta-Funktion
für alle Werte von z ∈ C \ {1} gefunden:

ζ(z) = ζ(z, 1) = 1
2 −

1
1− z + 2

∞∫
0

(y2 + 1)− z2 sin(z · arctan(y))
e2πy − 1 dy . (F.3.5)

Für die Ableitung der Hurwitzschen Zeta-Funktion auf z ∈ C\{1} ergibt sich aus F.3.2:
d

dz
ζ(z, a) = −1

2 ln(a) a−z − ln(a) a1−z

z − 1 − a1−z

(z − 1)2

−
∞∫
0

ln(a2 + y2)
sin(z arctan(y

a
))

(a2 + y2) z2 (e2πy − 1)
dy

+ 2
∞∫
0

arctan(y
a
) cos(z arctan(y

a
))

(a2 + y2) z2 (e2πy − 1)
dy . (F.3.6)



272 F Die Hurwitzsche Zeta-Funktion

F.4 Die Hurwitzsche Zeta-Funktion bei z = 0 und z = 1

Für z = 0 folgt aus F.3.2 für ζ(0, a) sofort:

ζ(0, a) = 1
2 − a , (F.4.1)

und aus F.3.6 für d
dz
ζ(z, a)

∣∣∣
z=0

:

d

dz
ζ(z, a)

∣∣∣∣∣
z=0

= −1
2 ln(a) + a ln(a)− a+ 2

∞∫
0

arctan(y
a
)

e2πy − 1 dy . (F.4.2)

Mit der 2. Binetschen Formel C.10.7:

ln(Γ(a)) = −1
2 ln(a) + a ln a− a+ 2

∞∫
0

arctan( y
x
)

e2πy − 1 dy + 1
2 ln(2π)

ergibt sich:

d

dz
ζ(z, a)

∣∣∣∣∣
z=0

= ln(Γ(a))− 1
2 ln(2π) . (F.4.3)

Wichtig ist auch der Grenzwert der Hurwitzschen Zeta-Funktion bei der Singularität
bei z = 1.

lim
z→1

[
ζ(z, a)− 1

z − 1

]
= lim

z→1

 1
2a −

a1−z − 1
z − 1 +

∞∫
0

2 sin(arctan(y
a
))

(a2 + y2) 1
2 (e2πy − 1)

dy



= 1
2a − lim

z→1

[
a1−z − 1
z − 1

]
+
∞∫
0

2 y
(a2 + y2)(e2πy − 1) dy

= 1
2a − lim

z→1

[
ln(a) (−1) a1−z

1

]
+
∞∫
0

2 y
(a2 + y2)(e2πy − 1) dy

= 1
2a − ln(a) +

∞∫
0

2 y
(a2 + y2)(e2πy − 1) dy

= −ψ(a) ..= −Γ′(a)
Γ(a) . (F.4.4)

Dabei haben wir in der letzten Zeile von der Integraldarstellung C.10.6 der Digamma-
Funktion ψ(x), der logarithmischen Ableitung der Gamma-Funktion Γ(x) Gebrauch
gemacht.
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G Die eindimensionale Epsteinsche
Zeta-Funktion

In diesem Kapitel soll die analytische Fortsetzung der folgenden eindimensionalen Ep-
steinschen Zeta-Funktion hergeleitet werden:

ζE1(s, a, c, q) ..=
∞∑

n=−∞

1
(a(n+ c)2 + q)s , (G.0.1)

a > 0, q > 0, c ∈ C \ {−1,−2, . . .} , s > 1
2 .

Wir folgen hierbei im wesentlichen Elizalde (1995) (1.38 und 4.13), führen aber einen
dort im Kapitel 4 angedeuteten Beweis hier explizit aus. Um zu einer analytischen
Fortsetzung von ζE1(s, a, c, q) zu gelangen, nutzen wir zunächst die übliche Integraldar-
stellung der Gamma-Funktion aus (D.7.3).

ζE1(s, a, c, q) ..= 1
as

∞∑
n=−∞

1
((n+ c)2 + q

a
)s

= 1
asΓ(s)

∞∑
n=−∞

∞∫
0

du us−1 e−((n+c)2+ q
a

)u

= 1
asΓ(s)

∞∫
0

du us−1 (
∞∑

n=−∞
e−((n+c)2+ q

a
)u)

= 1
asΓ(s)

∞∫
0

du us−1e−( q
a

)u (
∞∑

n=−∞
e−(n+c)2u) .

Für die Summe auf der rechten Seite setzen wir die Jacobi-Identität der Jacobischen
Theta-Funktion E.4.3 ein und erhalten:

ζE1(s, a, c, q) = 1
asΓ(s)

∞∫
0

du us−1e−( q
a

)u (
√
π

u
(1 + 2

∞∑
n=1

e−
π2n2
u cos(2πnc)))

= π
1
2

asΓ(s)

∞∫
0

du us−
1
2−1e−( q

a
)u (1 + 2

∞∑
n=1

e−
π2n2
u cos(2πnc))
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= π
1
2

asΓ(s)

 ∞∫
0

du (us− 1
2−1e−( q

a
)u) + 2

∞∫
0

du us−
1
2−1e−( q

a
)u
∞∑
n=1

e−
π2n2
u cos(2πnc))



= π
1
2

asΓ(s)

 ∞∫
0

du′ ((q
a

)−s+ 1
2 (u′)s− 1

2−1e−u
′)
+ S2(s)

= (π
a

) 1
2 q

1
2−s

Γ(s− 1
2)

Γ(s) + S2(s) .

Es bleibt also noch das zweite, oben mit S2(s) bezeichnete, Integral zu berechnen:

S2(s) ..= π
1
2

asΓ(s) 2
∞∫
0

du us−
1
2−1e−( q

a
)u
∞∑
n=1

e−
π2n2
u cos(2πnc))

= 2π 1
2

asΓ(s)

∞∫
0

du′ (q
a

) 1
4−

s
2 (u′)s− 1

2−1e−( q
a

)
1
2 u′

∞∑
n=1

e−( q
a

)
1
2 π2n2

u′ cos(2πnc))

= (q
a

) 1
4−

s
2

2π 1
2

asΓ(s)

∞∑
n=1

∞∫
0

du (u)s− 1
2−1e−( q

a
)

1
2 (u+π2n2

u
) cos(2πnc))

= (q
a

) 1
4−

s
2

2π 1
2

asΓ(s)

∞∑
n=1

(πn)s− 1
2

∞∫
0

du′ (u′)s− 1
2−1e−( q

a
)

1
2 πn(u′+ 1

u′ ) cos(2πnc)) .

Jetzt substituieren wir et ..= u′, etdt = du′, t = ln(u′) und erhalten:

S2(s) = 2πs
asΓ(s) (q

a
) 1

4−
s
2

∞∑
n=1

ns−
1
2

∞∫
−∞

dt et(s−
1
2 ) e−2πn( q

a
)

1
2 cosh(t) cos(2πnc))

= 2πs
asΓ(s) (q

a
) 1

4−
s
2

∞∑
n=1

ns−
1
2

∞∫
0

dt (et(s− 1
2 ) + e−t(s−

1
2 )) e−2πn( q

a
)

1
2 cosh(t) cos(2πnc))

= 4πs
asΓ(s) (q

a
) 1

4−
s
2

∞∑
n=1

ns−
1
2

∞∫
0

dt cosh(t(s− 1
2)) e−2πn( q

a
)

1
2 cosh(t) cos(2πnc)) .

Diesen Ausdruck können wir mit einer Bessel-Funktion noch etwas kompakter schreiben.
Wir finden in Abramowitz u. Stegun (1970), 9.6.24, für die modifizierte Bessel-Funktion
der 3. Art Kν(z):

Kν(z) ..=
∞∫
0

dt e−z cosh(t) cosh(νt) , für | arg(z)| < π

2 . (G.0.2)
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Für S2(s) folgt also:

S2(s) = 4πs
Γ(s) as (q

a
) 1

4−
s
2

∞∑
n=1

ns−
1
2 cos(2πnc)Ks− 1

2
(2πn(q

a
) 1

2 ) .

Damit erhalten wir für ζE1(s, a, c, q):

ζE1(s, a, c, q) = 1
as

∞∑
n=−∞

1
((n+ c)2 + q

a
)s

= (π
a

) 1
2 q

1
2−s

Γ(s− 1
2)

Γ(s)

+ 4πs
Γ(s) as (q

a
) 1

4−
s
2

∞∑
n=1

ns−
1
2 cos(2πnc)Ks− 1

2
(2πn(q

a
) 1

2 ) . (G.0.3)

Wir wollen noch die beiden Spezialfälle c = 1
2 und c = 0 betrachten, für die es möglich

ist, von ∑∞n=−∞ zu einer ∑∞n=0 überzugehen. Für c = 1
2 folgt:

ζE1(s, a, 1
2 , q) =

∞∑
n=−∞

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s

=
−1∑

n=−∞

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s +
∞∑
n=0

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s

=
∞∑
n=1

1
(a(−n+ 1

2)2 + q)s +
∞∑
n=0

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s

=
∞∑
n=1

1
(a(n− 1

2)2 + q)s +
∞∑
n=0

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s

=
∞∑
n=0

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s +
∞∑
n=0

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s

= 2
∞∑
n=0

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s .

Mit cos(2πn1
2) = cos(πn) = (−1)n folgt:

ζE2(s, a, 1
2 , q)

..=
∞∑
n=0

1
(a(n+ 1

2)2 + q)s

= 1
2 ζE1(s, a, 1

2 , q) =
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= 1
2 (π

a
) 1

2 q
1
2−s

Γ(s− 1
2)

Γ(s)

+ 2πs
Γ(s) as (q

a
) 1

4−
s
2

∞∑
n=1

(−1)n ns− 1
2 Ks− 1

2
(2πn(q

a
) 1

2 ) . (G.0.4)

Der Fall c = 0 ist in der Physik bei dem System eines einzelnen eindimensionalen
harmonischen Oszillators von Bedeutung.

ζE1(s, a, 0, q) = 1
as

∞∑
n=−∞

1
(n2 + q

a
)s = q−s + 2

as

∞∑
n=1

1
(n2 + q

a
)s . (G.0.5)

Damit folgt für die Epsteinsche Zeta-Funktion ζE3(s, q):

ζE3(s, q) ..=
∞∑
n=1

1
(n2 + q)s = 1

2[−q−s + ζE1(s, 1, 0, q)]

= 1
2 [−q−s + π

1
2 q

1
2−s

Γ(s− 1
2)

Γ(s) + 4πs
Γ(s) q

1
4−

s
2

∞∑
n=1

ns−
1
2 Ks− 1

2
(2πnq 1

2 )] .

(G.0.6)
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H Einführung in die Mellin-Transformation

H.1 Die Mellin-Integraltransformation

Ein möglicher Ausgangspunkt für den Beweis der Mellin-Integraltransformation ist die
Fourier-Integraltransformation. Wir folgen hier Courant u. Hilbert (1968), S.87 ff.
Sei die Funktion f(x) stückweise glatt, d.h. stückweise stetig differentierbar; sei an den
Unstetigkeitsstellen xi die Funktion f(x) definiert als f(xi) ..= limε→0

1
2(f(xi − ε) +

f(xi + ε)); sei weiter f(x) absolut integrabel, d.h.
∫∞
−∞ |f(x)| dx <∞.

Dann existiert das Fourier-Integral (Beweis siehe Courant u. Hilbert (1968), S.67):

g(ω) ..= 1√
2π

∞∫
−∞

f(x) eiωx dx , (H.1.1)

und es gilt

f(x) = 1√
2π

∞∫
−∞

g(ω) e−iωx dω (H.1.2)

= 1
2π

∞∫
−∞

dω

∞∫
−∞

f(y) eiω(y−x) dy . (H.1.3)

Für eine Verallgemeinerung der Fourier-Integraltransformation auf andere normierte
Funktionenräume siehe etwa Titchmarsh (1967), oder Standardwerke der Funktional-
analysis (empfehlenswert etwa Werner (2005)).
Für die Mellin-Integraltransformation betrachten wir nur den Definitionsbereich x ∈
R+, d.h. x > 0, und setzen wie bei der Fourier-Integraltransformation voraus: sei die
Funktion f(x) stückweise glatt, d.h. stückweise stetig differentierbar; sei an den Unste-
tigkeitsstellen xi die Funktion f(x) definiert als f(xi) ..= limε→0

1
2(f(xi−ε)+f(xi+ε));

und sei zusätzlich im offenen Intervall {σ ∈ R |α < σ < β} die Funktion f(x)xσ−1

absolut integrabel, d.h.
∫∞
−∞ |f(x)xσ−1| dx <∞.

Dann existiert im offenen Streifen {s ∈ C | s = σ+ i · t , α < σ < β} das Mellin-Integral:

g(s) =
∞∫
0

f(x)xs−1 dx . (H.1.4)
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Wenn g(s) in im offenen Streifen {s ∈ C | s = σ + i · t , α < σ < β} regulär ist, absolut
integrabel ist, d.h.

∫∞
−∞ |g(σ+ i · t)| dt <∞, und wenn die Funktion g(s) im schmaleren

abgeschlossenen Streifen {s ∈ C | s = σ+i·t , α+δ ≤ σ ≤ β−δ , δ > 0} im Unendlichen
gleichmäßig gegen Null geht, d.h. limt→∞ g(σ± i · t) = 0, dann gilt auch die Umkehrung
(auch Fourier-Mellin-Integral oder Bromwich-Integral genannt):

f(x) = 1
2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

g(s)x−s ds . (H.1.5)

Beweis. Zunächst soll H.1.5 gezeigt werden. Wir führen die Variablen u und v ein als
x = eu und y = ev und benützen in der letzten Zeile die Fourier-Transformation H.1.3:

1
2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

g(s)x−s ds = 1
2π

∞∫
−∞

g(σ + i · t)x−σ+i·t dt

= 1
2π

∞∫
−∞

dt [e−u(σ+i·t)
∞∫
0

f(y) ys−1 dy]

= 1
2π e

−uσ
∞∫
−∞

dt [e−i·tu
∞∫
−∞

f(ev) evs dv]

= 1
2π e

−uσ
∞∫
−∞

dt

∞∫
−∞

[f(ev) evσ] ei·t(v−u) dv

= e−uσ [f(eu) euσ] = f(eu) = f(x) . 2

Nun zum Beweis von H.1.4.

Beweis. Da g(s) im abgeschlossenen Streifen {s ∈ C | s = σ+i·t , α+δ ≤ σ ≤ β−δ , δ >
0} regulär ist und im Unendlichen gleichmäßig gegen Null geht, darf der Integrations-
weg in H.1.5 verschoben werden. Wir wählen für das folgende als Integrationswege die
senkrechten Geraden {s ∈ C | s = σ1 + i · t} und {s ∈ C | s = σ2 + i · t} mit festem σ1und
σ2 mit α < σ1 < σ < σ2 < β.

J(s) ..=
∞∫
0

f(x)xs−1 dx =
1∫

0

f(x)xs−1 dx+
∞∫
1

f(x)xs−1 dx

=
1∫

0

dx [xs−1 1
2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

g(s1)x−s1 ds1] +
∞∫
1

dx [xs−1 1
2πi

σ2+i∞∫
σ2−i∞

g(s2)x−s2 ds2]

=.. J1(s) + J2(s) .
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Beide Integrale sind absolut konvergent, denn:

|J1(s)| = |
1∫

0

dx [xσ+i·t−1 1
2π

∞∫
−∞

g(σ1 + i · t1)x−σ1−i·t1 dt1] |

≤ |
1∫

0

dx xσ−σ1−1| 1
2π

∞∫
−∞

|g(σ1 + i · t1)| dt1

= 1
σ − σ1

1
2π

∞∫
−∞

|g(σ1 + i · t1)| dt1 <∞

|J2(s)| = |
∞∫
1

dx [xσ+i·t−1 1
2π

∞∫
−∞

g(σ2 + i · t2)x−σ2−i·t2 dt2] |

≤ |
∞∫
1

dx xσ−σ2−1| 1
2π

∞∫
−∞

|g(σ2 + i · t2)| dt2

= 1
σ2 − σ

1
2π

∞∫
−∞

|g(σ2 + i · t2)| dt2 <∞ .

Also darf in J1(s) und J2(s) die Integrationsreihenfolge vertauscht werden:

J(s) = 1
2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

ds1 [g(s1)
1∫

0

xs−s1−1dx] + 1
2πi

σ2+i∞∫
σ2−i∞

ds2 [g(s2)
∞∫
1

xs−s2−1dx]

= −1
2πi

σ1+i∞∫
σ1−i∞

g(s1)
s1 − s

ds1 + 1
2πi

σ2+i∞∫
σ2−i∞

g(s2)
s2 − s

ds2

= 1
2πi

σ1−i∞∫
σ1+i∞

g(s1)
s1 − s

ds1 + 1
2πi

σ2+i∞∫
σ2−i∞

g(s2)
s2 − s

ds2 .

Da g(σ + i · t) für t → ∞ gleichmäßig gegen Null geht, verschwinden auch die beiden
horizontalen Integrale:

J3(s) ..= lim
t→∞

1
2πi

σ1+i·t∫
σ2+i·t

g(σ3 + i · t)
s3 − s

dσ3 = 0 ,

J4(s) ..= lim
t→∞

1
2πi

σ2−i·t∫
σ1−i·t

g(σ4 + i · t)
s4 − s

dσ4 = 0 .
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Damit können wir J(s) = J1(s) + J2(s) = J1(s) + J4(s) + J2(s) + J3(s) als Integral
über einen geschlossenen Integrationsweg schreiben und erhalten mit der Cauchyschen
Integralformel

J(s) =
∞∫
0

f(x)xs−1 dx = 1
2πi

∮ g(s1)
s1 − s

ds1 = g(s) . 2

H.2 Beispiel Gamma-Funktion

Aus der Darstellung für die Gamma-Funktion C.2.1 folgt mit der inversen Mellin-
Transformation:

Γ(s) =
∞∫
0

e−x xs−1 dx ⇒ (H.2.1)

e−x = 1
2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

Γ(s)x−s ds . (H.2.2)

H.3 Beispiel Riemannsche Zeta-Funktion

Aus der Darstellung für dieRiemannsche Zeta-Funktion D.7.4 folgt mit der inversen
Mellin-Transformation:

Γ(s)ζ(s) =
∞∫
0

1
ex − 1 x

s−1 dx ⇒ (H.3.1)

1
ex − 1 = 1

2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

Γ(s)ζ(s)x−s ds . (H.3.2)

H.4 Mellin-Transformation für asymptotische
Entwicklungen

Die Mellin-Transformation ermöglicht eine wenig bekannte, aber doch sehr wirkungs-
volle und leicht anwendbare Methode zur Bestimmung des Verhaltens einer Funktion
f(x) für x→∞:
Wenn die Mellin-Transformierte von f(x):

g(s) =
∞∫
0

f(x)xs−1 dx
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für s > 0 existiert und eine meromorphe Funktion darstellt, dann fällt g(s)x−s für
x→∞ exponentiell stark ab und der Integrationsweg des Integrals

f(x) = 1
2πi

σ+i∞∫
σ−i∞

g(s)x−s ds

kann in der rechten Halbebene geschlossen werden und wir erhalten mit dem Residu-
ensatz eine asymptotische Näherung für f(x) für x→∞:

f(x) ≈
n∑
i=1

Res
si

(g(s)x−s) . (H.4.1)





I Asymptotische Entwicklungen

I.1 Landausche Ordnungssymbole

Asymptotische Entwicklungen von Funktionen spielen nicht nur für die näherungsweise
Lösung von Integralen und Differentialgleichungen eine wichtige Rolle, sondern in einer
Verallgemeinerung für Funktionale eine ganz zentrale Rolle in Reihenentwicklungen der
Quantenfeldtheorie.
Zu Beginn seien einige Definitionen angeführt. Die Größenordnung von Funktionen
wird häufig mit den Begriffen der asymptotischen Gleichheit und den Landauschen
Ordnungs-Symbolen O(f(x)) und o(f(x)) beschrieben:

f(x) ≈ g(x) für x→ a ⇔ lim
x→a

f(x)
g(x) = 1 , (I.1.1)

f(x) = O(g(x)) fürx→ a ⇔
∣∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣∣ ≤M ∈ R für allex ∈ UmgebungU(a) ,

(I.1.2)

f(x) = o(g(x)) fürx→ a ⇔ lim
x→a

∣∣∣∣∣f(x)
g(x)

∣∣∣∣∣ = 0 . (I.1.3)

Asymptotische Entwicklungen wurden von Poincaré am Ende des 19. Jahrhunderts bei
seinen Untersuchungen zur Himmelsmechanik eingeführt.
Nach Poincaré hat eine Funktion f(x) eine asymptotische Entwicklung in einer Funk-
tionenfolge Φk(x) für x→∞, wenn gilt:

f(x) =
N∑
k=0

fkΦk(x) +O(ΦN+1(x)) fürx→∞ , (I.1.4)

Φk+1(x) = o(Φk(x)) . (I.1.5)

Wir beziehen uns im weiteren nur auf die Funktionenfolge Φk(x) = ( 1
x
)k und schreiben,

wenn I.1.4 erfüllt ist:

f(x) ≈
∞∑
k=0

fk ( 1
x

)k fürx→∞ . (I.1.6)
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Den Unterschied zwischen einer konvergenten und einer asymptotischen Reihe sieht
man vielleicht am leichtesten folgendermaßen:

f(x) =
∞∑
k=0

fk ( 1
x

)k

ist konvergent genau dann, wenn für ein festes x und ∀ε > 0 ∃N ∈ N:∣∣∣∣∣f(x)−
M∑
k=0

fk ( 1
x

)k
∣∣∣∣∣ < ε für ∀M ∈ N, M > N , (I.1.7)

und

f(x) ≈
∞∑
k=0

fk ( 1
x

)k

ist asymptotisch genau dann, wenn für ein festes N und ∀ε > 0 ∃x0 ∈ R:∣∣∣∣∣f(x)−
N∑
k=0

fk ( 1
x

)k
∣∣∣∣∣ < ε( 1

x
)N für ∀x ∈ R, x > x0 . (I.1.8)

Die Darstellung des Watson Lemma, der Laplace Methode und der Stationäre Phase
Methode orientiert sich an dem Vorlesungsskript von Lega (1999) und dem Kapitel
über asymptotische Entwicklungen von Ablowitz u. Fokas (1997).

I.2 Einige Lemmata über Größenabschätzungen

I.2.1 Lemma von Jordan

Das Lemma von Jordan benötigen wir für die Stationäre Phase Methode. Sei f(z) eine
analytische Funktion in der oberen Halbebene, 0 ≤ arg(z) ≤ π, evtl. mit einer endlichen
Anzahl von Polen, und verschwinde f(z) für |z| → ∞:

lim
|z|→∞

f(z) = 0 ,

dann verschwindet auch das ’Fourier-Integral’ von f(z) über den unendlich fernen obe-
ren Halbkreis:

lim
R→∞

∫
CR

f(z) eiszdz = 0 . (I.2.1)

Beweis.

IR(s) =
∫
CR

f(z) eiszdz =
π∫

0

f(Reiϕ) eisR cosϕ−sR sinϕ(iReiϕ)dϕ .
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Jetzt sei R so groß, daß |f(z)| < ε, dann gilt

|IR(s)| ≤ εR

π∫
0

e−sR sinϕdϕ = 2εR

π
2∫

0

e−sR sinϕdϕ .

Im Bereich [0, π2 ] liegt die Gerade vom Ursprung (x = 0, y = 0) zum Punkt (x = π
2 , y =

1) mit der Steigung 2
π
immer unterhalb der Sinus-Funktion (der Sinus beginnt ja am

Ursprung mit Steigung 1), d.h. 2
π
ϕ ≤ sinϕ ⇒

|IR(s)| ≤ 2εR

π
2∫

0

e−sR
2
π
ϕdϕ = 2εR −1

sR 2
π

e−sR
2
π
ϕ
∣∣∣π2
0

= −επ
s

(e−sR − 1) ,

lim
R→∞

|IR(s)| ≤ lim
R→∞

ε
π

s
= 0 . 2

I.2.2 Lemma von Watson

Das Lemma von Watson benötigen wir für die Laplace Methode. Zunächst eine Vorbe-
merkung. Wenn eine reelle Funktion f(x) sich als eine konvergente Potenzreihenent-
wicklung um x = 0 darstellen läßt, dann folgt für ihre Laplace-Transformierte f̃(s),
sofern sie existiert, eine Potenzreihenentwicklung in 1

s
. Das Lemma von Watson verall-

gemeinert diese Aussage für asymptotische Potenzreihenentwicklungen.

Wir betrachten zunächst den einfachen Fall: sei also f(x) eine reelle Funktion mit einer
Potenzreihenentwicklung, die für |x| < R konvergiert, und wachse f(x) für |x| → ∞
nicht schneller als eαx mit α > 0:

lim
x→∞

f(x) ≤ lim
x→∞

eαxM ,

dann gilt für das Laplace-Integral von f(x) die folgende Entwicklung:

f̃(s) ..=
∞∫
0

f(x) e−sxdx =
∞∑
k=0

f (k)(0)
sk+1 . (I.2.2)

Beweis.

f̃(s) ..=
∞∫
0

f(x) e−sxdx =
∞∫
0

∞∑
k=0

f (k)(0)
k! xk e−sxdx

=
∞∑
k=0

f (k)(0)
k!

∞∫
0

xk e−sxdx =
∞∑
k=0

f (k)(0)
k!

∞∫
0

1
sk+1 (sx)k e−sx s · dx
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=
∞∑
k=0

f (k)(0)
k!

1
sk+1

∞∫
0

(y)k e−y dy =
∞∑
k=0

f (k)(0)
k!

1
sk+1 Γ(k + 1)

=
∞∑
k=0

f (k)(0)
k!

1
sk+1 k! =

∞∑
k=0

f (k)(0)
sk+1 . 2

Das Lemma von Watson:
Sei f(x) eine reelle, stetige und integrable Funktion auf 0 ≤ x ≤ b mit einer asympto-
tischen Entwicklung:

f(x) = xα
∞∑
k=0

akx
βk mitα > −1, β > 0 ,

und sei f(x) für |x| → ∞ beschränkt durch:
• falls b =∞: limx→∞ f(x) ≤ limx→∞ M · ecx mit c > 0, M > 0 ,
• falls b <∞ : |f(x)| < M mit M > 0 ,

dann gilt für das verallgemeinerte Laplace-Integral von f(x) für s → ∞ folgende Ent-
wicklung:

f̃(s) ..=
b∫

0

f(x) e−sxdx ≈
∞∑
k=0

ak
Γ(α + βk + 1)

sα+βk+1 . (I.2.3)

Beweis. Wir trennen zunächst das Integral f̃(s) in zwei Anteile auf. Dabei sei R < b
eine positive Konstante.

f̃(s) =
b∫

0

f(x) e−sxdx =
R∫

0

f(x) e−sxdx+
b∫

R

f(x) e−sxdx =.. f̃1(s) + f̃2(s) .

Wir betrachten zuerst den Beitrag f̃2(s) außerhalb des Konvergenzradius von f(x) für
den Fall b <∞ :

∣∣∣f̃2(s)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
b∫

R

f(x) e−sxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤M

b∫
R

e−sxdx = M (e
−sb

−s
− e−sR

−s
) ≈ O(e

−sR

s
) .

Im Fall b =∞ gibt es ein RM,c , so daß für alle x ≥ RM,cgilt: |f(x)| ≤M · ecx .

∣∣∣f̃2(s)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∞∫
R

f(x) e−sxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣∣
RM,c∫
R

f(x) e−sxdx

∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣
∞∫

RM,c

f(x) e−sxdx

∣∣∣∣∣∣∣
= M (e

−sRM,c

−s
− e−sR

−s
) +M

∣∣∣∣∣∣∣
∞∫

RM,c

e−(s−c)xdx

∣∣∣∣∣∣∣
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≈ O(e
−sR

s
) +M

∣∣∣∣∣e−(s−c)RM,c

s− c

∣∣∣∣∣ ≈ O(e
−sR

s
) .

Als nächstes betrachten wir den Beitrag f̃1(s) innerhalb von R.

f̃1(s) =
R∫

0

f(x) e−sxdx =
R∫

0

[ ∞∑
k=0

ak x
α+βk

]
e−sxdx

=
R∫

0

[
N∑
k=0

ak x
α+βk +O(xα+β(N+1))

]
e−sxdx

=
N∑
k=0

ak

R∫
0

xα+βk e−sxdx+
R∫

0

O(xα+β(N+1)) e−sxdx

=
N∑
k=0

ak

 ∞∫
0

xα+βk e−sxdx−
∞∫
R

xα+βk e−sxdx

+
R∫

0

O(xα+β(N+1)) e−sxdx

=
N∑
k=0

ak

 ∞∫
0

yα+βk

sα+βk+1 e
−ydy −

∞∫
R

xα+βk e−sxdx

+
R∫

0

O(xα+β(N+1)) e−sxdx

=
N∑
k=0

ak

Γ(α + βk + 1)
sα+βk+1 −

∞∫
R

xα+βk e−sxdx

+
R∫

0

O(xα+β(N+1)) e−sxdx .

Den zweiten Term können wir folgendermaßen abschätzen - dabei sei α+βN ≤ m ∈ N:
∞∫
R

xα+βk e−sxdx = e−sR
∞∫
R

xα+βk e−s(x−R)dx = e−sR
∞∫
0

(y +R)α+βk e−sydy

≤ e−sR
∞∫
0

(y +R)m e−sydy = e−sR
∞∫
0

m∑
i=0

(
m

i

)
yiRm−i e−sydy

= e−sR
m∑
i=0

(
m

i

)
Rm−i

∞∫
0

yi e−sydy

= e−sR
m∑
i=0

(
m

i

)
Rm−i Γ(i+ 1)

=.. e−sRAN ,

∣∣∣∣∣∣
N∑
k=0

ak

∞∫
R

xα+βk e−sxdx

∣∣∣∣∣∣ ≤ e−sRAN
N∑
k=0
|ak| ≈ O(e−sR) .
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Auch den dritten Term können wir mittels der Definitionsgleichung von O(.) (I.1.2)
leicht abschätzen:

R∫
0

O(xα+β(N+1)) e−sxdx ≤ BN

R∫
0

xα+β(N+1) e−sxdx ≤ BN

∞∫
0

xα+β(N+1) e−sxdx

≤ BN

∞∫
0

yα+β(N+1)

sα+β(N+1)+1 e
−ydy = BN

Γ(α + β(N + 1) + 1)
sα+β(N+1)+1

≈ O( 1
sα+β(N+1)+1 ) .

Damit folgt nun für unser verallgemeinertes Laplace-Integral f̃(s) für s→∞:

f̃(s) =
b∫

0

f(x) e−sxdx = f̃1(s) + f̃2(s)

≈
∞∑
k=0

ak
Γ(α + βk + 1)

sα+βk+1 +O(e−sR) +O( 1
sα+β(N+1)+1 ) +O(e

−sR

s
)

≈
∞∑
k=0

ak
Γ(α + βk + 1)

sα+βk+1 +O( 1
sα+β(N+1)+1 ) . 2

Anmerkung: Die Bedingung α > −1, β > 0 in den Voraussetzungen des Watson Lemma
ist notwendig, um die Existenz von

∫∞
0 xα+βk e−sxdx, d.h. der Γ-Funktion zu gewähr-

leisten.

I.2.3 Lemma von Riemann-Lebesgue

Das Lemma von Riemann-Lebesgue benötigen wir für die Stationäre Phase Methode.
Sei f(x) auf dem Intervall a ≤ x ≤ b integrabel, d.h. f ∈ L1([a, b]), sei g(x) auf
a ≤ x ≤ b stetig differenzierbar, d.h. g ∈ C1([a, b]) und nicht identisch 0, sei g′(x) 6= 0
auf [a, b], und sei auch d

dx
(f(x)/g′(x)) ∈ L1([a, b]), dann gilt für das verallgemeinerte

Fourier-Integral für s→∞:

lim
s→∞

f̃(s) ..= lim
s→∞

b∫
a

f(x) eisg(x)dx = 0 . (I.2.4)

Beweis. Die Idee dieses Lemmas ist klar - wenn g(x) keine horizontale Tangente auf [a, b]
hat, dann erwarten wir, daß das Integral für s→∞ wegen der schnellen Oszillationen
gegen 0 geht. Da g ∈ C1([a, b]) ist, führen wir eine partielle Integration durch, die uns
einen Faktor 1

s
liefert:

b∫
a

f(x) eisg(x)dx =
b∫
a

f(x) 1
isg′(x)

d

dx
(eisg(x)) dx
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= f(x)
isg′(x) e

isg(x)
∣∣∣∣∣
b

a

−
b∫
a

d

dx
( f(x)
isg′(x)) eisg(x) dx .

Dabei ist der erste Ausdruck rechts O(1
s
) und der zweite Ausdruck kann nochmals

partiell integriert werden und ist damit O( 1
s2 ):

b∫
a

f(x) eisg(x)dx ≈ f(x)
isg′(x) e

isg(x)
∣∣∣∣∣
b

a

+O( 1
s2 ) . (I.2.5)

Wir werden im folgenden sehen, daß die Stationäre Phase Methode für jedes Extremum
der Phase g(x) einen Term der Ordnung O((1

s
) 1

2 ) liefert. Manchmal ist es daher sinnvoll,
auch noch den Randterm der Ordnung O(1

s
) von I.2.5 mitzuberücksichtigen.

Sofern g′(x) auf [a, b] keine Nullstellen hat, ist∣∣∣∣∣∣ f(x)
isg′(x) e

isg(x)
∣∣∣∣∣
b

a

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ f(b)
g′(b)

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ f(a)
g′(a)

∣∣∣∣∣ =..M1 ,

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

d

dx
( f(x)
ig′(x)) eisg(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫
a

∣∣∣∣∣ ddx( f(x)
g′(x)) dx

∣∣∣∣∣ =..M2 .

Und damit folgt die Behauptung:

lim
s→∞

∣∣∣∣∣∣
b∫
a

f(x) eisg(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ lim
s→∞

1
s
· (M1 −M2) = 0 . 2

Wenn die Funktionen f und g hinreichend glatt sind, so kann man n-mal partiell in-
tegrieren und erhält mit lims→∞ f̃(s) ∼ 1/sn eine entsprechend bessere asymptotische
Entwicklung.

I.3 Laplace Methode

Wir suchen eine asymptotische Entwicklung des verallgemeinerten Laplace-Integrals für
s→∞:

I(s) =
b∫
a

f(x) e−sg(x)dx . (I.3.1)

Die Idee der Laplace-Methode ist, daß im lims→∞ nur ein kleiner Bereich um das Mi-
nimum von g(x) herum zum Wert des Integrals beiträgt. Wir nehmen für das folgende
an, daß es im Intervall [a, b] nur ein einziges Extremum von g(x) bei c gebe und dieses
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sei ein Minimum. Im weiteren müssen wir drei Fälle unterscheiden:

1. c = a: Icb(s) =
b∫
c
f(x) e−sg(x)dx ,

2. c = b: Iac(s) =
c∫
a
f(x) e−sg(x)dx ,

3. c ∈ (a, b): I(s) = Iac(s) + Icb(s) =
c∫
a
f(x) e−sg(x)dx+

b∫
c
f(x) e−sg(x)dx .

Wir beginnen mit den ersten zwei Fällen. Da g(x) im gesamten Intervall monoton ist,
existiert die inverse Funktion und wir können das Integral auf ein einfaches Laplace-
Integral im Sinne des Watson Lemma zurückführen. Weil g(x) bei x = c ein Minimum
hat, ist g′(c) = 0 und g′′(c) > 0. Wir führen als neue Variable ein: τ(x) ..= g(x)− g(c).
Die Umkehrfunktion dazu sei: x = x(τ) = τ−1(x).

Icb(s) =
b∫
c

f(x) e−sg(x)dx = e−sg(c)
b∫
c

f(x) e−s(g(x)−g(c))dx

= e−sg(c)
g(b)−g(c)∫

0

f(x(τ))
g′(x(τ)) e

−sτdτ ,

Iac(s) =
c∫
a

f(x) e−sg(x)dx = e−sg(c)
c∫
a

f(x) e−s(g(x)−g(c))dx

= e−sg(c)
0∫

g(a)−g(c)

f(x(τ))
g′(x(τ)) e

−sτdτ = e−sg(c)
g(a)−g(c)∫

0

−f(x(τ))
g′(x(τ)) e−sτdτ .

Jetzt soll der Ausdruck f(x(τ))/g′(x(τ)) nach τ entwickelt werden. Wir beginnen zu-
nächst mit einer Entwicklung dieses Ausdrucks nach (x − c), in welche wir dann eine
Entwicklung von (x− c) nach τ einsetzen.

f(x)
g′(x) ≈

f(c) + (x− c) f ′(c) +O((x− c)2)
g′′(c)(x− c) + 1

2g
′′′(c)(x− c)2 +O((x− c)3)

= f(c) + (x− c) f ′(c) +O((x− c)2)
g′′(c)(x− c)[1 + g′′′(c)

2g′′(c)(x− c) +O((x− c)2)]

= 1
g′′(c)(x− c) · [1−

g′′′(c)
2g′′(c)(x− c) +O((x− c)2)]

· [f(c) + (x− c) f ′(c) +O((x− c)2)]
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= f(c)
g′′(c)(x− c) −

f(c)g′′′(c)
2(g′′(c))2 + f ′(c)

g′′(c) +O(x− c) .

Jetzt benötigen wir eine Entwicklung von (x− c) nach τ :

τ ..= g(x)− g(c) ≈ 1
2g
′′(c)(x− c)2 + 1

3!g
′′′(c)(x− c)3 +O((x− c)4) .

In niedrigster Ordnung gilt:

τ ≈ 1
2g
′′(c)(x− c)2 ⇒ (x− c) ≈ ±

√
2

g′′(c) τ
1
2 .

Hierbei gilt das positive Vorzeichen im Bereich x > c, d.h. für das Integral Ib(s), und
das negative Vorzeichen gilt im Bereich x < c, d.h. für das Integral Ia(s).
Für eine verbesserte Entwicklung von (x− c) nach τ machen wir den Ansatz:

(x− c) ≈ ±
√

2
g′′(c) τ

1
2 + a · τα .

Setzen wir diese Entwicklung in die ursprüngliche Gleichung für τ ein, so erhalten wir:

τ ≈ 1
2g
′′(c)[ 2

g′′(c) τ ± 2a ( 2
g′′(c)) 1

2 τ
1
2 +α + a2τ 2α]

+ 1
3!g
′′′(c)[±( 2

g′′(c)) 3
2 τ

3
2 + 3a 2

g′′(c) τ
1+α ± 3a2 ( 2

g′′(c)) 1
2 τ

1
2 +2α + a3τ 3α]

+O((x− c)4) .

Diese Gleichung können wir mit α = 1 näherungsweise lösen:

±a(2g′′(c)) 1
2 τ

3
2 ≈ −[±1

6g
′′′(c)( 2

g′′(c)) 3
2 τ

3
2 ] +O(τ 2) ⇒

a ≈ −1
6g
′′′(c) 2

(g′′(c))2 +O(τ 1
2 ) = − g′′′(c)

3(g′′(c))2 +O(τ 1
2 ) .

Damit folgt für (x− c):

(x− c) ≈ ±
√

2
g′′(c) τ

1
2 − g′′′(c)

3(g′′(c))2 τ +O(τ 3
2 )

= ±
√

2
g′′(c) τ

1
2 [1∓ g′′′(c)

3
√

2(g′′(c)) 3
2
τ

1
2 +O(τ)] ⇒
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1
x− c

≈ ±
√
g′′(c)

2 τ−
1
2 [1± g′′′(c)

3
√

2(g′′(c)) 3
2
τ

1
2 +O(τ)] .

Damit können wir jetzt die Entwicklung von f(x(τ))/g′(x(τ)) nach τ angeben:

f(x)
g′(x) ≈

f(c)
g′′(c) (±

√
g′′(c)

2 τ−
1
2 ) [1± g′′′(c)

3
√

2(g′′(c)) 3
2
τ

1
2 +O(τ)]

− f(c)g′′′(c)
2(g′′(c))2 + f ′(c)

g′′(c) +O(τ 1
2 )

= ± f(c)√
2g′′(c)

τ−
1
2 + f(c)g′′′(c)

(g′′(c))2 (1
6 −

1
2) + f ′(c)

g′′(c) +O(τ 1
2 )

= ± f(c)√
2g′′(c)

τ−
1
2 + ( f

′(c)
g′′(c) −

f(c)g′′′(c)
3(g′′(c))2 ) +O(τ 1

2 )

=.. τ− 1
2 [±a0 + a1τ

1
2 +O(τ)] .

Jetzt können wir das Watson Lemma mit α = 1
2 und β = 1

2 anwenden und erhalten:

Icb(s) ≈ e−sg(c) [a0
Γ(1

2)
s

1
2

+ a1
Γ(1)
s1 +O( 1

s
3
2

)]

= e−sg(c)
√
πf(c)√

2sg′′(c)
+ e−sg(c)( f

′(c)
g′′(c) −

f(c)g′′′(c)
3(g′′(c))2 ) · 1

s
+O(e

−sg(c)

s
3
2

) , (I.3.2)

Iac(s) ≈ e−sg(c) [a0
Γ(1

2)
s

1
2
− a1

Γ(1)
s1 +O( 1

s
3
2

)]

= e−sg(c)
√
πf(c)√

2sg′′(c)
− e−sg(c)( f

′(c)
g′′(c) −

f(c)g′′′(c)
3(g′′(c))2 ) · 1

s
+O(e

−sg(c)

s
3
2

) . (I.3.3)

Im unserem dritten Fall, wenn c innerhalb des offenen Intervalles (a, b) liegt, erhalten
wir:

I(s) = Iac(s) + Icb(s) ≈ f(c) e−sg(c)
√

2π
sg′′(c) +O(e

−sg(c)

s
3
2

) . (I.3.4)

I.4 Stationäre Phase Methode

Wir suchen eine asymptotische Entwicklung des verallgemeinerten Fourier-Integrals für
s→∞:

I(s) =
b∫
a

f(x) eisg(x)dx . (I.4.1)
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Die Idee der Stationäre Phase Methode ist, daß wegen des Lemma von Riemann-
Lebesgue (I.2.4), d.h. wegen der starken Oszillationen des Integranden für s → ∞,
nur ein kleiner Bereich um ein Extremum von g(x), d.h. einen stationären Punkt c mit
g′(c) = 0, zum Integral beiträgt. Wir nehmen für das folgende an, daß es im Intervall
[a, b] nur ein einziges Extremum von g(x) bei c gebe. Im weiteren müssen wir drei Fälle
unterscheiden:

1. c = a: Icb(s) =
b∫
c
f(x) eisg(x)dx ,

2. c = b: Iac(s) =
c∫
a
f(x) eisg(x)dx ,

3. c ∈ (a, b): I(s) = Iac(s) + Icb(s) =
c∫
a
f(x) eisg(x)dx+

b∫
c
f(x) eisg(x)dx .

Wir beginnen mit dem ersten Fall. Wegen des Lemma von Riemann-Lebesgue können
wir uns auf das Intervall [c, c+ ε] beschränken.

Icb(s) =
b∫
c

f(x) eisg(x)dx =
c+ε∫
c

f(x) eisg(x)dx+
b∫

c+ε

f(x) eisg(x)dx

=
c+ε∫
c

f(x) eisg(x)dx+O(1
s

)

≈
c+ε∫
c

f(x) eisg(x)dx =
c+ε∫
c

f(c) eisg(c) eis 1
2!g
′′(c) (x−c)2

dx

= f(c) eisg(c)
ε∫

0

eis
1
2!g
′′(c) y2

dy .

Wegen des Lemma von Riemann-Lebesgue können wir den Integrationsbereich wieder
bis ∞ ausdehnen, denn

∞∫
ε

eis
1
2!g
′′(c) y2

dy ≈ O(1
s

) ⇒

Icb(s) ≈ f(c) eisg(c)
∞∫
0

eis
1
2!g
′′(c)x2

dx .

Den gleichen Ausdruck erhalten wir auch für Iac(s), denn:

Iac(s) =
c∫
a

f(x) eisg(x)dx =
c−ε∫
a

f(x) eisg(x)dx+
c∫

c−ε

f(x) eisg(x)dx
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= O(1
s

) +
c∫

c−ε

f(x) eisg(x)dx

≈
c∫

c−ε

f(x) eisg(x)dx =
c∫

c−ε

f(c) eisg(c) eis 1
2!g
′′(c) (x−c)2

dx

= f(c) eisg(c)
0∫
−ε

eis
1
2!g
′′(c) y2

dy = f(c) eisg(c)
ε∫

0

eis
1
2!g
′′(c) y2

dy

≈ f(c) eisg(c)
∞∫
0

eis
1
2!g
′′(c)x2

dx ,

Icb(s) = Iac(s) ≈ f(c) eisg(c)
∞∫
0

eis
1
2!g
′′(c)x2

dx ..= f(c) eisg(c) I0 .

Jetzt nehmen wir erneut eine Fallunterscheidung vor, und zwar in die beiden Fälle
g′′(c) > 0 und g′′(c) < 0. Wir beginnen zunächst mit g′′(c) > 0 und wollen zeigen,
daß das folgende Integral IR über das Kreissegment CR mit z = Reiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ π

4 , für
R→∞ gegen Null geht:

IR ..=
∫
CR

eis
1
2!g
′′(c) z2

dz =

π
4∫

0

eis
1
2!g
′′(c)R2ei2ϕR i eiϕdϕ

=

π
2∫

0

eis
1
2!g
′′(c)R2eiφ i R e

iφ2

2 dφ =

π
2∫

0

eis
1
2!g
′′(c)R2eiφ i R2 eiφ

2(R2eiφ)1− 1
2
dφ

=

π
2∫

0

eis
1
2!g
′′(c) ρeiφ i ρ eiφ dφ

2(ρeiφ)1− 1
2

=
∫
Cρ

eis
1
2!g
′′(c) z dz

2 (z)1− 1
2
.

Hierbei wurden ρ ..= R2 und Cρ : z = ρeiφ mit 0 ≤ φ ≤ π
2 verwendet. Nun ist g′′(c) > 0

und limρ→∞ | 1
z1/2 | = limρ→∞ ρ

−1/2 = 0. Also können wir das Jordan Lemma I.2.1 auf
den Weg Cρ anwenden und erhalten limR→∞ IR = 0.
Auf Grund des Residuensatzes gilt:

I0 + IR + Iπ/4 = 0 ⇒ lim
R→∞

I0 = − lim
R→∞

Iπ/4 ⇒

∞∫
0

eis
1
2!g
′′(c)x2

dx = −
0∫
∞

eis
1
2!g
′′(c) (re

π
4 )2

e
π
4 dr =

∞∫
0

eis
1
2!g
′′(c) r2ie

π
4 dr
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Im(z)

R

Re(z)

C
R

C
0

C
 π / 4

C
0

Abbildung I.1: Integrationsweg C0 + CR + Cπ/4

= e
π
4

∞∫
0

e−s
1
2!g
′′(c) r2

dr .

Mit den Substitutionen u ..= (s 1
2!g
′′(c))1/2 · r und v ..= u2 folgt:

∞∫
0

eis
1
2!g
′′(c)x2

dx = e
π
4

∞∫
0

e−u
2 (s g

′′(c)
2! )− 1

2 du = e
π
4 (s g

′′(c)
2! )− 1

2

∞∫
0

e−v
1

2 v 1
2
dv

= e
π
4 (s g

′′(c)
2! )− 1

2
1
2

∞∫
0

e−v v
1
2−1 dv = e

π
4 (s g

′′(c)
2! )− 1

2
1
2 Γ(1

2) .

Damit erhalten wir also für den Fall g′′(c) > 0:

Icb(s) = Iac(s) ≈ f(c) eisg(c) eπ4 ( 2!
s g′′(c)) 1

2
Γ(1

2)
2 . (I.4.2)

Falls der stationäre Punkt c inmitten des Intervalles (a, b) liegt, ergibt sich nochmals
ein Faktor 2:

I(s) = Iac(s) + Icb(s) ≈ f(c) eisg(c) eπ4 ( 2!
s g′′(c)) 1

2 Γ(1
2) . (I.4.3)

Im Fall von g′′(c) < 0 wählen wir ein Kreissegment CR in der unteren Halbebene mit
z = Reiϕ, 0 ≤ ϕ ≤ −π

4 , so daß wir nun auch wieder das Jordan Lemma anwenden
können und ebenso wie oben limR→∞ IR = 0 erhalten. Wieder folgern wir mit Hilfe des
Residuensatzes:

I0 + IR + I−π/4 = 0 ⇒ lim
R→∞

I0 = − lim
R→∞

I−π/4

und erhalten also für g′′(c) < 0:

Icb(s) = Iac(s) ≈ f(c) eisg(c) e−π4 ( 2!
s g′′(c)) 1

2
Γ(1

2)
2 . (I.4.4)
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Falls der stationäre Punkt c inmitten des Intervalles (a, b) liegt, ergibt sich noch ein
Faktor 2:

I(s) = Iac(s) + Icb(s) ≈ f(c) eisg(c) e−π4 ( 2!
s g′′(c)) 1

2 Γ(1
2) . (I.4.5)

Anmerkung 1: Es stellt sich natürlich die Frage, warum wir oben als Integrationswege
gerade Cπ/4, bzw. C−π/4 genommen haben. Es zeigt sich bei der nachfolgend bespro-
chenen Sattelpunkt Methode, daß dieser Weg gerade der Weg des größten Gefälles ist.
Anmerkung 2: Die Ergebnisse I.3.2 bis I.3.4 der Laplace Methode gelten asympto-
tisch für O( e−sg(c)

s3/2 ), die Ergebnisse I.4.2 bis I.4.5 der Stationäre Phase Methode dagegen
deutlich schwächer nur für O(1

s
).

I.5 Sattelpunkt Methode

I.5.1 Sattelpunkt Methode allgemein

Bei Problemen der mathematischen Physik tauchen immer wieder auch allgemeinere
Wegintegrale als die oben mit Hilfe der Laplace Methode und der Stationäre Phase
Methode behandelten Integrale auf:

I(s) ..=
∫
C

f(z) es·g(z)dz . (I.5.1)

Dabei seien f(z) und g(z) zwei Funktionen, die in einem gewissen Bereich D ⊆ C, der
denWeg C enthält, analytisch sein sollen. Den Parameter s können wir stets als reell und
positiv annehmen, denn eine eventuelle komplexe Phase von s ließe sich ja immer in g(z)
absorbieren. Falls es nicht gelingt I(s) direkt zu lösen, z.B. mit Hilfe des Residuensatzes,
so ist man häufig schon zufrieden, wenn man wenigstens eine asymptotische Darstellung
für s→∞ gewinnen kann.
Wenn f(z) und g(z) im Bereich D für |z| → ∞ gegen Null gehen, und wenn es einen
Punkt z0 ∈ D gibt, am welchem der Realteil von g(z) ein Maximum hat, so können wir
den Weg C zu einem Weg C0 deformieren, so daß er über dieses Maximum von <(g(z))
bei z0 führt. Nun können wir vermuten, daß der größte Beitrag zum Integral I(s) für
s → ∞ aus der unmittelbaren Umgebung dieses Maximums herrührt. Wie gut oder
schlecht diese Näherung tatsächlich ist, muß dann jedoch für den konkreten Einzelfall
noch untersucht werden.
Sei g(z) ..= g(x+ iy) ..= u(x, y) + iv(x, y). Notwendig für ein Maximum von u(x, y) bei
(x0, y0)ist:

∂u(x, y)
∂x

∣∣∣∣∣
x0,y0

= ∂u(x, y)
∂y

∣∣∣∣∣
x0,y0

= 0 .
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Da g(z) analytisch ist, gelten für g(z) die Cauchy-Riemann Bedingungen:

∂u(x, y)
∂x

= ∂v(x, y)
∂y

und ∂u(x, y)
∂y

= −∂v(x, y)
∂x

,

und damit folgt für das Maximum von u(x, y) bei (x0, y0):

∂v(x, y)
∂y

∣∣∣∣∣
x0,y0

= − ∂v(x, y)
∂x

∣∣∣∣∣
x0,y0

= 0 ⇒ dg(z)
dz

∣∣∣∣∣
x0+iy0

= 0 .

Aus den Cauchy-Riemann Bedingungen folgt, daß u(x, y) und v(x, y) die Lapalce-
Gleichung erfüllen:

∂2u

∂x2 = ∂

∂x

∂u

∂x
= ∂

∂x

∂v

∂y
= ∂

∂y

∂v

∂x
= − ∂

∂y

∂u

∂y
= −∂

2u

∂y2 ,

∂2v

∂x2 = ∂

∂x

∂v

∂x
= − ∂

∂x

∂u

∂y
= − ∂

∂y

∂u

∂x
= − ∂

∂y

∂v

∂y
= −∂

2v

∂y2 ,

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0 und ∂2v

∂x2 + ∂2v

∂y2 = 0 . (I.5.2)

Daraus folgt aber sofort, daß u(x, y) bei (x0, y0) kein einfaches Maximum oder Minimum
haben kann, denn ein ∂2u/∂x2 < 0 impliziert ja ein ∂2u/∂y2 > 0. Ein solcher Punkt
(x0, y0) mit dg(z)/dz|x0+iy0

= 0 heißt Sattelpunkt und daher rührt auch der Name der
Methode.
Wir führen jetzt die Vektoren der Gradienten der u(x, y)-Fläche und der v(x, y)-Fläche
ein:

−→
∇u(x, y) =


∂u(x,y)
∂x

∂u(x,y)
∂y

 und −→
∇v(x, y) =


∂v(x,y)
∂x

∂v(x,y)
∂y

 .

Wegen du = −→∇u · −→dr steht der Gradient senkrecht auf den durch du = 0 definierten
Höhenlinien von u(x, y), denn du = 0 ⇒ −→∇u⊥−→dr, und er zeigt in Richtung des größten
Gefälles, denn du ist maximal für −→∇u ‖ −→dr.
Wegen

−→
∇u(x, y) · −→∇v(x, y) = ∂u

∂x

∂v

∂x
+ ∂u

∂y

∂v

∂y
= ∂u

∂x
(−∂u

∂y
) + ∂u

∂y

∂u

∂x
= 0 . (I.5.3)

stehen −→∇u und −→∇v senkrecht aufeinander, d.h. die Richtung von −→∇u, die Richtung des
größten Gefälles von u(x, y) ist zugleich die Richtung der v(x, y)-Höhenlinien.



300 I Asymptotische Entwicklungen

Wir entwickeln g um z0 in eine Taylorreihe

g(z) = g(z0) + 1
2(z − z0)2g′′(z0) .

und wollen den Integrationsweg C0 durch eine Gerade durch z0 in Richtung des größten
Gefälles von <(g(z)), oder was das Gleiche ist, der Konstanz von =(g(z)), ersetzen. Sei
also:

z − z0 = r · eiϕ1 und g′′(z0) = |g′′(z0)| · eiϕ2 ⇒

g(z)− g(z0) = 1
2 r

2|g′′(z0)| · ei (2ϕ1+ϕ2) ⇒

<(g(z)− g(z0)) = 1
2 r

2|g′′(z0)| · cos(2ϕ1 + ϕ2) .

Die Richtung des größten Gefälles von <(g(z)) liegt vor bei

2ϕ1 + ϕ2 = π ⇔ ϕ1 = 1
2(π − ϕ2) , (I.5.4)

denn dann gilt ja gerade

<(g(z)− g(z0)) = −1
2 r

2|g′′(z0)| ,

=(g(z)− g(z0)) = 0 .

Damit lautet die entsprechende Geradengleichung in der komplexen Ebene:

z − z0 = r · eiϕ1 ⇒ y − y0 = tan(1
2(π − ϕ2)) · (x− x0) ,

und auf dieser Geraden fällt nun der Integrand von I(s) für s → ∞ tatsächlich expo-
nentiell sehr schnell ab

f(z) es·g(z) ≈ f(z0) es·g(z0) e−
1
2 s|g

′′(z0)|·r2 ⇒

I(s) =
∫
C

f(z) es·g(z)dz

≈ f(z0) es·g(z0)
b∫
a

e−
1
2 s|g

′′(z0)|·r2
eiϕ1dr
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≈ f(z0) es·g(z0) eiϕ1

∞∫
−∞

e−
1
2 s|g

′′(z0)|·r2
dr

= f(z0) es·g(z0) eiϕ1

√
π

1
2s |g′′(z0)|

= f(z0) es·g(z0) eiϕ1

√
2π

s |g′′(z0)| . (I.5.5)

I.5.2 Reelle Sattelpunkt Methode = Laplace Methode

Im Falle von verallgemeinerten Laplace-Integralen, also von

I(s) =
∞∫
−∞

f(x) es·g(x)dx ,

mit einem Maximum bei z0 = x0 gilt: g′′(x0) = −|g′′(x0)| = |g′′(x0)| · eiπ:

ϕ2 = π ⇒ ϕ1 = 0 ⇒

I(s) ≈ f(z0) es·g(z0)
√

2π
s |g′′(z0)| , (I.5.6)

und das ist gerade wieder das Ergebnis der Laplace Methode von I.3.4

I.5.3 Imaginäre Sattelpunkt Methode = Stationäre Phase Methode

Im Falle von verallgemeinerten Fourier-Integralen, also von

I(s) =
b∫
a

f(x) eisg(x)dx ,

mit einem Extremum bei z0 = x0 gilt: g′′(x0) = |g′′(x0)|eiϕ2 = ±i |g′′(x0)|:

ϕ2 =


π
2 für g′′(x0) > 0 ,
3π
2 für g′′(x0) < 0 ,

⇒ ϕ1 = 1
2(π − ϕ2) =


π
4 für g′′(x0) > 0 ,
−π

4 für g′′(x0) < 0 .

I(s) ≈ f(z0) es·g(z0) e±i
π
4

√
2π

s |g′′(z0)| für g′′(x0) ≷ 0 , (I.5.7)

und das ist gerade wieder das Ergebnis der Stationäre Phase Methode von I.4.3, bzw.
I.4.5.
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I.5.4 Beispiel: Stirling Näherung der Fakultät

I(s) = s! = Γ(s+ 1) =
∞∫
0

tse−tdt (I.5.8)

=
∞∫
0

es·ln(t)e−tdt =
∞∫
0

es(ln(t)− t
s
)dt .

Wir identifizieren f(x) = 1 und g(x) = ln(x)− x
s
.

g′(x) = 1
x
− 1
s
, g′(x) = 0 ⇒ x0 = s , g(x0) = ln(s)− 1 ,

g′′(x) = − 1
x2 ⇒ g′′(x0) = − 1

s2 .

Für große Werte von s liegt das Maximum von g(x) und damit der Hauptbeitrag zu
I(s) bei s und wir wenden die reelle Sattelpunktmethode an:

I(s) ≈ es(ln(s)−1)√2πs =
√

2π e−s ss+ 1
2 . (I.5.9)



J Funktionalanalysis von Fredholm-Operatoren

The beginner ... should not be discouraged if ... he finds that he does not
have the prerequisites for reading the prerequisites. P. Halmos
Zitiert nach Functional Analysis, Reed u. Simon (1980), S. 1.

J.1 Einführung

In der Quantentheorie lernen wir gleich zu Beginn, daß der Impuls-Operator in der Form
p = −i~ d

dx
auf L2(a, b) ein linear unbeschränkter Operator ist, mit allen Komplikatio-

nen, die unbeschränkte Operatoren an sich haben. Und vielleicht lernen wir auch, daß
die für die Quantentheorie typischen kanonischen Vertauschungsrelationen der Form
[A,B] = i · 1̂ sich nicht mit zwei linear beschränkten Operatoren A und B erfüllen las-
sen, sondern daß in diesem Fall zumindest einer der beiden Operatoren unbeschränkt
sein muß (Beweis siehe unten).
Wenn wir uns aber mit mathematischer Literatur zu elliptischen Differential-Operatoren
und dem Indextheorem beschäftigen, so erfahren wir, daß elliptische Differential-Opera-
toren Fredholm-Operatoren sind. Wenn nun d

dx
als ein elliptischer Differential-Operator

ein Fredholm-Operator ist, dann muß d
dx

ein beschränkter Operator sein, da Fredholm-
Operatoren ja beschränkt sind.
Der Widerspruch löst sich dadurch auf, daß in der modernen Analysis elliptische Diffe-
rential-Operatoren nicht auf L2, sondern in einem erweiterten Rahmen als Pseudodiffe-
rential-Operatoren in Sobolevräumen betrachtet werden und nur in diesem Rahmen als
Fredholm-Operatoren behandelt werden können. Die Vorteile dieser Behandlungsweise
von partiellen Differential-Operatoren sind so umfassend, daß der Kalkül der Pseudodif-
ferential-Operatoren in der Mathematik schon seit Jahrzehnten zum Standardrepertoire
der Theorie der partiellen Differentialgleichungen gehört.
Bevor wir im nächsten Kapitel auf den Kalkül der Pseudodifferential-Operatoren und
speziell die elliptischen Differential-Operatoren eingehen, sollen in diesem Kapitel kurz
einige benötigte Grundlagen der Funktionalanalysis zusammengestellt werden. Jedes
Lehrbuch der Funktionalanalysis behandelt die hier angeführten Themen ausführlich.
Für diese Darstellung wurden herangezogen: Großmann (1972), Werner (2005), Lax
(2002), Voigt u. Wloka (1975), Gilkey (1995), Booß (1977), Fischer u. Kaul (2001), Fi-
scher u. Kaul (1998). Dabei ist Großmann (1972) als Einstieg in die Funktionalanalysis
für Physiker gut geeignet und leicht lesbar. Die hervorragende Funktionanalysis von
Werner (2005) ist eine moderne deutschsprachige Standardreferenz. Das Lehrbuch des
berühmten Altmeisters der Analysis Peter D. Lax, Lax (2002), ragt durch besonders
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schöne Beweise und die didaktisch gelungene Präsentation auch ungewohnter Zusam-
menhänge hervor. Booß (1977) ist eine mit Gewinn zu lesende Einführung in die Theorie
der Fredholm-Operatoren und die Indextheorie.

J.2 Beschränkte Operatoren

Definition J.2.1 Alle linearen Räume die im folgenden betrachtet werden, seien Vek-
torräume über einem Körper K - wobei hier stets K = R oder K = C ist.

Definition J.2.2 Sei H ein separabler Hilbert-Raum. Ein beliebiger Operator A : H →
H heißt beschränkt, wenn es eine Konstante C ∈ R gibt mit

‖Af‖ ≤ C‖f‖ für alle f ∈ H .

Die kleinste Schranke C heißt Norm des Operators:

‖A‖ ..= sup
f∈H,‖f‖6=0

‖Af‖
‖f‖

.

Definition J.2.3 Wir bezeichnen die Menge der linearen und beschränkten Operatoren
in H mit L (H ).

Wenn A ein linear-beschränkter Operator ist, läßt sich wegen der Linearität die Ope-
ratornorm auch schreiben als:

‖A‖ ..= sup
f∈H,‖f‖=1

‖Af‖

Definition J.2.4 Ein beliebiger Operator A : H → H heißt (folgen-)stetig an der Stelle
f ∈ H, wenn für jede Cachy-Folge fn ∈ H mit

lim
n→∞

fn = f ⇒ lim
n→∞

Afn = Af .

Ein beliebiger Operator A : H → H heißt stetig, wenn er an allen Stellen f ∈ H stetig
ist.

Satz J.2.5 a. Ein linear-beschränkter Operator A ∈ L (H ) ist an jeder Stelle f ∈H
stetig, oder an keiner.

b. Die hier definierte Folgenstetigkeit ist in metrischen Räumen äquivalent zum allge-
meineren topologischen Begriff der Stetigkeit, d.h. eine Abbildung A : M →M ist genau
dann folgenstetig, wenn das Urbild A−1(D) jeder offenen oder abgeschlossenen Menge
D ⊂M offen oder abgeschlossen ist.
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Beweis. a. Sei A stetig bei f ∈H und sei {gi} ∈H eine Cachyfolge mit limi→∞ gi = g,
dann ist {fi ..= gi− g+ f} eine Cachyfolge mit limi→∞ fi = f und wegen der Linearität
und Stetigkeit von A bei f gilt:

lim
i→∞

Afi = lim
i→∞

A(gi − g + f) = lim
i→∞

Agi − Ag + Af ⇒ lim
i→∞

Agi = Ag .

b. Sei das Urbild A−1(D) jeder offenen Menge D ⊂ M offen, dann ist äquivalent dazu
auch das Urbild A−1(E) jeder abgeschlossenen Menge E ⊂ M abgeschlossen, denn zu
jedem E ist ja die Komplementmenge Ec ..= M \E eine offene Menge und also A−1(Ec)
auch offen:

A−1(Ec) = {f |Af ∈ Ec} = {f |Af ∈ E}c = (A−1(E))c ⇔

A−1(E) abgeschlossen .

Sei jetzt A : M → M folgenstetig, E ⊂ M abgeschlossen und {fi} eine Cauchyfolge in
A−1(E) mit f ..= limi→∞ fi. Es ist zu zeigen, daß A−1(E) abgeschlossen ist, d.h. daß
f ∈ A−1(E) liegt. Wegen der Folgenstetigkeit von A ist {gi ..= Afi} eine Cauchyfolge
in E und wegen der Abgeschlossenheit von E gibt es ein g ∈ E mit g = limi→∞ gi und
g = Af . Also liegt f in A−1(E). Die Folgenstetigkeit implziert also die topologische
Stetigkeit.
Für die umgekehrte Richtung sei jetzt A : M →M stetig (im topologischen Sinne) und
{fi} eine Cauchyfolge in M mit f ..= limi→∞ fi. Es ist zu zeigen, daß {fi} folgenstetig
ist, d.h. daß Af ..= limi→∞Afi. Sei also D ..= Kε(A(f)) eine offene ε-Umgebung von
Af , dann ist f ∈ A−1(D) und A−1(D) ist wegen der Stetigkeit auch offen. Also gibt es
in A−1(D) eine offene δ-Umgebung Kδ(f) in der fast alle fi liegen, und daraus folgt,
daß fast alle Afi in D = Kε(A(f)) liegen und das heißt, daß Af ..= limi→∞Afi. Die
topologische Stetigkeit impliziert also die Folgenstetigkeit. 2

Satz J.2.6 Ein linearer Operator A : H → H ist genau dann stetig, wenn er beschränkt
ist.

Beweis. a) A sei linear und beschränkt ⇒ A0 = 0 ⇒ ‖ Afi − A0 ‖=‖ Afi ‖≤ C ‖
fi ‖→ 0 wenn ‖ fi ‖→ 0 . Also ist A an der Stelle 0 stetig und wegen der Linearität
überall auf H stetig.
b) A sei linear und auf H stetig. Wenn A nicht beschränkt ist, dann gibt es eine Folge
{fi} ∈H mit ‖ fi ‖6= 0 und ci ..=‖ Afi ‖ / ‖ fi ‖→ ∞.
Dann ist {gi ..= (1/ci)(fi/ ‖ fi ‖)} eine Nullfolge in H und wegen der Stetigkeit von
A gilt Agi → 0. Andererseits gilt aber auch ‖ Agi ‖= (1/ci)(Afi/ ‖ fi ‖) = 1 6= 0.
Widerspruch, also ist A beschränkt. 2

Als Beispiel eines nicht beschränkten Operators in einem Hilbert-Raum betrachten wir
den eindimensionalen Impuls-Operator in der Ortsdarstellung auf L2(a, b), a, b ∈ R,
a < b : A ..= −i~ d

dx
: L2(a, b)→ L2(a, b).
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Die Funktionen fk(x) ..= (1/
√
b− a) exp(i2πkx/(b−a)) sind Elemente von L2(a, b) mit

‖ fk ‖= 1, aber ‖ d
dx
fk ‖= 2π

b−ak → ∞. Also ist der Impuls-Operator A ..= −i~ d
dx

nicht auf allen Elementen von L2(a, b) stetig und damit auf L2(a, b) unbeschränkt.
Gleichzeitig ist dieser eindimensionale Impuls-Operator aber ein elliptischer Differential-
Operator. Wir werden im Abschnitt über Pseudodifferential-Operatoren sehen, daß wir
elliptische Pseudodifferential-Operatoren in geeigneten Sobolevräumen als beschränkte
Operatoren definieren können. Dies bietet uns dann deutlich erweiterte Möglichkeiten
zur Untersuchung partieller Differentialgleichungen.

Nun stellt sich natürlich die Frage, ob wir nicht vielleicht sogar alle quantenmechani-
schen Operatoren statt in L2(a, b) in einem geeigneten Sobolev-Raum betrachten kön-
nen, um sie solcherart zu beschränkten Operatoren zu machen? Diese Idee funktioniert
leider nicht, wie der folgende Satz zeigt:

Satz J.2.7 (Wielandt) Die Vertauschungsrelation [A,B] ..= AB − BA = i1̂ ist im
Raum der linear beschränkten Operatoren nicht möglich.

Beweis. Seien A,B ∈ L (H ), welche die Vertauschungsrelation [A,B] = i1̂ erfüllen.
Zunächst beweisen wir per Induktion die Relation i nBn−1 = ABn − BnA. Für n = 1
ist dies nach Voraussetzung richtig. Jetzt sei die Relation für n richtig, dann folgt für
n+ 1:

ABn+1 −Bn+1A = ABnB −BnBA = ABnB −Bn(AB − i1̂)

= [A,Bn]B + iBn = i nBn−1B + iB = i(n+ 1)Bn) .

Nun bilden wir von beiden Seiten dieser Relation die Norm und erhalten:

n ‖ Bn−1 ‖ ≤‖ ABn ‖ + ‖ BnA ‖≤ 2 ‖ Bn−1 ‖‖ B ‖‖ A ‖ .

Wenn n > 2 ‖ B ‖‖ A ‖ ist, dann gibt es nur die Lösung ‖ Bn−1 ‖= 0 und damit
Bn−1 = 0̂. Setzen wir dies auf der rechten Seite von i (n − 1)Bn−2 = ABn−1 − Bn−1A
ein, so folgt Bn−2 = 0̂ und induktiv dann B = 0̂. Widerspruch, also muß zumindest
einer der beiden Operatoren A und B ein unbeschränkter Operator sein. 2

Satz J.2.8 Die Menge der linear-beschränkten Operatoren L (H ) bildet einen Banach-
Raum.

Beweis. Mit A,B ∈ L (H ), a ∈ C folgt sofort, daß A+B ∈ L (H ) und aA ∈ L (H ),
daß also L (H ) ein linearer, normierter Raum ist. Zu zeigen bleibt also noch, daß
L (H ) auch abgeschlossen ist. Sei {An ∈ L (H )} eine Cauchy-Folge in L (H ) und
f ∈ H, dann gilt: ‖ (Am − An)f ‖≤‖ Am − An ‖‖ f ‖→ 0 mit m,n → ∞. Da H
abgeschlossen ist, gilt also, daß g ..= limn→∞Anf existiert und gerade Af ..= g =
limn→∞Anf definiert. Offensichtlich ist A auch linear und auch beschränkt, denn aus
‖ Anf ‖ / ‖ f ‖≤‖ An ‖≤ C folgt wegen der Stetigkeit der Norm:
limn→∞ ‖ Anf ‖ / ‖ f ‖=‖ limn→∞Anf ‖ / ‖ f ‖=‖ Af ‖ / ‖ f ‖≤‖ A ‖≤ C.
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Für viele Beweise im Zusammenhang mit linear-beschränkten Operatoren ist der fol-
gende Satz über die gleichmäßige Beschränktheit grundlegend:

Satz J.2.9 (Banach-Steinhaus) Eine beliebige Menge linear-beschränkter Operato-
ren {An} ⊂ L (H ) ist in L (H ) beschränkt, wenn für jedes f ∈ H die Menge {Anf}
beschränkt ist. Also: ‖ Anf ‖≤ Cf für alle n ∈ Indexmenge, f ∈ H ⇒ ‖ An ‖≤ C.

Beweis. siehe Werner (2005), S.141, Theorem IV.2.1. 2

Lemma J.2.10 Das Produkt zweier linear-beschränkter Operatoren in H ist linear-
beschränkt.

Beweis. Seien A,B ∈ L (H ), dann folgt:

‖AB‖ = sup
f∈H ,‖f‖6=0

‖AB f‖
‖f‖

= sup
f∈H ,‖f‖6=0,‖Bf‖6=0

‖AB f‖
‖Bf‖

‖Bf‖
‖f‖

≤ ( sup
f∈H ,‖f‖6=0,‖Bf‖6=0

‖A(Bf)‖
‖Bf‖

)( sup
f∈H ,‖f‖6=0

‖Bf‖
‖f‖

)

≤ ( sup
Bf∈H ,‖Bf‖6=0

‖A(Bf)‖
‖Bf‖

)( sup
f∈H ,‖f‖6=0

‖Bf‖
‖f‖

) = ‖A‖‖B‖ . 2

Zu einem linear-beschränkten Operator in einem Hilbert-Raum gibt es einen linear-
beschränkten adjungierten Operator. Dies beweist man mit dem Rieszschen Darstel-
lungssatz linear-beschränkter Funktionale in einem Hilbert-Raum.

Satz J.2.11 (Riesz-Fréchet) Jedes linear-beschränkte Funktional l : H → C über
einem Hilbert-Raum H ist darstellbar in der Form l(f) = 〈g | f〉 für alle f ∈ H .
Dabei ist g ∈H eindeutig durch das Funktional l bestimmt und es gilt ‖l‖ = ‖g‖.

Beweis. Zunächst betrachten wir den Kern von l, hier als Nl ⊆ H bezeichnet. Wenn
Nl = H , dann können wir g = 0 wählen. Sei jetzt also der Kern von l kleiner als
H , d.h. dimN⊥l > 0, dann gibt es ein p ∈ N⊥l mit p 6= 0. Dann ist das folgende
q ..= l(p)f − l(f)p ∈ Kl, denn l(q) = 0, und 〈p | q〉 = 0.

0 = 〈p | q〉 = l(p)〈p | f〉 − l(f)‖p‖2 ⇒ l(f) = 〈g | f〉 mit g ..= 〈 l(p)
‖p‖2p | f〉.

Das hier konstruierte g ∈H ist eindeutig, denn: 〈g1 | f〉 = 〈g2 | f〉 für alle f ∈H ⇒
g1 = g2. Also ist der zum Kern von l senkrechte Unterraum N⊥l eindimensional. 2

Satz J.2.12 Zu jedem linear-beschränkten Operator A ∈ L (H ) in einem Hilbert-
Raum gibt es einen adjungierten Operator A†, der ebenfalls linear-beschränkt ist:

〈A†g | f〉 ..= 〈g | Af〉 für alle f, g ∈H und ‖A†‖ = ‖A‖ .
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Beweis. 〈g | Af〉 ist bei festem g ∈H linear-beschränktes Funktional:
lg,A(f) ..= 〈g | Af〉. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es ein g′ ∈ H mit
lg,A(f) = 〈g′ | f〉. Die Abbildung von g → g′ nennen wir den adjungierten Operator A†.
A† ist linear, denn:

〈A†(a1g1 + a2g2) | f〉 = 〈(a1g1 + a2g2) | Af〉 = a∗1〈g1 | Af〉+ a∗2〈g2 | Af〉

= a∗1〈A†g1 | f〉+ a∗2〈A†g2 | f〉 = 〈a1A
†g1 + a2A

†g2 | f〉 .

Die Beschränktheit von A† sieht man so:

‖A†g‖2 = 〈A†g | A†g〉 = 〈g | AA†g〉 ≤ ‖g‖‖A‖‖A†g‖ ,

also ist entweder A†g = 0 und damit ‖A†‖ = 0, oder ‖A†g‖ ≤ ‖g‖‖A‖. Umgekehrt gilt
ebenso:

‖Af‖2 = 〈Af | Af〉 = 〈f | A†Af〉 ≤ ‖f‖‖A†‖‖Af‖ ,

also ist entweder Af = 0 und damit ‖A‖ = 0, oder ‖Af‖ ≤ ‖f‖‖A†‖. Damit folgt:
‖A†‖ = ‖A‖. 2

Somit ist die Menge L (H ) der linear-beschränkten Operatoren in einem Hilbert-Raum
nicht nur ein Banach-Raum, sondern wegen der Abgeschlossenheit der Multiplikati-
on und der Adjungation in L (H ) auch eine *-Algebra, zusammenfasend also eine
Banach*-Algebra genannt (die Mathematiker verwenden für die Adjungation üblicher-
weise einen *, die Physiker zumeist ein †).
Die Operatoren in L (H ) erfüllen darüber hinaus noch die sogenannte C*-Eigenschaft,
d.h. ‖A†A‖ = ‖A‖2, denn

‖A†A‖ ≤ ‖A†‖‖A‖ = ‖A‖2 ,

‖Af‖2 = 〈Af | Af〉 = 〈f | A†Af〉 ≤ ‖f‖‖A†Af‖ ≤ ‖A†A‖‖f‖2 .

Eine Banach*-Algebra, welche wie hier L (H ) zusätzlich die C*-Eigenschaft besitzt,
nennt man eine C*-Algebra. Solche C*-Algebren bilden die grundlegende Struktur zur
algebraischen Untersuchung der Quantentheorie.
Die folgenden Aussagen über das orthogonale KomplementD⊥ eines TeilraumsD ⊂H ,
die Bildbereiche RA, RA† , die Kerne NA, NA† , eines Operators A ∈ L (H ) und sei-
nes adjungierten Operators A† werden öfter benötigt, z.B. im Zusammenhang mit der
Bestimmung des Index von Fredholm-Operatoren, und sollen deshalb hier zusammen-
gestellt werden.

Lemma J.2.13

a. D ⊂H ⇒ D⊥ abgeschlossen , (J.2.1)

b. D abgeschlossen ⇒ H = D ⊕D⊥ , (J.2.2)
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c. D ⊆ (D⊥)⊥, und D abgeschlossen ⇒ D = (D⊥)⊥ , (J.2.3)

d. NA ist abgeschlossen , (J.2.4)

e. NA† = RA
⊥ und NA = RA†

⊥ . (J.2.5)

f. RA = NA†
⊥ . (J.2.6)

Beweis. a. D sei ein beliebiger Teilraum von H und D⊥ sein orthogonales Komple-
ment, {fi} ∈ D⊥ sei eine Cauchy-Folge, dann gilt 〈fi | g〉 = 0 für alle g ∈ D. D⊥ ist
offensichtlich ein linearer Raum und enthält als solcher natürlich auch {0}. Wir nehmen
an, daß fi → f ∈ D, ‖f‖ > 0, dann gilt einerseits ‖f − fi‖ < ε und andererseits
‖f − fi‖2 = 〈f − fi | f − fi〉 = ‖f‖2 − 〈f | fi〉 − 〈fi | f〉 + ‖fi‖2 = ‖f‖2 + ‖fi‖2 > 0,
Widerspruch, also kann f nicht in D, sondern muß in D⊥ liegen, also ist D⊥ abgeschlos-
sen.

b. D sei jetzt ein abgeschlossener Teilraum von H , also selbst ein Hilbert-Raum, also
gibt es eine vollständige Orthonormalbasis von D: {ei}. Die Projektion eines beliebigen
Vektors f ∈ H hinein in D ist dann f1 ..= ∑

i〈ei | f〉ei ∈ D und f2 ..= f − f1 ∈ D⊥.
Also ist f = f1 + f2 mit f1 ∈ D und f2 ∈ D⊥. Diese Zerlegung ist eindeutig, denn sei
etwa f = g1 + g2 mit g1 ∈ D und g2 ∈ D⊥, dann gilt

0 = f − f = (f1 − g1) + (f2 − g2) ,

0 =〈(f1 − g1) + (f2 − g2) | (f1 − g1) + (f2 − g2)〉 = ‖(f1 − g1)‖2 + ‖(f2 − g2)‖2 ,

und daraus folgt f1 = g1 und f2 = g2. Die Zerlegung von f ∈H ist also eindeutig.

c. Wenn D abgeschlossen ist, d.h. D = D, dann ist wegen b. H = D ⊕ D⊥. Da D⊥
immer abgeschlossen ist, gilt aber auch H = D⊥ ⊕ (D⊥)⊥ = (D⊥)⊥ ⊕D⊥. Wegen der
Eindeutigkeit der Zerlegung ist also D = D = (D⊥)⊥ und falls D nicht abgeschlossen
ist D ⊂ D = (D⊥)⊥.

d. {0} ist abgeschlossen, also ist {0}C = RA \ {0} offen, also ist wegen der Stetigkeit
von A die Urbildmenge A−1(RA \ {0}) = DA \ NA offen, also ist (DA \ NA)C = NA

abgeschlossen.

e. f ∈ NA† ⊆ H ⇔ 〈g | A†f〉 = 0 für alle g ∈ H ⇔ 〈Ag | f〉 = 0 . Die zweite
Aussage folgt, indem einfach A durch A† ersetzt wird.

f. Aus c. und e. folgt sofort: NA†
⊥ = (RA

⊥)⊥ = RA. 2

Die beiden wichtigsten Fragen im Zusammenhang mit Operatoren sind die Frage nach
dem Spektrum und die Frage einer möglichen Inversen. Wir beschäftigen uns im folgen-
den nur mit der dem Problemkreis der inversen Operatoren, also der Frage der Auflös-
barkeit der OperatorgleichungAf = g mitA ∈ L (H ), f, g ∈H . Wenn der Bildbereich
von A gleich H ist, also RA = RA = H , dann können wir A auf H invertieren. Wegen
f. ist äquivalent dazu und leichter zu beweisen die Bedingung (NA†) = {0}.
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Zentral für Untersuchungen zur Invertierbarkeit von Operatoren ist der Satz der of-
fenen Abbildung, einer der wichtigsten Sätze der Funktionalanalysis. Dieser Satz wird
üblicherweise für linear-beschränkte Abbildungen zwischen Banach-Räumen formuliert
und bewiesen - wir beschränken uns hier auf eine Formulierung in L (H ).

Satz J.2.14 Wenn A ∈ L (H ) surjektiv auf H (oder einen abgeschlossenen Teil-
raum) abbildet, dann ist A offen, d.h. bildet offene Mengen in offene Mengen ab. Wenn
A zusätzlich injektiv auf H (oder einen abgeschlossenen Teilraum) abbildet, d.h. wenn
also der inverse Operator A−1 auf H (oder einen abgeschlossenen Teilraum) existiert,
dann ist dieser beschränkt.

Beweis. Zum ersten Teil des Satzes, dessen Beweis von Banach stammt und der nicht
trivial ist, sei auf Werner (2005), S.152, Theorem IV.3.3 verwiesen. Wesentlich ist hierbei
die Voraussetzung der Abgeschlossenheit des Bildbereichs. Der zweite Teil des Satzes
ist eine einfache Folgerung, denn wenn A ein-eindeutig offene Mengen in offene Mengen
abbildet, dann hat also eine offene Bildmenge von A−1 eine offene Urbildmenge, und
A−1 ist damit stetig und damit beschränkt. 2

Definition J.2.15 Die Teilmenge der invertierbaren und beschränkten Operatoren aus
L (H ) bilden eine Gruppe, die wir Gl(H ) nennen.

Satz J.2.16 Wenn ‖A‖ < 1, dann hat der Operator (1̂ − A) die Inverse (1̂ − A)−1 =∑∞
k=0 A

k, und Gl(H ) enthält die offene Einheitskugel (d.h. Kugel mit Radius = 1) um
den 1̂-Operator.

Beweis. Zunächst einmal ist die existiert Neumann-Reihe S ..= ∑∞
k=0 A

k für ‖A‖ < 1
und ist beschränkt:

‖S‖ = ‖
∞∑
k=0

Ak‖ ≤
∞∑
k=0
‖Ak‖ ≤

∞∑
k=0
‖A‖k = 1

1− ‖A‖ <∞ .

Weiter folgt:

AS = A(
∞∑
k=0

Ak) =
∞∑
k=1

Ak = S − 1̂ ⇒ (1̂− A)S = 1̂ ,

SA = (
∞∑
k=0

Ak)A =
∞∑
k=1

Ak = S − 1̂ ⇒ S(1̂− A) = 1̂ .

Also ist S = ∑∞
k=0 A

k der inverse und linear-beschränkte Operator zu 1̂− A.
Sei B1(1̂) die offene Einheitskugel in L (H ) um den 1̂-Operator, also

B1(1̂) ..= {(1̂ + A) ∈ L (H ) | ‖(1̂ + A)− 1̂‖ = ‖A‖ < 1 .}

Weiter ist (1̂ − A) ∈ B1(1̂) und hat einen linear-beschränkten inversen Operator, also
ist B1(1̂) ⊆ Gl(H ). 2
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Satz J.2.17 Wenn B ∈ L (H ) invertierbar ist, dann sind auch alle Elemente aus
L (H ) invertierbar, die nahe genug bei B liegen, d.h. ‖A‖ < 1

‖B−1‖ ⇒ (B − A) ist
invertierbar.

Beweis. (B − A) = B(1̂−B−1A) und ‖B−1A‖ ≤ ‖B−1‖‖A‖ < 1 ⇒

(B − A)−1 = (1̂−B−1A)−1B−1 =
∞∑
k=0

(B−1A)k B−1 .

Damit ist (B − A)−1 invertierbar. 2

Dieses Ergebnis ist Grundlage für die Untersuchung der Spektren beschränkter Operato-
ren, denn sei ‖A‖ < |λ|, λ ∈ C, dann existiert nach dem obigen Satz R(λ) ..= (A−λ1̂)−1

die Resolvente von A. Die Menge aller λ ∈ C für welche die Resolvente existiert heißt
Resolventenmenge, das Komplement in C heißt Spektrum.

J.3 Kompakte Operatoren

Ein zentrales Konzept der Funktionalanalysis ist der Begriff der Kompaktheit, denn
er ermöglicht uns in unendlich-dimensionalen Räumen Konvergenzaussagen zu klären.
Kompaktheitsbeweise können gelegentlich sehr aufwendig und subtil sein. Ohne zu sehr
in die Tiefe gehen zu wollen, seien hier nur einige einführende Definitionen und Sätze
zu kompakten Mengen und den Grundlagen kompakter Operatoren aufgeführt.

Definition J.3.1 a. Eine Teilmenge Ω ⊆ T eines topologischen Raums T heißt kom-
pakt, wenn jede offene Überdeckung von Ω eine endliche Teilüberdeckung besitzt, d.h.
wenn {Oi} mit i ∈ I (I eine Indexmenge) eine Familie offener Mengen mit Ω = ∪i∈IOi

ist, dann existieren in dieser Familie endlich viele offene Mengen Oi1 , . . . , Oin mit
Ω = ∪nik=1Oi.
b. Eine Teilmenge Ω ⊆ T eines topologischen Raums T heißt folgenkompakt, wenn jede
Folge in Ω eine Teilfolge besitzt, die gegen ein x ∈ Ω konvergiert.
c. Eine Teilmenge Ω ⊆M eines metrischen RaumsM heißt präkompakt oder ε-kompakt,
wenn es zu jedem ε > 0 eine endliche Teilüberdeckung mit offenen ε-Kugeln gibt.

Da wir es im folgenden immer nur mit Banach- oder Hilbert-Räumen zu tun haben
und beide ja metrische Räume sind, können wir uns aufgrund des folgenden Satzes bei
Kompaktheitsbeweisen stets auf den Nachweis der Folgenkompaktheit beschränken.

Satz J.3.2 In einem metrischen Raum M fallen eine Reihe der verschiedenen Kom-
paktheitsbegriffe zusammen:
a. die Begriffe der Kompaktheit und der Folgenkompaktheit sind äquivalent,
b. wenn Ω präkompakt ist, dann ist die Abschließung Ω kompakt.

Beweis. siehe Werner (2005), S.499, Satz B.1.7. 2
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Wir erinnern zuerst an die aus der Analysis bekannte Situation in R.

Satz J.3.3 (Bolzano-Weierstraß) Jede beschränkte Folge {xn} in R besitzt minde-
stens eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir orientieren uns an dem Beweis in Fischer u. Kaul (2001), S. 49. |xn| ≤ C.
Man konstruiert sich jetzt durch Intervallhalbierung eine Folge ineinander geschachtelter
Intervalle:

I1 ..= [a1, b1] ..=

[−C, 0] falls unendl. viele xn in [−C, 0] liegen,
[0, C] sonst.

n1 ..= min{n ∈ N |xn ∈ I1} ⇒ xn1 ∈ I1 .

I2 ..= [a2, b2] ..=

[a1, (a1 + b1)/2] falls unendl. viele xn in [a1, (a1 + b1)/2] liegen,
[(a1 + b1)/2, b1] sonst.

n2 ..= min{n ∈ N |n2 > n, xn ∈ I2} ⇒ xn2 ∈ I2 .

Also ist xnk ∈ Ik ⊂ Ik−1 ⊂ . . . ⊂ I1 ⊂ [−C,C] und unendlich viele xn liegen in Ik und
die Länge des Intervalls Ik ist bk−ak = C/2k. Nun existiert limk→∞ ak = limk→∞ bk =.. a
und wegen ak ≤ xnk ≤ bk folgt a = limk→∞ xnk .
Also ist eine beschränkte und abgeschlossene Menge in R kompakt. 2

Dieser Beweis läßt sich nun mühelos für Folgen in Rn für jedes endliche n ∈ N verallge-
meinern. Also sind auch in Rn beschränkte und abgeschlossene Mengen kompakt.
Eine wichtige Kompaktheitsaussage im Funktionenraum C(Ω̄) der stetigen Funktionen
über Ω̄ ⊂ Rn liefert der Satz von Arzelà-Ascoli, der auch Grundlage für einen zen-
tralen Einbettungssatz in Sobolev-Räumen von Rellich (s.u.) ist, und der gerade die
Verbindung von elliptischen Pseudodifferential-Operatoren und Fredholm-Operatoren
ermöglicht.

Satz J.3.4 (Arzelà-Ascoli) Sei Ω eine beschränkte Menge in Rn und Ω̄ ⊂ Rn ihre Ab-
schließung, sei weiter C(Ω̄) der Funktionenraum der stetigen, beschränkten Funktionen
f : Ω̄ → K mit K = R oder K = C und sei C(Ω̄) wie üblich mit der Supremums-
norm ausgestattet, also ‖f‖ ..= ‖f‖∞ ..= supx∈Ω̄ |f(x)|. Sei die Teilmenge M ⊂ C(Ω̄)
abgeschlossen und gleichgradig stetig, d.h. zu jedem ε > 0 existiere ein δ > 0 mit
|f(x)− f(x′)| < ε, wenn |x− x′| < δ ist, und zwar für alle f ∈M ,
dann ist die Funktionenmenge M̄ ⊂ C(Ω̄) kompakt.

Beweis. Der Beweis basiert auf dem Diagonalfolge-Argument. Zunächst einmal ist Ω̄ ⊂
Rn separabel, denn die abzählbare Menge der rationalen Punkte {xk ∈ Ω} liegt dicht in
Ω̄, d.h. Ω̄ = ∪k∈N{xk}. Wir müssen jetzt zeigen, daß jede Folge {fi ∈M} eine Cachyfolge
besitzt. Sei nun {fi ∈M, ‖fi‖ ≤ C} ein beschränkte Folge, d.h. {fi(x) ∈ K, |fi(x)| ≤ C
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für alle x ∈ Ω̄}, dann ist also {fi(x1), |fi(x1)| ≤ C} eine beschränkte Zahlenfolge
und diese enthält wegen der Kompaktheit beschränkter und abgeschlossener Mengen
in K eine konvergente Teilfolge f (1)

i (x1). Nun ist f (1)
i (x2) ebenfalls eine beschränkte

Zahlenfolge, die wiederum eine konvergente Teilfolge f (2)
i (x2) enthält, die nun für x1

und x2 konvergiert. Dieses Verfahren wird sukzessive fortgesetzt. Nun schreiben wir all
diese Folgen der f (k)

i untereinander:

{f (1)
i } : f

(1)
1 f

(1)
2 . . . f

(1)
i . . .

{f (2)
i } : f

(2)
1 f

(2)
2 . . . f

(2)
i . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

{f (k)
i } : f

(k)
1 f

(k)
2 . . . f

(k)
i . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Die Diagonalfolge {f (i)
i } konvergiert für alle xi, denn {f

(i)
i }i≥k ist ja eine Teilfolge von

{f (k)
i }, welches für x1, . . . , xk konvergiert. Wir bezeichnen die Diagonalfolge jetzt kurz

mit {fi} und wollen zeigen, daß sie eine Cauchy-Folge in C(Ω̄) ist. M̄ ist ebenso wie M
gleichgradig stetig, also gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 mit

|x− x′| < δ ⇒ |fi(x)− fi(x′)| < ε .

Da Ω̄ kompakt ist, gibt es eine endliche Überdeckung mit δ-Kugeln: Ω̄ = ∪pk=1Kδ(xk)
und für die Diagonalfolge an diesen Stellen xk gilt:

i, j ≥ m(ε) ⇒ |fi(xk)− fj(xk)| < ε .

Da jedes x ∈ Ω̄ in mindestens einer der Kδ(xk) Kugeln liegt, folgt also:

|fi(x)− fj(x)| ≤ |fi(x)− fi(xk)|+ |fi(xk)− fj(xk)|+ |fj(xk)− fj(x)| < 3ε ,

also ist {fi} eine Cauchy-Folge in C(Ω̄). 2

Linear-beschränkte Operatoren bilden beschränkte Mengen in beschränkte Bildmengen
ab. Im Rn sind diese beschränkten Bildmengen dann also immer kompakt, in unendlich-
dimensionalen Räumen sind sie es aber im allgemeinen nicht mehr.

Als Standardbeispiel diene hier die Einheitskugel K1(0) ..= {x | ‖x‖ ≤ 1}. Sie im Rn

kompakt, nicht aber in einem separablen unendlich-dimensionalen Hilbert-Raum, denn
dort können wir eine Folge von Einheits-Basisvektoren {en} bilden, die keine konver-
gente Teilfolge enthalten.
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Wenn man also von linear-beschränkten Operatoren zusätzlich verlangt, daß sie be-
schränkte Mengen in kompakte Bildmengen abbilden sollen, dann lassen sich für diese
Klasse von Operatoren sehr viel weitergehende Aussagen gewinnen, insbesondere läßt
sich das Spektralproblem übersichtlich lösen. In physikalischen Anwendungen finden
wir häufig solche kompakten Operatoren.

Definition J.3.5 Ein Operator A ∈ L (H ) heißt kompakt (ursprünglich von Hilbert
vollstetig genannt), wenn er beschränkte Mengen in präkompakte Mengen abbildet, d.h.
wenn ‖fn‖ ≤ C eine beschränkte Folge in H ist, dann gibt es eine Teilfolge {fnk}, so
daß {Afnk} eine Cauchy-Folge ist, deren Grenzwert in {Afn}, d.h. in der Abschließung
von {Afn} liegt.
Die Menge der kompakten Operatoren in H nennen wir K (H ).

Kompakte Operatoren sind linear-beschränkte Operatoren, d.h. K (H ) ⊂ L (H ),
denn da jede präkompakte Menge beschränkt ist, bildet also ein kompakter Operator
eine beschränkte Menge in eine beschränkte Menge ab. Und wegen der Stetigkeit bildet
ein linear-beschränkter Operator natürlich kompakte Mengen auf kompakte Mengen
ab.

Lemma J.3.6 Weiter ist K (H ) abgeschlossen, d.h. sei {An ∈ K (H )} eine Folge
kompakter Operatoren, die gegen einen Operator A ∈ L (H ) konvergiert, also ‖A −
An‖ → 0 , dann ist der Operator A auch kompakt.

Beweis. Auch dieser Beweis basiert auf dem Diagonalfolge-Argument. Sei {fn ∈ H }
eine beschränkte Folge, dann enthält {A1fn} eine konvergente Teilfolge {A1f

(1)
n }. Jetzt

ist natürlich die Folge {f (1)
n } wieder ein beschränkte Folge und so enthält auch {A2f

(1)
n }

eine konvergente Teilfolge {A2f
(2)
n }, usw. Also konvergieren alle Folgen {Alf (k)

n } für
festes l ≤ k. Wir schreiben diese Folgen der f (k)

n einmal untereinander:

{f (1)
n } : f

(1)
1 f

(1)
2 . . . f (1)

n . . .

{f (2)
n } : f

(2)
1 f

(2)
2 . . . f (2)

n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

{f (k)
n } : f

(k)
1 f

(k)
2 . . . f (k)

n . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

Dann sehen wir, daß für die Diagonalfolge {gn} ..= {f (1)
1 , f

(2)
2 , . . . , f (n)

n , . . .} die Folge
{Algn} für jeden Operator Al konvergiert. Jetzt wollen wir zeigen, daß für diese Diago-
nalfolge {gn} auch die Folge {Agn} konvergiert, denn dann ist ja der Grenz-Operator
A auch kompakt:

Agm − Agn = Agm − Algm + Algm − Algn + Algn − Agn ,
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‖Agm − Agn‖ ≤ ‖Agm − Algm‖+ ‖Algm − Algn‖+ ‖Algn − Agn‖ < ε ,

wenn wir m,n, l groß genug wählen, denn der erste und dritte Term gehen gegen Null,
weil Al → A geht, und der zweite Term geht gegen Null, weil {gn} für jeden Operator
Al eine Cauchy-Folge ist. 2

Lemma J.3.7 Wenn A kompakt ist, dann ist auch der adjungierte Operator A† kom-
pakt, d.h. A ∈ K (H ) ⇔ A† ∈ K (H ).

Beweis. Sei A† nicht kompakt, dann gibt es eine Folge {fn | ‖fn‖ ≤ 1} mit ‖A†fm −
A†fn‖ ≥ δ > 0 für m 6= n. Dann ist {gn ..= A†fn} eine beschränkte Folge. Jetzt wollen
wir zeigen, daß {Agn} keine konvergente Teilfolge in H hat. Dazu nutzen wir folgende
Abschätzung:

|〈Agm − Agn | fm − fn〉| ≤ ‖Agm − Agn‖‖fm − fn‖ ≤ ‖Agm − Agn‖(‖fm‖+ ‖fn‖)

≤ 2‖Agm − Agn‖ , ⇒

2‖Agm − Agn‖ ≥ |〈Agm − Agn | fm − fn〉| = |〈A†fm − A†fn | A†fm − A†fn〉|

= ‖A†fm − A†fn‖2 ≥ δ2 > 0 .

Da dies für alle m,n ∈ N mit m 6= n gilt, enthält also {Agn} keine Teilfolge, die eine
Cauchy-Folge ist. Dies ist ein Widerspruch zur Kompaktheit von A. Also ist mit A auch
A† kompakt. 2

Lemma J.3.8 Wenn A kompakt und B beschränkt ist, dann ist auch die Produkte AB
und BA kompakt, d.h. A ∈ K (H ), B ∈ L (H ) ⇔ AB, BA ∈ K (H ).

Beweis. Sei {fn ∈ H } eine beschränkte Folge, dann ist auch {gn ..= Bfn} eine be-
schränkte Folge. Da A kompakt ist, gibt es eine Teilfolge {gnk}, so daß {Agnk = ABfnk}
konvergiert. Das gleiche gilt für das Produkt BA. 2

Eine unmittelbare Folgerung ist, daß der zu A ∈ K (H ) inverse Operator A−1, wenn
er existiert, nicht beschränkt sein kann. Denn sei A−1 beschränkt, dann muß AA−1 =
1̂ kompakt sein, und der beschränkte Operator 1̂ in einem unendlich-dimensionalen
linearen Raum ist nicht kompakt, also Widerspruch.
Beispiel (1): Sei l : H → K mit K = R oder K = C ein linear-beschränktes Funktional
und g ∈ H fest, dann ist der linear-beschränkte Operator Agf ..= l(f)g kompakt,
denn die Menge {l(f)g} ist isomorph zu {l(f)} ≤ C und dies ist beschränkt und
abgeschlossen, also kompakt. Da die Summen kompakter Operatoren kompakt sind, ist
also auch Af ..= ∑n

i=1 li(f)gi ein kompakter Operator.
Speziell sind also Operatoren der Form A ..= ∑n

i=1 | gi〉〈hi | kompakt. In H = L2 ist A
dann ein Integralkern der Form A(x, y) ..= ∑n

i=1 gi(x)h∗i (y). Solche Operatoren heißen
von endlichen Rang oder ausgeartet.
Da eine Folge kompakter Operatoren wiederum kompakt ist, ist der Norm-Grenzwert
einer Folge von Operatoren von endlichem Rang auch kompakt. 2
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Beispiel (2): Wenn der Bildbereich RA eines linear-beschränkten Operators endlich-
dimensional ist, so ist A kompakt. Denn: sei {g1, . . . , gn} eine orthonormale Basis von
RA, dann kann A dargestellt werden als Af ..= ∑n

i=1 ai(f)gi, und ist also wie oben ein
Operator von endlichem Rang und somit kompakt.
Speziell sind also Projektoren auf endliche Unterräume von H kompakt. 2

Beispiel (3): Eine in der Physik häufig vorkommende Klasse von Integral-Operatoren
sind die sogenannten Hilbert-Schmidt-Operatoren. Dies sind linear-beschränkte Opera-
toren, die zusätzlich noch die Bedingung erfüllen:

‖A‖2
HS ..=

∞∑
i=1
‖Aei‖2 <∞ , mit einer ON-Basis {ei} .

Jeder Hilbert-Schmidt-Operator ist kompakt, denn mit Af = ∑∞
i=1A(fiei) = ∑∞

i=1 fiAei
folgt:

‖Af −
n∑
i=1

fiAei‖2 = ‖
∞∑

i=n+1
fiAei‖2 ≤ ‖f‖2

∞∑
i=n+1

‖Aei‖2 .

Wegen der Hilbert-Schmidt Eigenschaft können wir n so groß wählen, daß∑∞
i=n+1 ‖Aei‖2< ε gilt. Also approximieren die Operatoren Anf ..= ∑n

i=1 fiAei den Ope-
rator A beliebig gut. Diese Operatoren An bilden aber auf einen endlich-dimensionalen
Bildraum ab, sind also kompakt. Oben hatten wir gezeigt, daß der Grenz-Operator einer
Folge kompakter Operatoren auch kompakt ist, also ist der Hilbert-Schmidt-Operator
A kompakt. 2

J.4 Quotienten-Räume

Quotienten-Räume sind ein einfaches und doch sehr anschauliches Hilfsmittel, das man
mit Gewinn bei der Untersuchung der Fredholm-Operatoren anwenden kann. Daher
sollen hier zunächst einige elementare Aussagen zu Quotienten-Räumen in der Funk-
tionalanalysis zusammengestellt werden.
Hilfreich bei Konvergenzuntersuchungen in normierten Räumen sind die beiden folgen-
den einfache Lemmata.

Lemma J.4.1 Sei D ein abgeschlossener, echter Unterraum eines normierten, linearen
Raumes X, d.h. D ⊂ X, dann gibt es einen Vektor z ∈ X mit ‖z‖ = 1, der einen
endlichen Wert von D entfernt ist, d.h. ‖z − d‖ > 1

2 für alle d ∈ D, oder allgemeiner
‖x− d‖ > ε mit 0 < ε < 1, bzw. ‖x− d‖ ≥ 1− ε.

Beweis. Da D ein echter Unterraum von X ist, gibt es also einen Vektor x ∈ X der
nicht zu D gehört. Da D abgeschlossen ist, ist also X \ D offen, und der Vektor x
hat einen positiven Abstand r zu D : r ..= infd∈D ‖x − d‖ > 0. Nun gibt in D auch
Elemente, die von x etwas weiter als r entfernt sind, sei also d0 ∈ D solch ein Element
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mit ‖x− d0‖ < 2r. Dann ist z0 ..= (x− d0) ∈ X mit ‖z0‖ < 2r. Andererseits folgt aus
der Definition von r als dem Minimalabstand: ‖z0 − d‖ = ‖x − d0 − d‖ ≥ r für alle
d ∈ D.
‖z0 − d‖
‖z0‖

≥ r

‖z0‖
>

r

2r = 1
2 für alle d ∈ D ,

und da { d
‖z0‖ , d ∈ D} = {d ∈ D} ist, haben wir also mit z ..= z0

‖z0‖ einen normierten
Vektor mit ‖z‖ = 1 und

‖z − d‖ > 1
2 für alle d ∈ D .

Natürlich hätten wir im obigen Beweis statt ‖x − d0‖ < 2r auch ‖x − d0‖ < 1
ε
r mit

0 < ε < 1 nehmen können und hätten dann als Abschätzung erhalten:

‖z − d‖ > ε > 0 oder ‖z − d‖ ≥ (1− ε) > 0 für alle d ∈ D . 2

Lemma J.4.2 Ein normierter linearer Raum X ist genau dann vollständig, d.h.
ein Banach-Raum, wenn jede absolut konvergente Reihe konvergiert, d.h. wenn aus∑∞
k=1 ‖xk‖<∞ folgt, daß ein x ∈ X mit x = limn→∞

∑n
k=1 xk existiert.

Beweis. a. SeiX vollständig und {xk} ∈ X mit∑∞k=1 ‖xk‖ <∞. Da die Folge {∑n
k=1 ‖xk‖}

konvergiert, ist sie eine Cauchy-Folge. Und wegen ‖∑n
k=1 xk‖ ≤

∑n
k=1 ‖xk‖ ist also

auch {∑n
k=1 xk} eine Cauchy-Folge. Da X vollständig ist, existiert ein x ∈ X mit

x = limn→∞
∑n
k=1 xk.

b. Sei {xi} eine Cauchy-Folge in X. Wir wollen jetzt die Existenz eines Grenzwertes
x ∈ X zeigen. Für jedes ε > 0 gibt es m,n ≥ Nε mit ‖xm − xn‖ < ε, d.h. mit εk ..= 2−k
gilt ‖xm − xn‖ < 2−k. Jetzt betrachten wir eine Teilfolge {xik} der ursprünglichen
Folge {xi} mit der Eigenschaft ‖xik+1 − xik‖ < 2−k. Für yk ..= (xik+1 − xik) gilt also∑∞
k=1 ‖yk‖ <

∑∞
k=1 2−k = 1 <∞. Nach Voraussetzung existiert jetzt ein y ∈ X mit

lim
n→∞

‖y −
n∑
k=1

yk)‖ =

0 ,
limn→∞(y − (xin+1 − xi1)) .

Also konvergiert die Teilfolge {xik} gegen einen Grenzwert x = y + xi1 . Wenn nun eine
Teilfolge einer Cauchy-Folge einen Grenzwert hat, dann hat die auch die ursrüngliche
Cauchy-Folge den gleichen Grenzwert, denn:

‖x− xi‖ = ‖x− xik + xik − xi‖ ≤ ‖x− xik‖+ ‖xik − xi‖ < ε1 + ε2 .

Also existiert für die Cauchy-Folge {xi} ein x ∈ X und damit ist X abgeschlossen. 2

Sei D ⊂ X ein abgeschlossener, echter, linearer Teilraum eines linearen Raumes X über
einem Körper K. Dann heißen zwei Elemente x1, x2 ∈ X äquivalent, wenn (x1−x2) ∈ D.
Dies ist eine Äquivalenzrelation und induziert eine Äquivalenzklassen Einteilung in X.
Die Klasse von x ∈ X wollen wir mit [x] bezeichnen: [x] ..= {x + d | d ∈ D}. Diese
Klassen bilden ebenfalls einen linearen Raum, den Quotientenraum X/D, wenn man die
Addition und Skalarmultiplikation wie folgt definiert: [x]+[y] ..= [x+y] und λ[x] ..= [λx]
mit λ ∈ K. Die Abbildung von x→ [x] heißt kanonische Abbildung.
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Definition J.4.3 Wenn X ein normierter Raum ist, dann kann man auf X/D mit

‖[x]‖ ..= inf
x∈[x]
‖x‖ = inf

d∈D
‖x+ d‖

auch eine Norm definieren. Geometrisch betrachtet ist also ‖[x]‖ gerade der minimale
Abstand des Vektors x zum Teilraum D.

Die Normaxiome werden tatsächlich erfüllt, denn:

[0] = D ⇒ ‖[0]‖ = 0 und [x] 6= [0] ⇒ x /∈ D ⇒ ‖[x]‖ = inf
d∈D
‖x+ d‖ > 0 ,

‖[x+ y]‖ = inf
x∈[x],y∈[y]

‖x+ y‖ ≤ inf
x∈[x],y∈[y]

(‖x‖+ ‖y‖)

= inf
x∈[x]
‖x‖+ inf

y∈[y]
‖y‖) = ‖[x]‖+ ‖[y]‖ .

Satz J.4.4 Der Quotientenraum X/D ist mit der soeben eingeführten Norm sogar ab-
geschlossen, also ein Banach-Raum.

Beweis. Wir beginnen wie in Lemma J.4.1. Da D ein echter Unterraum von X und
abgeschlossen ist, so ist also X \ D offen und es gibt Vektoren x, y ∈ X \ D. Es sei
x 6= y und daraus folgt wegen x, y, (x− y) /∈ D auch [x] 6= [y]. Der Vektor (x− y) hat
einen positiven Abstand r zu D : r ..= infd∈D ‖(x − y) − d‖ > 0. Nun gibt in D auch
Elemente, die von (x − y) etwas weiter als r entfernt sind, sei also d0 ∈ D solch ein
Element mit

‖(x− y)− d0‖ < 2r = 2 · inf
d∈D
‖(x− y)− d‖ = 2 · ‖[x− y]‖ = 2 · ‖[x]− [y]‖ .

Nun gilt x ∈ [x] und y′ ..= (y + d0) ∈ X und y′ ∈ [y′] = [y], womit folgt:

‖x− y′‖ < 2 · ‖[x]− [y]‖ = 2 · ‖[x]− [y′]‖ ,

d.h. zu jedem x ∈ [x] gibt es ein y ∈ [y] mit ‖x− y‖ < 2 · ‖[x]− [y]‖.
Jetzt wollen wir die Vollständigkeit von X/D mit Hilfe von Lemma J.4.2 nachwei-
sen. Sei also {[xk]} ∈ X/D eine spezielle Cauchyfolge mit absolut konvergenter Reihe∑∞
k=1 ‖[xk] − [xk+1]‖ < ∞. Zu jedem xk ∈ [xk] gibt es also ein xk+1 ∈ [xk+1] mit
‖xk − xk+1‖ < 2 · ‖[xk]− [xk+1]‖ und wegen

∞∑
k=1
‖xk − xk+1‖ < 2 ·

∞∑
k=1
‖[xk]− [xk+1]‖ <∞

ist also auch die Cauchy-Folge {xk} ∈ X absolut konvergent. Die Cauchy-Folge {xk}
hat wegen Lemma J.4.2 einen Grenzwert x ∈ X. Mit

‖[x]− [xk]‖ = ‖[x− xk]‖ ≤ ‖x− xk‖

hat nun also auch die Cauchy-Folge {[xk]} ∈ X \ D einen Grenzwert {[x]} ∈ X \ D.
Damit ist X \D abgeschlossen. 2
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J.5 Fredholm-Operatoren

In diesem Unterkapitel soll eine Einführung in lineare Fredholm-Operatoren in un-
endlich-dimensionalen, separablen Hilbert-Räumen gegeben werden. Aus didaktischen
Gründen werden wir der Transparenz wegen Operatoren zwischen zwei verschiedenen
Hilbert-Räumen betrachten, also A : H1 →H2, auch wenn diese beiden Hilbert-Räume
natürlich isomorph sind.

Definition J.5.1 Sei A ∈ L (H1,H2) ein linear-beschränkter Operator, kerA ..= NA

..= {f |Af = 0} ⊆ H1 der Kern (auch Nulldefekt) von A, cokerA ..= H2/RA der
Kokern (auch Bilddefekt) von A, dann heißt A ein Fredholm-Operator, wenn

dim(NA) <∞ und codim(A) ..= dim(cokerA) <∞ .

Die Menge der Fredholm-Operatoren werde mit F (H1,H2) bezeichnet. Der Index eines
Fredholm-Operators A ist definiert als index(A) ..= dim(NA)− dim(cokerA).

Für die Isomorphismen I ∈ I (H1,H2) ist natürlich kerI = cokerI = {0}, also I ∈
I (H1,H2) ⊂ F (H1,H2).

Lemma J.5.2 (Fredholm Alternative) Es ist sofort ersichtlich, was die Fredholm-
Eigenschaft für die Lösung der Operatorgleichung Af = g bedeutet: wenn n1 die Dimen-
sion des Kerns von A ist, so besitzt die homogene Gleichung Af = 0 gerade n1 linear
unabhängige Lösungen, und wenn n2 die Dimension des Kokerns ist, so muß g gerade
n2 lineare Bedingungen erfüllen, damit es in RA liegt.

Zunächst waren nur Fredholm-Operatoren mit Index 0 bekannt. Fredholm-Operatoren
mit einem Index 6= 0 hatte erstmalig Fritz Noether (ein Bruder von Emmy Noether)
1921 bei seinen Untersuchungen von singulären Integral-Operatoren entdeckt, weshalb
Lax (Lax, 2002) auch vorschlägt, vom Noether-Index zu sprechen.

Satz J.5.3 (Kato) Wenn A ∈ L (H1,H2,) mit dim(cokerA) <∞, dann ist RA abge-
schlossen.

Beweis. Satz J.2.14 kann hier nicht angewandt werden, weil dessen Voraussetzung die
Abgeschlossenheit von RA ist, die ja gerade erst nachgewiesen werden soll. Sei P die
kanonische Abbildung P : H1 → H1/NA in den Quotientenraum H1/NA und S :
H1/NA → RA. Dann ist S durch S[f ] ..= Af eine eindeutig definierte lineare und
bijektive Abbildung.

H1

A

//

P
""

RA ⊂H2

H1/NA

S

99
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S ist auch beschränkt mit ‖S‖ = ‖A‖, denn mit f ∈H1, d ∈ NA gilt:

‖S[f ]‖ = ‖Af‖ = ‖A(f − d)‖ ≤ ‖A‖‖f − d‖ ⇒

‖S‖ ..= sup
f∈[f ]

‖S[f ]‖
‖[f ]‖ = ‖S[f ]‖

infd∈NA ‖f − d‖
≤ ‖A‖ ,

und damit ist S beschränkt; umgekehrt ist ‖Af‖ = ‖S[f ]‖ ≤ ‖S‖‖[f ]‖ ≤ ‖S‖‖f‖, also
‖A‖ ≤ ‖S‖, und damit ‖S‖ = ‖A‖.

Jetzt zerlegen wir den Hilbert-Raum H2 in die direkte Summe von RA und Komple-
mentraum D, also H2 = RA ⊕ D, mit D = H2 \ RA. Zunächst wird man vielleicht
auf den Gedanken kommen, als Komplementraum RA

⊥ zu nehmen, aber wenn RA etwa
offen ist, dann ist H2 6= RA ⊕ RA

⊥, denn es fehlt ∂RA, der Rand von RA. Das hier
verwendete Komplement D = H2 \RA ist isomorph mit dem Quotientenraum H2/RA,
denn die Abbildung B : D →H2/RA mit Bd ..= [d] = {d+RA} für d ∈ D = H2\RA ist
surjektiv und injektiv, also ein Isomorphismus. Da n ..= dim(cokerA) endlich ist, ist der
Quotientenraum H2/RA abgeschlossen und hat eine endliche Basis {[e1], [e2], . . . , [en]}.
Damit ist auch D abgeschlossen und hat die endliche Basis {e1, e2, . . . , en}.

Jetzt kommt die eigentliche Beweisidee: auf der abgeschlossenen(!) Menge H1/NA ×D
definieren wir eine Abbildung S̃ : H1/NA × D → H2 mit S̃([f ], d) ..= S[f ] + d. Diese
Abbildung S̃ ist linear, bijektiv und beschränkt, da ja S beschränkt ist. Nach Satz J.2.14
ist auch S̃−1 beschränkt und damit haben abgeschlossene Bilder von S̃−1 abgeschlossene
Urbilder. Die Menge H1/NA × {0} ist eine abgeschlossene Menge in H1/NA ×D, d.h.
im Bildbereich von S̃−1. Also ist auch das entsprechende Urbild S̃(H1/NA×{0}) = RA

abgeschlossen in H2.

Man sieht also, daß die Bedingung dim(cokerA) <∞ eine hinreichende Bedingung ist,
um die Abgeschlossenheit des Quotientenraums H2/RA ∼ D und damit die Abgeschlos-
senheit von RA zu erreichen. 2

Daß RA keineswegs für jedes A ∈ L (H1,H2) abgeschlossen sein muß, sieht man etwa
an dem folgenden Gegenbeispiel:
sei H1 = H2 ..= L2([0, 1]) und A der Projektor A ..= {1̂ auf C([0, 1]), und 0̂ auf dem
übrigen L2([0, 1])}, dann ist RA = C([0, 1]) in L2([0, 1]) und damit nicht abgeschlossen.

In J.2.5 wurde gezeigt:

NA† = RA
⊥ und NA = RA†

⊥ .

Da für einen Fredholm-Operator RA abgeschlossen ist, können wir den Hilbert-Raum
H2 jetzt eindeutig zerlegen in

H2 = RA ⊕RA
⊥ = RA ⊕NA† , also: cokerA = NA† . (J.5.1)
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Weiter folgt:

NA†
⊥ = RA und NA

⊥ = RA† . (J.5.2)

Für Fredholm-Operatoren existiert eine Pseudoinversion, d.h. eine Inversion modulo
eines kompakten Operators. Dies ist von zentraler Bedeutung bei der Untersuchung
von elliptischen Differentialoperatoren.
Definition J.5.4 Sei A ein linear-beschränkter Operator, d.h. A ∈ L (H1,H2). Zwei
linear-beschränkte Operatoren S1, S2 ∈ L (H2,H1) heißen Links-Parametrix und Rechts-
Parametrix (oder Links-/Rechts-Pseudoinverse), wenn gilt: S1A = 1̂H1 +K1 und AS2 =
1̂H2 +K2, mit kompakten Operatoren K1 ∈ K (H1), K2 ∈ K (H2).

Wenn es eine Links- und eine Rechts-Parametrix gibt, so unterscheiden sie sich nur um
einen kompakten Operator und können also beide gleich gewählt werden, denn

S1AS2 − S2 = K1S2 ∈ K (H1) und

S1AS2 − S1 = S1K2 ∈ K (H1) ⇒

S1 − S2 = K1S2 − S1K2 =.. K ∈ K (H2,H1) .

Man spricht daher einfach von einer Parametrix S ∈ L (H2,H1).
Satz J.5.5 (Atkinson) A ∈ L (H1,H2) ist genau dann ein Fredholm-Operator, wenn
zu A eine Parametrix S ∈ L (H2,H1) existiert.

Beweis. Sei A ∈ L (H1,H2) ein Fredholm-Operator, dann sind NA ⊆ H1 und NA† ⊆
H2 endlich-dimensional. Wir zerlegen H1 und H2 in:

H1 = NA ⊕NA
⊥ und H2 = NA† ⊕RA .

A : NA
⊥ → RA ist eine Bijektion, also existiert nach Satz J.2.14 ein linear-beschränkter

inverser Operator S : RA → NA
⊥, so daß SA = 1̂N⊥A und AS = 1̂RA ist. Jetzt kann man

S auf ganz H2 erweitern, indem man S(NA†) ..= 0̂ setzt. Die beiden Projektoren PNA
und PN

A†
sind Projektoren auf endlich-dimensionale Unterräume und damit kompakte

Operatoren. Damit erhalten wir:

SA− 1̂H1 = PNA und AS − 1̂H2 = PN
A†
.

Also existiert eine Parametrix.
Sei jetzt umgekehrt S1 ∈ L (H2,H1) eine Links-Parametrix zu A ∈ L (H1,H2). Sei
{fn} ∈ NA eine beschränkte Folge mit ‖fn‖ ≤ 1, dann folgt:

fn = 1̂H1fn = (1̂H1 − S1A)fn = K1fn .

Da K1 ∈ K (H1) kompakt ist existiert also eine konvergente Teilfolge von K1fn für
jede Folge {fn} aus der abgeschlossenen Einheitskugel in NA, also muß NA endlich-
dimensional sein. Das gleiche gilt mittels der Rechts-Parametrix für NA† . Also ist A ein
Fredholm-Operator. 2
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Als Anwendung dieses Satzes sieht man sofort, daß die Paramatrix S ∈ L (H2,H1)
eines Fredholm-Operators A ∈ L (H1,H2) ebenfalls ein Fredholm-Operator ist, denn
die Bedingungsgleichungen SA = 1̂H1 + K1 und AS = 1̂H2 + K2, mit kompakten
Operatoren K1 ∈ K (H1), K2 ∈ K (H2), sind in A und S symmetrisch. Weiter unten
werden wir zeigen, daß indexS = −indexA.

Lemma J.5.6 a) Mit A ist auch A† ein Fredholm-Operator und es gilt index(A†) =
−index(A).
b) Sind A und B Fredholm-Operatoren, dann ist auch BA ein Fredholm-Operator und
es gilt index(BA) = index(B) + index(A).

Beweis. a) seien A ∈ L (H1,H2), A† ∈ L (H2,H1) und S1 ∈ L (H2,H1) eine Links-
Parametrix von A, d.h. S1A = 1̂H1 +K1, mit K1 ∈ K (H1), dann ist S†1 ∈ L (H1,H2)
eine Rechts-Parametrix von A†, denn

S1A = 1̂H1 +K1 ⇒

(S1A)† = (1̂H1 +K1)† ⇒ A†S†1 = (1̂H2 +K†1) ,

und K†1 ∈ K (H2) ist wieder ein kompakter Operator. Wegen J.5.2 ist der Kern von
A gerade der Kokern von A† und der Kern von A† der Kokern von A und damit folgt
index(A†) = −index(A).
b) seien A ∈ L (H1,H2) und B ∈ L (H2,H3) Fredholm-Operatoren mit den Links-
Parametrizes S1 ∈ L (H2,H1) und S2 ∈ L (H3,H2), dann ist S1S2 : H3 → H1 eine
Linksparametrix für BA:

S1S2BA− 1̂H1 = S1(S2B − 1̂H2)A+ (S1A− 1̂H1) = K ∈ K (H1) ,

und gleicherweise für die Rechts-Parametrix.
Jetzt soll der Index von BA berechnet werden. A−1(Ω) bezeichne der Urbildmenge von
Ω. Dann setzt sich der Kern von BA aus den beiden Kern-Anteilen von A und B wie
folgt zusammen:

NBA = NA ∪ A−1(NB ∩RA)

und ebenso

NA†B† = NB† ∪ (B†)−1(NA† ∩RB†) = NB† ∪ (B†)−1(RA
⊥ ∩NB

⊥) .

Die beiden Kern-Anteile sind offensichtlich disjunkte Mengen (also ist hier ∪ = ⊕) und
daher kann man bei der Bestimmung von dim(NBA) und dim(NA†B†) die Dimensionen
der Teilmengen addieren. Da A : NA

⊥ → RA eine Bijektion ist, gilt dimA−1(Ω) =
dim Ω. Daher folgt für den Index:

index(BA) = NBA −NA†B†
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= dim(NA) + dim(NB ∩RA)− dim(NB†)− dim(RA
⊥ ∩NB

⊥)

= dim(NA) + dim(NB ∩RA) + dim(NB ∩RA
⊥)

− dim(NB†)− dim(RA
⊥ ∩NB

⊥)− dim(NB ∩RA
⊥)

= dim(NA) + dim(NB)− dim(NB†)− dim(RA
⊥)

= dim(NA) + dim(NB)− dim(NB†)− dim(NA†)

= index(A) + index(B) . 2

Satz J.5.7 (Riesz) Jeder Operator C : H → H der Form C ..= 1̂ + K mit einem
kompakten Operator K ∈ K (H ) ist ein Fredholm-Operator mit Index 0.

Beweis. 1̂ ist eine Parametrix zu C, also ist C ein Fredholm-Operator.
Zunächst sollen Operatoren der Form C ..= 1̂ + K mit Operatoren K von endlichem
Rang betrachtet werden, d.h. dim(RK) <∞. Wenn K von endlichem Rang ist, dann ist
K kompakt. Für solche C ist nun index(C) = 0, denn: die Abbildung von H /NK → RK

ist eine Bijektion, also ist dim(H /NK) = dim(RK), also ist H /NK abgeschlossen. Da
NK als Kern eines beschränkten Operators ja auch abgeschlossen ist, haben wir also
eine Zerlegung von H = NK ⊕NK

⊥, mit der Isomorphie NK
⊥ ∼H /NK .

Sei jetzt C0 : NK → H die Einschränkung von C auf NK , dann ist auch C0 ein
Fredholm-Operator. Sei 1̂0 : NK → H die Einschränkung von 1̂ auf NK , dann ist
1̂0 ein Fredholm-Operator und es ist N1̂0

= {0}, R1̂0
= NK und damit index(1̂0) =

− dim(NK
⊥). Nun ist C0 = C1̂0 und daraus folgt

index(C0) = index(C) + index(1̂0) = index(C)− dim(NK
⊥) .

Andererseits ist C = 1̂ +K auf NK gleich 1̂0, also

index(C0) = index(1̂0) = − dim(NK
⊥) .

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt also index(C) = 0.
Jetzt soll dieses Ergebnis auf unendlich-dimensionale kompakte Operatoren K verall-
gemeinert werden. Im Fall von Banach-Räumen muß sorgfältig die Abgeschlossenheit
von RC = R1̂+K nachgewiesen werden, im Fall von Hilbert-Räumen kann man den
Beweis vereinfachen (Booß (1977), S. 26). Wir approximieren den kompakten Operator
K durch eine Folge von kompakten Operatoren Kn von endlichem Rang (eine konver-
gente Folge kompakter Operatoren konvergiert gegen einen kompakten Operator). Sei
n so gewählt, daß ‖K − Kn‖ < 1 ist, dann existiert nach Satz J.2.16 die Inverse von
1̂ +K −Kn.

1̂ +K = 1̂ +K −Kn +Kn = (1̂ +K −Kn)(1̂ + (1̂ +K −Kn)−1Kn) .



324 J Funktionalanalysis von Fredholm-Operatoren

Der linke Faktor (1̂+K−Kn) ist invertierbar, ist also eine Bijektion und hat damit den
Index 0. Der rechte Faktor ist von der Form (1̂ +Km) mit einem kompakten Operator
Km von endlichem Rang und hat damit auch den Index 0. Der Index von 1̂ +K ist die
Summe der Indizes des Produktes auf der rechten Seite und damit 0. 2

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist, daß, wie bereits oben erwähnt, ein Fredholm-
Operator und seine Parametrix einen entgegengesetzten Index haben, d.h. indexS =
−indexA.
Bei dem gerade geführten Beweis fällt auf, daß K nicht bis auf ein ε durch die Folge
der Kn approximiert werden muß, sondern nur bis auf ‖K −Kn‖ < 1. Dies deutet auf
eine Stabilität des Index gegenüber Störungen hin.
Satz J.5.8 (Yood) Sei A ein Fredholm-Operator und K2 ein kompakter Operator,
dann ist indexA+K2 = indexA.

Beweis. Sei S eine Parametrix zu A, dann ist wegen

S(A+K2) = SA+ SK2 = 1̂ +K + SK2

S auch eine Parametrix zu (A+K2), da ja SK2 kompakt ist. Also ist

indexA+K2 = −indexS = indexA . 2

Satz J.5.9 (Dieudonné) Sei A ein Fredholm-Operator, A ∈ F (H1,H2), dann gibt es
ein ε > 0, so daß für alle linear-beschränkten Operatoren B ∈ L (H1,H2) mit ‖B‖ < ε
gilt: indexA+B = indexA.

Beweis. Sei S eine Parametrix von A, dann folgt:

S(A+B) = SA+ SB = 1̂ +K + SB .

Wir wählen ε ..= ‖S‖−1 und damit folgt ‖SB‖ ≤ ‖S‖‖B‖ < 1. Also ist mit Satz J.2.16
der Operator 1̂ + SB invertierbar.

(1̂ + SB)−1S(A+B) = (1̂ + SB)−1(1̂ +K + SB) = 1̂ + (1̂ + SB)−1K .

Also ist (1̂ + SB)−1S eine Parametrix von (A + B) und da (1̂ + SB)−1 eine Bijektion
ist folgt:

indexA+B = −index(1̂+SB)−1S = −indexS = indexA . 2

Satz J.5.10 (Homotopie-Invarianz) Sei A(t) eine in t stetige Einparameter-Familie
von Fredholm-Operatoren mit 0 ≤ t ≤ 1, dann ist der Index von A unabhängig von t
und speziell gilt indexA(0) = indexA(1).

Beweis. Sei ‖A(tε)− A(0)‖ < ε, dann folgt mit dem vorhergehenden Satz:

indexA(tε) = indexA(0)+(A(tε)−A(0)) = indexA(0) ,

usw. 2

Es ist gerade diese Homotopie-Invarianz der Fredholm-Operatoren, die die Verbindung
zur Topologie und zum Atiyah-Singer Index-Theorem herstellt.
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K Pseudodifferential-Operatoren

In diesem Kapitel soll eine einfache Einführung in einige Grundgedanken der Sobolev-
Räume und der Pseudodifferential-Operatoren gegeben werden. Das Ziel ist die Identi-
fizierung der elliptischen Pseudodifferential-Operatoren auf Sobolev-Räumen als Fred-
holm-Operatoren. Über den Index der Fredholm-Operatoren ist dann die Verbindung
zwischen der Analysis der elliptischen Pseudodifferential-Operatoren und der Topologie
hergestellt, die letztlich zu den berühmten Index-Theoremen von Atiyah-Singer et al.
führt.

Dieses Kapitel stützt sich hauptsächlich auf Gilkey (1995). Daneben wurden wurden
herangezogen: Alinhac u. Gérard (2007), Wong (1999), Voigt u. Wloka (1975), Booß
(1977), Werner (2005), Dobrowolski (2006), Fischer u. Kaul (1998), Großmann (1972).

Alinhac u. Gérard (2007) und Wong (1999) sind für die Theorie der Pseudodifferential-
Operatoren eine gute Ergänzung zu der sehr knappen und dichten Darstellung von
Gilkey (1995).

K.1 Schwartz-Raum und Fouriertransformation

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M entspricht lokal einem n-dimensionalen Raum
Rn. Um die folgenden Betrachtungen möglichst einfach zu halten, werden wir hier nur
Operatoren im Rn betrachten. Die Erweiterung auf allgemeine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeiten ist unproblematisch und findet sich etwa in Gilkey (1995), Alinhac u.
Gérard (2007).

Für partielle Differential-Operatoren (PDO) der Ordnung d auf dem Rn führt man die
übliche Multiindex-Schreibweise ein:

x ..= (x1, . . . , xn) ,

α ..= (α1, . . . , αn), |α| ..= α1 + α2 + . . .+ αn, α! ..= α1!α2! · · ·αn! ,

β ≤ α :⇔ βj ≤ αj , für j = 1, . . . , n ,

Dxj ..=
1
i

∂

∂xj
, für j = 1, . . . , n ,

Dα
x ..=

n∏
j=1

D
αj
xj ,
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P (x,D) ..=
d∑
|α|=0

aα(x)Dα
x . (K.1.1)

Für einen linearen PDO 2. Ordnung sieht das ausführlich aufgeschrieben so aus:

P (x,D) = a0(x) +
n∑
j=1

aj1(x) 1
i

∂

∂xj
+

n∑
j,k=1

ajk2 (x) (−1) ∂2

∂xj∂xk
. (K.1.2)

Hierbei wurde die Multiindex-Schreibweise vereinfacht zu:

a0 ..= a|α|=0 ..= a(0,...,0) ,

aj1 ..= aj|α|=1 ..= a(0,...,0,1,0,...,0) ,

ajk2 ..= ajk|α|=2 ..=

a(0,...,0,2,0,...,0) für j = k ,

a(0,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) für j 6= k .

Von diesem Typ ist z.B. der in der Physik häufig auftauchende Laplace-Operator

Lx = −
n∑

j,k=1
gjk(x) ∂2

∂xj∂xk
−

n∑
j=1

pj(x) ∂

∂xj
− q(x) . (K.1.3)

Für das Differenzieren von Produkten von Funktionen in Rn gilt eine verallgemeinerte
Leibnitz-Formel, die wie im gewöhnlichen Fall mittels vollständiger Induktion bewiesen
wird. Seien α, β Multiindizes, dann ist:

Dα
x (f(x)g(x)) =

∑
β≤α

(
α

β

)
(Dβ

xf(x)) (Dα−β
x g(x)) . (K.1.4)

Eine Standard-Methode der Behandlung von Differentialgleichungen ist die Fourier-
transformation, da sich hierdurch Differentialgleichungen in algebraische Gleichun-
gen umwandeln lassen. Die üblichste Fouriertransformation ist eine Abbildung F :
L1(Rn) → C(Rn). Hierbei ist L1 der Raum der Lebesgue-meßbaren komplex-wertigen
Funktionen mit der 1-Norm, d.h. ‖f‖1 =

∫
dt |f(t)|, und C der Raum der komplex-

wertigen stetigen Funktionen. Aus funktionalanalytischer Sicht ist es jedoch günstiger
die Fouriertransformation als eine symmetrische Abbildung zwischen zwei gleichen Räu-
men zu definieren. Optimal ist dabei eine Einschränkung auf eine Teilmenge aus L1, den
sog. Schwartzraum S(Rn), nämlich den Teilraum der komplex-wertigen glatten Funk-
tionen, d.h. C∞(Rn) Funktionen, die für |x| → ∞ schneller als jedes Polynom in x
abfallen:

Definition K.1.1 Der Raum der schnellfallenden Funktionen (für |x| → ∞) heißt
Schwartzraum S(Rn):

S(Rn) ..= {f ∈ C∞(Rn) |Dα
xf(x) ≤ Cm,α(1 + |x|)−m , für alle m,α} .
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Definition K.1.2 Sei Ω ⊂ Rn offen, dann heißt der Raum der C∞-Funktionen mit
kompaktem Träger C∞0 (Ω), bzw. Testfunktionenraum D(Ω):

D(Ω) ..= C∞0 (Ω) ..= {f ∈ C∞(Ω) | supp(f) ..= {x | f(x) 6= 0} ist kompakt} .

Offensichtlich ist C∞0 (Ω) ⊂ S(Ω) ⊂ L2(Ω). Häufig wird von der Tatsache Gebrauch
gemacht, daß S(Ω) dicht in L2(Ω) ist. Dies zeigt man üblicherweise dadurch, daß man
nachweist, daß C∞0 (Ω) dicht in L2(Ω) ist .

Satz K.1.3 Sei Ω ⊆ Rn, dann ist C∞0 (Ω) dicht in L2(Ω) .

Beweis. Hier folgen wir dem Beweis in Großmann (1972) (S. 73 ff.), mit n = 1 und
Ω = R1. Für einen alternativen Beweis siehe etwa Werner (2005) (S. 81 ff., 203 ff).
1. Die Menge der meßbaren, beschränkten Funktionen mit endlichem Träger ist dicht
in L2(R), denn:
sei f ∈ L2(R) beliebig, dann definieren wir eine Folge beschränkter, meßbarer Funk-
tionen mit beschränktem Träger gn(x) ..= f(x) für x ∈ [−n, n] und |f(x)| ≤ n , bzw.
gn(x) ..= 0 ansonsten. Dann gilt

lim
n→∞

|f(x)− gn(x)|2 = 0 fast überall .

Außerdem ist |f(x)|2 für |f(x) − gn(x)|2 ≤ |f(x)|2 eine Lebesgue-integrierbare Majo-
rante. Also können wir mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebesgue
die Integration und Grenzwertbildung miteinander vertauschen und erhalten:

lim
n→∞

‖f − gn‖ = lim
n→∞

∫
|f(x)− gn(x)|2 dx =

∫
lim
n→∞

|f(x)− gn(x)|2 dx = 0 .

2. Die Menge der Stufenfunktionen h(x) ..= ∑n
i=1 aiχ(Ωi) mit den charakteristischen

Funktionen χ(Ωi) auf Ωi (d.h. χ(Ωi) = 1 für x ∈ Ωi, bzw. χ(Ωi) = 0 für x /∈ Ωi) ist
dicht in L2(R), denn:
sei g(x) eine beliebige meßbare, beschränkte Funktion mit endlichem Träger, so soll diese
Funktion durch eine Stufenfunktionen approximiert werden. Wenn −C ≤ g(x) ≤ +C
ist, dann sei {ai | i = 1, . . . , n + 1} eine Zerlegung des Intervalls [−C,+C] mit ε ..=
maxi=1,...,n |ai+1 − ai| . Die Mengen Ωi seien definiert als Ωi ..= {x |x ∈ supp g, ai ≤
g(x) < ai+1, i = 1, . . . , n}. Dann ist

|g(x)− h(x)| = |g(x)− ai| < |ai+1 − ai| = ε für x ∈ Ωi ⇒

‖g − h‖2 =
∫
|g(x)− h(x)|2dx < ε · supp g .

Sei nun f ∈ L2(R) beliebig, dann gilt mit 1.:

‖f − h‖ ≤ ‖f − g‖+ ‖g − h‖ ≤ C · ε ,

also ist die Menge der Stufenfunktionen dicht in L2(R).
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3. Jetzt soll eine Stufenfunktion durch eine C∞0 (R)-Funktion approximiert werden.
Dabei reicht es, eine beliebige charkteristische Funktion χ([a, b]) durch eine C∞0 (R)-
Funktion zu approximieren. Zunächst soll die linke Seite der Rechteckfunktion χ([a, b])
durch eine C∞0 (R)-Funktion angenähert werden. Als Grundfunktion der folgenden Kon-
struktion wählt man die unendlich differenzierbare Funktion exp(− 1

x
):

un(x) ..= 1
N

x∫
a

exp(− 1
ξ − a

+ 1
ξ − (a+ 1

n
)) dξ für x ∈ [a, a+ 1

n
] .

N ist ein Normierungsfaktor, so daß 1
N

∫ a+ 1
n

a un(x) dx = 1 ist. Zunächst einmal sieht
man, daß un ∈ C∞0 (R) mit un(a) = 0 und un(a + 1

n
) = 1. An den Stellen x = a und

x = a+ 1
n
sind alle Ableitungen von un(x) gleich 0, denn:

lim
x−a→0
x−a>0

exp(− 1
x− a

) = 0 , lim
x−(a+ 1

n
)→0

x−(a+ 1
n

)<0

exp( 1
x− (a+ 1

n
)) = 0 .

Außerdem gilt im Intervall [a, a+ 1
n
] :

lim
n→∞

‖χ− un‖2 = lim
n→∞

a+ 1
n∫

a

|χ(x)− un(x)|2dx ≤ lim
n→∞

a+ 1
n∫

a

|χ(x)|2dx

= lim
n→∞

a+ 1
n∫

a

dx = lim
n→∞

1
n

= 0 .

In gleicher Weise kann die Rechteckfunktion χ(x) auf der rechten Seite des Intervalls
[a, b] durch eine Funktion vn ∈ C∞0 (R) approximiert werden. Also ist C∞0 (R) dicht in
der Menge der Rechteckfunktionen und damit dicht in der Menge der Stufenfunktionen
und damit dicht in der Menge der meßbaren, beschränkten Funktionen mit endlichem
Träger und damit dicht in L2(R). 2

Im folgenden betrachten wir die Fouriertransformation als eine Abbildung zwischen
zwei Schwartzräumen: F : S(Rn) → S(Rn):

ξ ..= (ξ1, . . . , ξn) , ξ(x) ..= (2π)−n2 eixξ , (K.1.5)

f̃(ξ) ..= F(u)(ξ) ..=
∫
ξ∗(x)f(x) dnx = (2π)−n2

∫
e−ixξ f(x) dnx , (K.1.6)

g(x) ..= F−1(g̃)(x) ..=
∫
ξ(x)g̃(ξ) dnξ = (2π)−n2

∫
eixξ g̃(ξ) dnξ . (K.1.7)

Weiter bezeichne ∗ : S(Rn) × S(Rn) → S(Rn) die Faltung zweier Funktionen f, g ∈
S(Rn):

(f ∗ g)(x) ..=
∫
f(x− y)g(y) dny =

∫
f(y)g(x− y) dny .
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Satz K.1.4 a) f(x) = (2π)−n2
∫
eixξ f̃(ξ) dnξ = (2π)−n

∫
dny ei(x−y)ξ f(y) dnξ .

b) Dα
ξ f̃(ξ) = (−1)|α|(2π)−n2

∫
e−ixξ xαf(x) dnx ,

ξαf̃(ξ) = (2π)−n2
∫
e−ixξDα

xf(x) dnx ,
Dα
xf(x) = (2π)−n2

∫
eixξ ξαf̃(ξ) dnξ ,

xαf(x) = (−1)|α|(2π)−n2
∫
eixξDα

ξ f̃(ξ) dnξ .

c) f̃ · g̃ = F(f ∗ g), und f̃ ∗ g̃ = F(f · g) .
d) FF f(x) = f(−x) .
e) Plancherel-Formel: 〈f | g〉L2 = 〈f̃ | g̃〉L2.

Beweis. a)-d) siehe etwa Gilkey (1995), S. 4 ff., Werner (2005), S. 206 ff.
e) Da S dicht in L2 liegt, kann man die auf S definierte Fouriertransformation auf L2
ausdehnen und es gilt:

〈f̃ | g〉L2 =
∫

[(2π)−n2
∫

(e−ixξf(x))∗ dmx] g(ξ) dnξ

=
∫
f ∗(x) [(2π)−n2

∫
e+ixξg(ξ) dnξ] dnx

=
∫
f ∗(x) [(2π)−n2

∫
e−ixξg(−ξ) dnξ] dnx

= 〈f | g̃(−x)〉L2 = 〈f | Fg(−x)〉L2 ⇒

〈f̃ | g̃〉L2 = 〈f | F g̃(−x)〉L2 = 〈f | FFg(−x)〉L2 = 〈f | g〉L2 . 2

K.2 Sobolev-Räume

Um bei Problemen der Variationsrechnung und der partiellen Differentialgleichungen
zu umfassenderen Aussagen zu gelangen bedarf es sehr feiner Abschätzungen über das
Wachstumsverhalten der beteiligten Funktionen. Die Sobolev-Räume haben sich in die-
ser Hinsicht zu einem unerläßlichen Hilfsmittel der Analysis entwickelt. Wir verwenden
hier nur die einfachste Form von Sobolev-Räumen Hs(Rn), die isomorph zu L2(Rn)
sind. Zu erweiterten Sobolev-Räumen der Form Hs,p(Rn), die isomorph zu Lp(Rn) sind,
siehe etwa Dobrowolski (2006), S. 89 ff.

Definition K.2.1 Sei s ∈ R und f ∈ S und ‖f‖2
s ..=

∫
(1 + |ξ|2)s|f̃(ξ)|2 dξ, dann ist

Hs(Rn) der Abschluß von S in der ‖ · ‖s-Norm.

Da C∞0 (Rn) dicht in S(Rn) ist, kann man Hs(Rn) auch als Abschluß von C∞0 in der ‖·‖s-
Norm betrachten. H0(Rn) ist offensichtlich identisch mit L2(Rn) Wegen der Plancherel-
Formel der Fourier-Transformation ist Hs(Rn) isomorph zu L2(Rn) mit dem Integrati-
onsmaß (1 + |ξ|2)s.
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Lemma K.2.2 Sei t < s, dann ist Hs ⊂ Ht.

Beweis. t < s ⇒ (1 + |ξ|2)t < (1 + |ξ|2)s ⇒ ‖f‖t < ‖f‖s ⇒ Hs ⊂ Ht. 2

Lemma K.2.3 Sei s ∈ R, dann sind
∫

(1+ |ξ|2)s|f̃(ξ)|2 dξ und
∫

(1+ |ξ|)2s|f̃(ξ)|2 dξ auf
Hs(Rn) äquivalente ‖ · ‖s-Normen.

Beweis. 1. (1 + |ξ|2)s ≤ (1 + 2|ξ|+ |ξ|2)s = (1 + |ξ|)2s,
2. sei |ξ| < 1: (1 + |ξ|)2s = (1 + 2|ξ|+ |ξ|2)s ≤ (3 + |ξ|2)s ≤ 3s(1 + |ξ|2)s,

sei |ξ| ≥ 1: (1 + |ξ|)2s = (1 + 2|ξ|+ |ξ|2)s ≤ (1 + 3|ξ|2)s ≤ 3s(1 + |ξ|2)s,
3. also ist (1 + |ξ|2)s ≤ (1 + |ξ|)2s ≤ 3s(1 + |ξ|2)s, also führen beide Faktoren zu
äquivalenten Normen. 2

Lemma K.2.4 Sei k ∈ N, dann ist ‖f‖D,k mit ‖f‖2
D,k ..=

∑
|α|≤k ‖Dα

xf‖2 eine zu ‖f‖k
äquivalente Norm auf Hk(Rn).

Beweis. 1. 1
k!(1 + |ξ|2)k = ∑k

i=0
1
k!(

k!
i!(k−i)!)|ξ|

2i ≤ ∑|α|≤k |ξα|2 ≤ (1 + |ξ|2)k ⇒
1
k!
∫

(1 + |ξ|2)k|f̃(ξ)|2 dξ ≤
∫ ∑

|α|≤k |ξαf̃(ξ)|2 dξ ≤
∫

(1 + |ξ|2)k|f̃(ξ)|2 dξ ⇒
1
k!‖f‖

2
k ≤

∫ ∑
|α|≤k |ξαf̃(ξ)|2 dξ ≤ ‖f‖2

k .

2.
∫
|ξαf̃(ξ)|2 dξ = 〈ξαf̃(ξ) | ξαf̃(ξ)〉 = 〈F(Dα

xf(x)) | F(Dα
xf(x))〉

= 〈Dα
xf(x) | Dα

xf(x)〉 =
∫
|Dα

xf(x)|2 dx = ‖Dα
xf‖2 .

3. 1
k!‖f‖

2
k ≤

∫ ∑
|α|≤k |Dα

xf(x)|2 dξ = ∑
|α|≤k ‖Dα

xf‖2 = ‖f‖2
D,k ≤ ‖f‖2

k . 2

Lemma K.2.5 Dα
x ist eine stetige Abbildung von Hs in Hs−|α| . (Hs ⊂ Hs−|α| wurde

bereits oben gezeigt.)

Beweis. Sei f ∈ S. Aus |ξα|2 ≤ |ξ|2|α| ≤ (1+ |ξ|2)|α| folgt |ξα|2(1+ |ξ|2)s−|α| ≤ (1+ |ξ|2)s.
‖Dα

xf‖2
s−|α| =

∫
|ξαf̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)s−|α| dξ ≤

∫
|f̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)s dξ = ‖f‖2

s .
Da Hs sie Abschließung von S in der ‖ · ‖s -Norm ist, folgt also Dα

x : Hs → Hs−|α| . 2

Eine weitere wichtige Norm in Sobolev-Räumen ist ‖f‖∞,k. Mit Hilfe dieser Norm kann
man sehr schön den Satz von Sobolev beweisen, der den Zusammenhang von Hs(Rn)-
Funktionen (z.B. als schwachen Lösungen von Differentialgleichungen) und Ck(Rn)-
Funktionen herstellt.

Definition K.2.6 Sei ‖f‖∞,k ..= supx∈(Rm)
∑
|α|≤k |Dα

xf(x)| , für k ∈ N und f ∈
S(Rn).

Die Vervollständigung von S mit der ‖f‖∞,k-Norm ist eine Teilmenge von Ck(Rn).

Satz K.2.7 (Sobolev) Sei k ∈ N, f ∈ Hs(Rn) und s − k > n
2 , dann ist f ∈ Ck(Rn)

und ‖f‖∞,k ≤ c‖f‖s , d.h. Hs(Rn) ⊂ Ck(Rn) .
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Beweis. 1. sei zunächst k = 0 und f ∈ S. Dann gilt für f(x):
f(x) = (2π)−n2

∫
eixξf̃(ξ) dξ = (2π)−n2

∫
eixξf̃(ξ)(1 + |ξ|2) s2 (1 + |ξ|2)− s2 dξ . Mit der

Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:
|f(x)|2 ≤ ‖f‖2

s ·
∫

(1 + |ξ|2)−s dξ . Wenn 2s > n, dann ist (1 + |ξ|2)−s integrabel und
c ..=

∫
(1 + |ξ|2)−s dξ. Also folgt:

‖f‖2
∞ ..= ‖f‖2

∞,0 ..= supx∈Rm |f(x)|2 ≤ c‖f‖2
s . Beide Normen sind stetig und f ∈ S ist

gleichmäßig stetig in x, also kann die Ungleichung von S auf Hs ausgedehnt werden.
2. sei jetzt k > 0, k ≥ |α| und 2(s− k) > n, dann folgt wie oben:
|Dα

xf(x)|2 ≤ ‖Dα
xf‖2

s−|α| ·
∫

(1 + |ξ|2)−(s−|α|) dξ . Wenn 2(s − k) > n, dann ist (1 +
|ξ|2)−2(s−|α|) ≤ (1 + |ξ|2)−2(s−k) integrabel und c ..=

∫
(1 + |ξ|2)−(s−k) dξ.

‖f‖2
∞,|α| = ‖Dα

xf‖2
∞,0 ≤ c1‖Dα

xf‖2
s−|α| ≤ c1c2‖f‖2

s .

Damit folgt, daß [Hs(Rn), ‖ · ‖s] ⊂ [Ck(Rn), ‖f‖∞,k], wenn s− k > n
2 ist. 2

Zentral für den Nachweis, daß elliptische Pseudodifferential-Operatoren auf Sobolev-
Räumen Fredholm-Operatoren sind, ist der folgende Einbettungssatz von Rellich. Dieser
Satz argumentiert mit C∞0 -Funktionen, da diese ja dicht in S und damit dicht in Hs

liegen.

Satz K.2.8 (Rellich) Sei t < s und K ⊂ Rn eine kompakte Menge, dann ist die
Einbettung von Hs(K) in Ht(K) kompakt. Genauer gesagt: sei {fn} eine in Hs(K)
beschränkte Folge von C∞0 -Funktionen, d.h. ‖fn‖s < c und fn ∈ C∞0 (K), dann gibt es
eine Teilfolge von {fn}, die in Ht(K) konvergiert.

Beweis. 1. Zunächst soll gezeigt werden, daß es in Hs(K) eine Teilfolge von {fn} gibt,
hier {fni} genannt, für welche die fouriertransformierte Folge f̃ni gleichmäßig in Hs(K)
konvergiert. Sei g ∈ C∞0 (Rm) eine Funktion, die auf einer Umgebung von K identisch
1 ist, dann folgt aus fn = g · fn auf K: f̃n = g̃ ∗ f̃n und damit

|∂ξj f̃n(ξ)| = |
∫
∂ξj g̃(ξ − η)f̃n(η) dη| ≤

∫
|∂ξj g̃(ξ − η)| · |f̃n(η)| dη .

Diesen Ausdruck kann man mittels der folgenden Funktion hj(ξ) weiter abschätzen:

hj(ξ) ..= [
∫
|∂ξj g̃(ξ − η)|2 · (1 + |η|2)−s] 1

2 , hj ..= max
ξ∈K

hj(ξ) .

|∂ξj f̃n(ξ)| ≤
∫
|∂ξj g̃(ξ − η)|(1 + |η|2)− s2 · (1 + |η|2)+ s

2 |f̃n(η)| dη

≤ [
∫
|∂ξj g̃(ξ − η)|2(1 + |η|2)−s dη] 1

2 · [
∫

(1 + |η|2)+s|f̃n(η)|2 dη] 1
2

≤ hj(ξ) · ‖fn‖s ≤ h · c .



334 K Pseudodifferential-Operatoren

Ebenso kann |f̃n(ξ)| abgeschätzt werden.
Das bedeutet nun, daß f̃n ebenso wie fn eine C∞0 (K)-Funktion ist und weiter, daß {f̃n}
eine gleichmäßig beschränkte und gleichgradig stetige Funktionenmenge darstellt. Mit
dem Satz von Arzelà-Ascoli (Satz J.3.4) folgt, daß es eine konvergente Teilfolge {f̃ni},
bzw. {fni} auf Hs(K) gibt.
2. Nachdem geklärt ist, daß eine beschränkte Folge {fn} auf Hs(K) eine konvergente
Teilfolge {fni} enthält, soll jetzt gezeigt werden, daß diese konvergente Teilfolge nicht
nur in Hs(K), sondern auch in Ht(K) mit t < s konvergiert. Wir bezeichnen der
Einfachheit halber {fni} wieder als {fn} und wollen nachweisen, daß diese Folge {fn}
auch in Ht(K) eine Cauchy-Folge ist. Dazu zerlegt man das Integral ‖fi − fk‖2

t in zwei
Anteile, die dann einzeln abgeschätzt werden:

‖fi − fk‖2
t =

∫
|f̃i(ξ)− f̃k(ξ)|2(1 + |ξ|2)t dξ

=
∫
|ξ|≤r

|f̃i(ξ)− f̃k(ξ)|2(1 + |ξ|2)t dξ +
∫
|ξ|≥r

|f̃i(ξ)− f̃k(ξ)|2(1 + |ξ|2)t dξ .

Für ein vorgegebenes ε > 0 wählt man i > n0, k > n0 so, daß |f̃i(ξ) − f̃k(ξ)|2 < ε
ist, und man wählt den Radius r so, daß (1 + r2)t−s ≤ ε gilt. Dann folgt für das erste
Integral:∫

|ξ|≤r

|f̃i(ξ)− f̃k(ξ)|2(1 + |ξ|2)t dξ ≤ (1 + r2)t · ε ·
∫
|ξ|≤r

dξ ,

und für das zweite Integral:∫
|ξ|≥r

|f̃i(ξ)− f̃k(ξ)|2(1 + |ξ|2)t dξ ≤ (1 + |r|2)t−s
∫
|ξ|≥r

|f̃i(ξ)− f̃k(ξ)|2(1 + |ξ|2)s dξ

≤ (1 + |r|2)t−s · ‖fi − fk‖2
s ≤ ε · ‖2fi‖2

s ≤ ε · 4c2 .

Also wird ‖fi − fk‖2
t beliebig klein und damit ist {fn} eine Cauchy-Folge in Ht(K). 2

Lemma K.2.9 a. Seien f, g ∈ S, dann dann man H−s im folgenden Sinn als einen
Dualraum von Hs ansehen: |〈f | g〉L2 | ≤ ‖f‖s‖g‖−s .
b. Zu jedem f ∈ S gibt es ein g ∈ S, so daß 〈f | g〉L2 = ‖f‖s‖g‖−s .

c. ‖f‖s = supg∈H−s,g 6=0
|〈f |g〉L2 |
‖g‖−s .

Beweis. a.

|〈f | g〉L2|2 = |〈f̃ | g̃〉L2 |2 = |
∫
dξ f̃ ∗(ξ)g̃(ξ)|2 ≤

∫
dξ |f̃(ξ)|2|g̃(ξ)|2

=
∫
dξ |f̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)s|g̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)−s



K.3 Pseudodifferential-Operatoren 335

≤
∫
dξ |f̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)s ·

∫
dξ |g̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)−s

= ‖f‖2
s · ‖g‖2

−s .

b. Sei g̃(ξ) ..= f̃(ξ)(1 + |ξ|2)s, dann ist

‖g‖2
−s =

∫
dξ |g̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)−s =

∫
dξ |f̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)2s(1 + |ξ|2)−s

=
∫
dξ |f̃(ξ)|2(1 + |ξ|2)s = ‖f‖2

s ,

|〈f | g〉L2| = |〈f̃ | g̃〉L2 | = |
∫
dξ f̃ ∗(ξ)g̃(ξ)|

= |
∫
dξ f̃ ∗(ξ)f̃(ξ)(1 + |ξ|2)s| = ‖f‖2

s .

Also ist |〈f | g〉L2| = ‖f‖2
s = ‖f‖s · ‖g‖−s .

c. Folgt unmittelbar aus a. und b. 2

Eine häufig im Zusammenhang mit Sobolev-Raumen verwendete Ungleichung stammt
von Peetre:

Lemma K.2.10 (Peetre) Seien x, y ∈ Rn und s ∈ R, dann gilt: (1 + |x + y|)s ≤
(1 + |x|)s(1 + |y|)|s|.

Beweis. 1. sei s ≥ 0:

(1 + |x+ y|) ≤ (1 + |x|+ |y|) ≤ (1 + |x|)(1 + |y|) ⇒

(1 + |x+ y|)s ≤ (1 + |x|)s(1 + |y|)s ,

2. sei s < 0, dann verwenden wir die obige Ungleichung mit x + y =.. u und y =.. −v
und erhalten:

(1 + |u|)−s ≤ (1 + |u+ v|)−s(1 + |v|)−s ,

(1 + |u+ v|)s ≤ (1 + |u|)s(1 + |v|)−s = (1 + |u|)s(1 + |v|)|s| . 2

K.3 Pseudodifferential-Operatoren

Die Geschichte der Pseudodifferential-Operatoren (ΨDO) ist historisch gesehen zu-
nächst eine Geschichte langer und mühsamer Untersuchungen von singuären Integral-
Operatoren (SIO). Da die üblichen Green-Funktionen der Physik gerade SIO sind, ist
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dieses Thema auch für Physiker hoch bedeutsam. Die Arbeiten an SIO begannen im
Jahr 1909 durch Lebesgue. Die nächsten wichtigen Schritte waren die Einführung des
Index von Integral-Fredholm-Operatoren durch Fritz Noether (1921) und des Symbols
von SIO durch Solomon Mikhlin (1936). Anfang der 1950’er Jahre arbeitete Antoni Zyg-
mund mit seinem Studenten Alberto Calderón an einer Verallgemeinerung der bislang
untersuchten SIO, den später so benannten Calderón-Zygmund-Operatoren. Und erst
1965 wurden die tieferen Zusammenhänge zwischen den PDO und den SIO durch Kohn
und Nirenberg erkannt, die dann zusammen mit Hörmander u.a. die heutige Theorie
der ΨDO begründet und ausgebaut haben. Seither stellen die ΨDO die Grundlage zur
Behandlung linearer, partieller Differential- und Integral-Operatoren dar.
Eine weitere Verallgemeinerung der ΨDO sind die Fourierintegral-Operatoren (FIO),
die insbesondere bei der Behandlung von hyperbolischen PDO zur Anwendung kommen.
Sei P (x,D) ..= ∑

|α|≤d aα(x)Dα
x ein linearer PDO der Ordnung d auf S(Rn). Sei f ∈

S(Rn), dann kann man mittels der Fouriertransformation zur folgenden Darstellung
von P (x,D) gelangen:

(P (x,D)f)(x) =
∑
|α|≤d

aα(x)Dα
xf(x)

=
∑
|α|≤d

aα(x) (2π)−n2
∫
eixξ ξαf̃(ξ) dnξ

= (2π)−n2
∫
eixξ (

∑
|α|≤d

aα(x) ξα) f̃(ξ) dnξ

= (2π)−n2
∫
eixξ σ(x, ξ)f̃(ξ) dnξ , (K.3.1)

σ(x, ξ) ..=
∑
|α|≤d

aα(x) ξα . (K.3.2)

Man nennt σ(x, ξ) das Symbol des Operators P (x,D). Dieses Symbol eines linearen
PDO ist ein Polynom des Grades d in ξ. Der in ξd homogene Teil des Symbols, also∑
|α|=d aα(x) ξα, heißt Hauptteil des Symbols.

Die Verallgemeinerung zu Pseudodifferential-Operatoren (ΨDO) wird dadurch vorge-
nommen, daß man in K.3.7 jetzt auch gewisse Klassen nichtpolynomialer Symbole
σ(x, ξ) zuläßt. Es gibt eine ganze Reihe verschiedener solcher Symbolklassen - siehe
etwa Taylor (1996), S. 1 ff. Allen diesen Symbolklassen ist gemeinsam, daß σ(x, ξ) in ξ
für |ξ| → ∞ polynomial anwächst oder abfällt und daß die Variation in x schwach genug
ist, um eine Trennung der Fouriertransformierten in ’Amplitude’ σ(x, ξ) und ’Phase’ eixξ
zu rechtfertigen. Für unsere Zwecke genügt die einfache Symbolklasse Sd:
Definition K.3.1 Sd ≡ Sd(K) ist die Menge aller Symbole σ(x, ξ), so daß σ glatt ist
in (x, ξ), σ in x einen kompakten Träger K ⊂ Rn hat, also σ : K × Rn → C∞0 (Rn) ×
C∞(Rn), und σ in ξ folgende Wachstums- oder Abfall-Bedingung erfüllt:

|Dα
xD

β
ξ σ(x, ξ)| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)d−|β| . (K.3.3)
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S−∞ bezeichne die Menge aller Symbole σ(x, ξ), die in ξ schneller als jedes Polynom
abfallen, d.h. die bzgl. ξ aus S(Rn) sind.

Ψd bezeichne dann der Raum der ΨDO Pσ mit σ ∈ Sd:

Pσf(x) ..= (2π)−n2
∫
eixξ σ(x, ξ)f̃(ξ) dnξ . (K.3.4)

Wesentlich für die hier verwendete Symbolklasse ist die Beschränkung auf einen kom-
pakten Träger in der ersten Variablen des Symbols. Man kann auch Symbolklassen auf
dem kompletten Rn definieren, benötigt dann aber Zusatzbedingungen für den Abfall
des Symbols in der ersten Variablen im Unendlichen - siehe Shubin (2001).
Da f̃(ξ) ∈ S(Rn) und σ(x, ξ) ∈ Sd höchstens polynomial wächst existiert das Integral
K.3.4 und Pσ : S(Rn) → C∞0 (Rn). Weiter unten werden wir die Definition von Pσ auf
Hs ausdehnen.
Weiter folgt unmittelbar d1 < d2 ⇒ Sd1 ⊂ Sd2 .
Ein Beispiel für ein Symbol aus S−∞ ist σ(x, ξ) ..= e−|ξ|

2 .
Das Symbol eines linearen PDO der Ordnung d, also σ(x, ξ) = ∑

α,|α|≤d aα(x) ξα gehört
zu Sd.

Lemma K.3.2 a. σ(x, ξ) ∈ Sd, dann ist Dγ
xD

δ
ξσ(x, ξ) ∈ Sd−|δ|.

b. σ1(x, ξ) ∈ Sd1 und σ2(x, ξ) ∈ Sd2, dann ist σ1(x, ξ) · σ2(x, ξ) ∈ Sd1+d2.

Beweis. a.

|Dα
xD

β
ξ (Dγ

xD
δ
ξσ(x, ξ))| = |Dα+γ

x Dβ+δ
ξ σ(x, ξ)|

≤ Cα+γ,β+δ(1 + |ξ|)d−|β+δ| ≤ Cα,β(1 + |ξ|)(d−|δ|)−|β| .

b.

|Dα
xD

β
ξ (σ1(x, ξ)σ2(x, ξ))| = |Dα

x

∑
δ≤β

(
β

δ

)
(Dδ

ξσ1(x, ξ)) (Dβ−δ
ξ σ2(x, ξ))|

= |
∑
γ≤α

(
α

γ

) ∑
δ≤β

(
β

δ

)
(Dγ

xD
δ
ξσ1(x, ξ)) (Dα−γ

x Dβ−δ
ξ σ2(x, ξ))|

≤
∑
γ≤α

(
α

γ

) ∑
δ≤β

(
β

δ

)
|Dγ

xD
δ
ξσ1(x, ξ)| |Dα−γ

x Dβ−δ
ξ σ2(x, ξ)|

≤
∑
γ≤α

(
α

γ

) ∑
δ≤β

(
β

δ

)
Cγ,δ(1 + |ξ|)d1−|δ|Cα−γ,β−δ(1 + |ξ|)d2−|β−δ|

≤ Cα,β(1 + |ξ|)d1+d2−|β| . 2
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Daß Dα
x eine stetige Abbildung von Hs in Hs−|α| ist, wurde ja schon oben (Lemma

K.2.5) gezeigt. Diese Aussage soll jetzt für beliebige ΨDO verallgemeinert werden.

Satz K.3.3 Sei σ ∈ Sd, Pσ ∈ Ψd, f ∈ S(Rn), dann ist ‖Pσf‖s−d ≤ C‖f‖s und Pσ läßt
sich erweitern zu einer stetigen Abbildung Pσ : Hs → Hs−d .

Beweis. Wie alle relevanten Beweise im Zusammenhang mit Sobolev-Räumen und ΨDO
besteht auch dieser Beweis aus einer Reihe sorgfältiger Abschätzungen.
1. Sei q(ζ, ξ) die Fouriertransformierte des Symbols σ(x, ξ) ∈ Sd bzgl. des ersten Argu-
ments, also q(ζ, ξ) ..= 1

(2π)n/2

∫
K e
−ixζσ(x, ξ) dx . Dann folgt für die Fouriertransformierte

von Pσ:

F(Pσf)(ζ) = 1
(2π)n

∫
K

e−ixζ
∫
eixξσ(x, ξ)f̃(ξ) dξ dx .

Da σ(x, ξ) in x einen kompakten Träger K hat und f̃(ξ) ∈ S(Rn) schnellfallend ist,
ist das Integral absolut konvergent, und man kann die Reihenfolge der Integrationen
vertauschen:

F(Pσf)(ζ) = 1
(2π)n

∫
eixξf̃(ξ)

∫
K

e−ixζσ(x, ξ) dx dξ

= 1
(2π)n

∫
f̃(ξ)

∫
K

e−ix(ζ−ξ)σ(x, ξ) dx dξ

= 1
(2π)n2

∫
q(ζ − ξ, ξ)f̃(ξ) dξ . (K.3.5)

2. Weiter kann man jetzt Dα
ζD

β
ξ q(ζ, ξ) abschätzen. Zunächst folgt unmittelbar aus der

Definition von σ(x, ξ) ∈ Sd:

|Dγ
xx

αDβ
ξ σ(x, ξ)| ≤ Cα,β,γ(1 + |ξ|)d−|β| .

Mit dem Satz K.1.4 zur Fouriertransformation folgt:

|ζγDα
ζD

β
ξ q(ζ, ξ)| = |ζγDα

ζD
β
ξ

1
(2π)n2

∫
K

e−ixζσ(x, ξ) dx|

= 1
(2π)n2

|
∫
K

e−ixζDγ
x(−1)|α|xαDβ

ξ σ(x, ξ) dx|

≤ Cα,β,γ ·
∫
K

dx · (1 + |ξ|)d−|β| .

Nun ist (1 + |ζ|)k mit k ∈ N ein Polynom in k und daher folgt:

(1 + |ζ|)k|Dα
ζD

β
ξ q(ζ, ξ)| = |(1 + |ζ|)kDα

ζD
β
ξ q(ζ, ξ)|
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≤ Cα,β,k · (1 + |ξ|)d−|β| ⇒

|Dα
ζD

β
ξ q(ζ, ξ)| ≤ Cα,β,k · (1 + |ζ|)−k(1 + |ξ|)d−|β| für alle k ∈ N . (K.3.6)

3. Sei L(ζ, ξ) ..= q(ζ − ξ, ξ)(1 + |ξ|)−s(1 + |ζ|)s−d . Dann kann man L(ζ, ξ) mit K.3.6
(α = β = 0) folgendermaßen abschätzen:

|L(ζ, ξ)| ≤ Ck(1 + |ζ − ξ|)−k(1 + |ξ|)d(1 + |ξ|−s)(1 + |ζ|)s−d

= Ck(1 + |ζ − ξ|)−k(1 + |ξ|)d−s(1 + |ζ|)s−d .

Peetres Ungleichung K.2.10 für x ..= ζ, y ..= ξ − ζ lautet

(1 + |ξ|)d−s ≤ (1 + |ζ|)d−s(1 + |ξ − ζ|)|d−s|

und damit ergibt sich für L(ζ, ξ):

|L(ζ, ξ)| ≤ Ck(1 + |ζ − ξ|)−k(1 + |ζ|)d−s(1 + |ξ − ζ|)|d−s|(1 + |ζ|)s−d

= Ck(1 + |ξ − ζ|)|d−s|−k .

Weil nun k ∈ N beliebig groß sein kann, ist |L(ζ, ξ)| integrabel für alle k ≥ k0, d.h.∫
|L(ζ, ξ)| dζ < C1 und

∫
|L(ζ, ξ)| dξ < C2.

4. Im nächsten Schritt soll |〈Pσf | g〉| abgeschätzt werden:

|〈Pσf | g〉|2 = |〈FPσf | Fg〉|2 = 1
(2π)2n |

∫
q∗(ζ − ξ, ξ)f̃ ∗(ξ)g̃(ζ) dξ dζ|2

= 1
(2π)2n |

∫
L∗(ζ, ξ)f̃ ∗(ξ)(1 + |ξ|)s(1 + |ζ|)d−sg̃(ζ) dξ dζ|2

≤ 1
(2π)2n

∫
|L(ζ, ξ)|2 · |f̃ ∗(ξ)|2(1 + |ξ|)2s · |g̃(ζ)|2(1 + |ζ|)2(d−s) dξ dζ

≤ 1
(2π)2n

∫
|L(ζ, ξ)| · |f̃(ξ)|2(1 + |ξ|)2s dξ dζ

·
∫
|L(ζ, ξ)| · |g̃(ζ)|2(1 + |ζ|)2(d−s) dξ dζ

≤ 1
(2π)2n C1

∫
|f̃(ξ)|2(1 + |ξ|)2s dξ · C2

∫
|g̃(ζ)|2(1 + |ζ|)2(d−s) dζ

= C1C2‖f‖2
s · ‖g‖2

d−s ⇒

|〈Pσf | g〉| ≤ C‖f‖s · ‖g‖d−s .
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Aus Lemma K.2.9 c. folgt:

‖Pσf‖s−d = sup
g∈H−s,g 6=0

|〈Pσf | g〉|
‖g‖d−s

≤ sup
g∈H−s,g 6=0

C‖f‖s · ‖g‖d−s
‖g‖d−s

= C‖f‖s . 2

Dieser Satz klärt jetzt auch die Eigenschaften von ΨDO der Klasse Ψ−∞, d.h. Pσ mit
in ξ schnellfallendem σ(x, ξ) ∈ S−∞. Sei also d = −∞, dann ist Pσ : Hs → Hs−d =
H∞ und aus dem Sobolev-Satz (SatzK.2.7) folgt wegen ∞ > k + n

2 für alle k ∈ N:
Pσ(Hs) ⊂ C∞0 (Rn). Operatoren aus Ψ−∞ sind also glättend. Darüber hinaus vermitteln
Ψ−∞-Operatoren stetige Abbildungen von Hs nach Ht mit beliebigem s, t ∈ R, denn es
gilt ja Pσ : Hs → H∞ ⊂ Ht und Pσ : Ht → H∞ ⊂ Hs.

Lemma K.3.4 Der wichtige Zusammenhang mit der Funktionalanalysis ergibt sich
jetzt sofort mit Hilfe des Satzes von Rellich (Satz K.2.8): Ψ−∞-Operatoren sind kom-
pakte Operatoren in Hs.

Beweis. sei Pσ ∈ Ψ−∞, dann können wir für Pσ : Hs → Hs auch schreiben

Hs

Pσ

// Hs−1

1̂
// Hs

Da Pσ : Hs → Hs−1 stetig ist und die Einbettung 1̂ : Hs−1 → Hs kompakt ist, ist also
auch Pσ ◦ 1̂ : Hs → Hs kompakt, das heißt Ψ−∞-Operatoren sind kompakte Operatoren
in Hs. 2

Definition K.3.5 a. Zwei Symbole σ, τ heißen äquivalent über Ω, kurz σ ∼ τ , wenn
(σ − τ) ∈ S−∞(Ω) ist.
b. sei σj mit j ∈ N eine Folge von Symbolen σj ∈ Sdj mit einer absteigenden Folge
dj ∈ R → −∞ gegeben (häufig wird dj = d − j gewählt). Dann heißt ein Symbol σ
äquivalent zu ∑∞j=1 σj, kurz σ ∼

∑∞
j=1 σj , wenn für alle k ≥ 1 gilt: (σ−∑k

j=1 σj) ∈ Sdk+1.
Weil hierdurch das Verhalten der Symbole nur für |ξ| → ∞ festgelegt wird, handelt es
sich bei ∑∞j=1 σj i.a. um keine konvergente Reihe, sondern nur um eine asymptotische
Reihe!

Mit dieser Definition ist festgelegt, wann ein Symbol äquivalent zu einer Symbolreihe
ist. Aber gibt es denn überhaupt zu jeder Symbolreihe ein äquivalentes Symbol? Oder
anders gefragt, ist die Algebra der Symbole abgeschlossen gegenüber der Reihenbildung?
Das folgende Lemma bejaht die Frage mittels eines konstruktiven Beweises.

Lemma K.3.6 Sei K ⊂ Rn eine kompakte Menge und O ⊂ Rn eine offene Menge mit
K ⊂ O. Sei σj mit j ∈ N eine Folge von Symbolen σj ∈ Sdj(K) mit einer absteigenden
Folge dj ∈ R→ −∞, dann gibt es ein Symbol σ ∈ Sd1(O), so daß σ ∼ ∑∞j=1 σj ist.

Beweis. sei ψ(ξ) ∈ C∞(Rn) eine Abschneidefunktion um ξ = 0, d.h. 0 ≤ ψ(x) ≤ 1,
ψ(ξ) = 0 für |ξ| ≤ 1, ψ(ξ) = 1 für |ξ| ≥ 2. Diese Funktion ψ wird benutzt, um den
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supξ σj(x, ξ) um ξ = 0 herauszuschneiden, und zwar für jedes σj mit wachsendem j ei-
nem größeren Bereich. Dazu wählen wir eine Folge tj ∈ R mit tj → 0 und die Abschnei-
denfunktion ψ(tjξ). Nun konstruieren wir ein Symbol σ(x, ξ) ..= ∑∞

j=1 ψ(tjξ)σj(x, ξ).
Zunächst sieht man, daß der supx σ(x, ξ) ⊂ O ist. Weiter sieht man, daß wegen der
mit j anwachsenden Abschneidefunktion für einen festen Wert von ξ nur endlich viele
Summanden zur Reihe von σ beitragen - damit existiert die Summe und ist glatt in
(x, ξ). Jetzt gilt für j > 1:

|σj(x, ξ)| ≤ Cj(1 + |ξ|)dj = Cj(1 + |ξ|)d1(1 + |ξ|)dj−d1 .

Sei nun der feste Wert von ξ so groß gewählt, daß (1 + |ξ|)dj−d1 ≤ 2−j ist, dann gilt:

|σj(x, ξ)| ≤ 2−j(1 + |ξ|)d1 .

Nun kann man zu einer Teilfolge von tj übergehen (wiederum einfach mit tj bezeichnet),
so daß auch

|ψ(tjξ)σj(x, ξ)| ≤ 2−j(1 + |ξ|)d1 .

Summieren wir über j, so erhalten wir

σ(x, ξ) =
∞∑
j=1

ψ(tjξ)σj(x, ξ) ≤ C ′1(1 + |ξ|)d1 ,

also ist σ ∈ Sd1 .
Das gleiche Argument können wir nun auch sukzessiv auf ∑∞j=k ψ(tjξ)σj(x, ξ) für alle
k ≥ 2 anwenden, ggf. nach Übergang zu einer Teilfolge der bisherigen Folge der tj, und
erhalten ∑∞j=k ψ(tjξ)σj(x, ξ) ∈ Sdk , etc.
Nun ist (ψ(tjξ)σj(x, ξ)− σj(x, ξ)) ∈ S−∞ und damit folgt:

σ(x, ξ)−
k∑
j=1

σj(x, ξ) = {
k∑
j=1

(ψ(tjξ)σj(x, ξ)− σj(x, ξ)) +
∞∑

j=k+1
ψ(tjξ)σj(x, ξ)}

∈ S−∞ ∪ Sdk+1 = Sdk+1 .

Damit ist σ ∈ Sd1 äquivalent zu ∑∞j=1 σj . 2

Oben wurden die Sobolev-Räume Hs(Rn) über Rn als Abschluß von S(Rn), bzw.
C∞0 (Rn), in der ‖ · ‖s-Norm definiert. Im folgenden soll der betrachtete Definitions-
bereich der Funktionenräume auf eine kompakte Menge K ⊂ Rn, bzw. eine offene
Obermenge O mit K ⊂ O ⊂ Ō ⊂ Rn, eingeschränkt werden. Der Hintergrund für diese
Konstruktion ist, daß man auf Ō eine Plateau-Funktion definieren möchte, die auf K
identisch 1 ist und dann bis zum Rand von Ō als C∞-Funktion auf 0 abfällt.
Wenn man stattdessen die Theorie der ΨDO auf dem kompletten Rn definieren möchte
benötigt man Zusatzbedingungen für den Abfall der Funktionen im Unendlichen, um
die Konvergenz aller auftretenden Integrale zu gewährleisten - siehe Shubin (2001).
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Definition K.3.7 Sei K ⊂ Rn eine kompakte Menge und O eine offene Menge mit
K ⊂ O ⊂ Ō ⊂ Rn.
a. Hs(K) ist der Abschluß von C∞0 (K), in der ‖ · ‖s-Norm.
b. f ∈ Hs(K) heißt glatt auf einer offenen Teilmenge Ω ⊂ K, wenn für alle φ ∈ C∞0 (Ω)
auch φf ∈ C∞0 (Ω) ist.
c. Ein Operator P heißt lokal, wenn f = 0 ⇒ Pf = 0, d.h. wenn P den Träger supp f
nicht vergrößert.
c. Ein Operator P heißt pseudolokal, wenn f ∈ C∞ ⇒ Pf ∈ C∞, d.h. wenn P
den singulären Träger sing-supp f , d.h. jenen Bereich, in dem f nicht C∞ ist, nicht
vergrößert.

Zu diesen Definitionen einige Bemerkungen. Für die Funktion φ werden wir im folgenden
häufig mit φ(x) ∈ C∞0 (Ō) eine sogenannte Plateau-Funktion auf Ō wählen, d.h. φ(x) = 1
auf K, die gerade die gewünschte Einschränkung vermittelt. Sei nun τ(x, ξ) ..= φ(x) ein
Symbol, dann ist τ ∈ S0 und Pτ ∈ Ψ0. Daraus folgt

Pτf(x) = Pφf(x) = (2π)−n2
∫
eixξ τ(x, ξ)f̃(ξ) dnξ

= (2π)−n2
∫
eixξ φ(x)f̃(ξ) dnξ = φ(x) · f(x) .

Also ist der Operator Pφ, die Multiplikation mit φ(x), ein ΨDO der Ordnung 0 mit Pφ :
Hs → Hs. Daher eignet sich die Multiplikation mit φ(x) ∈ C∞0 (Ō) zur Einschränkung
von Funktionen auf Hs(K).
Bevor wir uns der Frage der Pseudolokalität von ΨDO zuwenden können, benötigen
wir eine Aussage über die Multiplikation von ΨDO.
Die Menge der PDO ist gegenüber wichtigen algebraischen Operationen wie etwa der
Bildung von Inversen oder von Wurzeln nicht abgeschlossen. Der Kalkül der ΨDO wird
gerade dadurch so bedeutsam, daß man in der Menge der ΨDO diese algebraischen
Operationen vornehmen kann - allerdings nur mod Ψ−∞-Operatoren. Der folgende
zentrale Satz zeigt, daß die Operationen der Multiplikation und Adjungation nicht aus
der Menge der ΨDO herausführt.

Satz K.3.8 Sei K ⊂ Rn eine kompakte Menge und O eine offene Menge mit mit
K ⊂ O ⊂ Ō ⊂ Rn. Seien Pσ1 ∈ Ψd1(K), Pσ2 ∈ Ψd2(K) und f, g ∈ C∞0 (K), dann folgt:
a. es gibt einen ΨDO Rσ3 ∈ Ψd1+d2 mit Rσ3f = Pσ1Pσ2f und

σ3(x, ξ) ∼
∑
α

1
α! (∂

α
ξ σ1(x, ξ)) (Dα

xσ2(x, ξ)) . (K.3.7)

b. es gibt einen ΨDO P †σ3 ∈ Ψd1(O) mit 〈Pσ1f | g〉L2 = 〈f | P †σ3g〉L2 und

σ3(x, ξ) ∼
∑
α

1
α!∂

α
ξD

α
xσ
∗
1(x, ξ) .
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Beweis. Die Beweise sind nicht schwierig, aber etwas technisch, deshalb sei hier auf die
Literatur verwiesen: etwa Gilkey (1995), S. 17 ff., Alinhac u. Gérard (2007), S. 43 ff.2

Partielle Differentialoperatoren sind offensichtlich lokale Operatoren, ΨDO sind i.A.
nicht lokal, da sie ja über die Fouriertransformation definiert sind und diese den Träger
vergrößert. Man kann für ΨDO aber eine schwächere Eigenschaft als die Lokalität
beweisen, nämlich die Pseudolokalität.

Lemma K.3.9 ΨDO sind pseudolokal.

Beweis. Sei Pσ ∈ Ψd(K) und sei f ∈ Hs(K) glatt auf jeder offenen Teilmenge Ω ⊂ K,
sei ψ ∈ C∞0 (Ω), dann gilt es zu zeigen, daß auch Pσf glatt auf Ω ist, d.h. daß ψPσf ∈
C∞0 (Ω). Wir wählen eine Plateau-Funktion φ ∈ C∞0 (Ō), die auf supp ψ identisch 1 ist.

ψPσf = ψPσφf + ψPσ(1− φ)f .

Man betrachte zunächst den ersten Term auf der rechten Seite: f glatt auf Ω bedeutet
φf ∈ C∞0 (Ω), daraus folgt mit der Definition von Pσ, daß Pσφf ∈ C∞0 (Ω) und daraus
folgt, daß ψPσφf ∈ C∞0 (Ω).

Für den zweiten Term untersucht man das Symbol von ψPσ(1 − φ). Sei Qq ..= Pσ(1 −
φ(x)), dann ist Qq das Produkt zweier ΨDO, nämlich Pσ ∈ Ψd(K) und (1 − φ(x)) ∈
Ψd(K). Für das Symbol q(x, ξ) folgt also:

q(x, ξ) ∼
∑
|α|≤d

dαξ σ(x, ξ)Dα
x (1− φ(x)) = 0 , x ∈ supp ψ ,

da ja φ(x) = 1 auf supp ψ. Für das Symbol des Operators Rr ..= ψ(x)Qq = ψPσ(1− φ)
gilt dann

r(x, ξ) ∼
∑
|α|≤d

dαξψ(x)Dα
xq(x, ξ) ∼ 0 , x ∈ Ω .

Also ist RrΨ−∞(Ω) und damit Rrf ∈ C∞0 (Ω) und damit ψPσf ∈ C∞0 (Ω). 2

K.4 Elliptische Pseudodifferential-Operatoren

Definition K.4.1 Sei K ⊂ Rn eine kompakte Menge und O eine offene Menge mit
K ⊂ O ⊂ Ō ⊂ Rn.

Das Symbol σ ∈ Sd(K) heißt elliptisch, wenn |σ(x, ξ)|−1 ≤ C1(1 + |ξ|)−d für alle x ∈ O
und |ξ| ≥ C0.

Der ΨDO Pσ ∈ Ψd(K) heißt elliptisch, wenn sein Symbol σ(x, ξ) ∈ Sd(K) elliptisch ist.
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Lemma K.4.2 Sei φ(x) ∈ C∞0 (Ō) eine sogenannte Plateau-Funktion auf Ō, d.h. φ(x) =
1 auf K. Das Symbol σ ∈ Sd(K) ist genau dann ein elliptisches Symbol, wenn es ein
Symbol τ(x, ξ) ∈ S−d(K) gibt mit

a. φ(στ − 1) ∈ S−∞(K) und φ(τσ − 1) ∈ S−∞(K) , oder

b. φ(στ − 1) ∈ S−1(K) und φ(τσ − 1) ∈ S−1(K) .

c. Seien σd ∈ Sd(K) und σd−1 ∈ Sd−1(K) zwei Symbole, dann ist σd +σd−1 genau dann
ein elliptisches Symbol, wenn σd ein elliptisches Symbol ist und die Addition weiterer
Terme niedrigerer Ordnung, d.h. σd−i mit i > 1 ändert nichts an der Elliptizität.

Beweis. 1. sei das Symbol σ ∈ Sd(K) elliptisch und sei ψ(ξ) ∈ C∞(Rn) eine Regulari-
sierungsfunktion um ξ = 0, d.h. ψ(ξ) = 0 für |ξ| < C < C0 und ψ(ξ) = 1 für |ξ| ≥ C0.
Da σ ∈ Sd(K) elliptisch ist, gilt σ(x, ξ)−1 ∈ S−d(K) für alle x ∈ O und |ξ| ≥ C0. Damit
ist auch τ(x, ξ) ..= ψ(ξ)φ(x)σ−1(x, ξ) ∈ S−d(K) und es gilt

φ(x)(σ(x, ξ)τ(x, ξ)− 1) ∈ S−∞(K) und φ(x)(σ(x, ξ)τ(x, ξ)− 1) ∈ S−∞(K) .

Also gilt a.

2. da S−∞(K) ⊂ S−1(K) folgt aus a. sofort b.

3. jetzt gelte b., d.h. φ(x)(σ(x, ξ)τ(x, ξ)−1) ∈ S−1(K), dann folgt |σ(x, ξ)τ(x, ξ)−1| ≤
C2(1 + |ξ|)−1 für x ∈ O.

Wir wählen ξ so groß, daß C3 ..= C2(1 + |ξ|)−1 < 1 ist, dann konvergiert die Neumann-
Reihe gleichmäßig:

|
∞∑
i=0

(1− στ)i| = | 1
1− (1− στ) | = |

1
στ
| ≤

∞∑
i=0

Ci
3 = 1

1− C3
,

und es folgt

|σ−1| ≤ |τ | · |(στ)−1| ≤ C3(1 + |ξ|)−d · 1
1− C3

=.. C4(1 + |ξ|)−d .

Also ist das Symbol σ ∈ Sd(K) elliptisch.

4. mit b. folgt c., denn

φ((σd + σd−1)τ − 1) = φ(σdτ − 1) + φ(σd−1τ) ∈ S−1(K) ,

da φ(σdτ − 1) ∈ S−1(K) und φ(σd−1τ) ∼ σ−1 ∈ S−1(K).

Die Addition von Termen niedrigerer Ordnung (i > 1) führt zu φ(σd−iτ) ∼ σ−i ∈
S−i(K) ⊂ S−1(K). 2
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Der folgende Satz weist jetzt konstruktiv die Existenz einer Parametrix, d.h. einer Pseu-
doinversen, eines elliptischen ΨDO nach. Weil diese Inversion nur mod Ψ−∞ bestimmt
ist und weil Ψ−∞-ΨDO kompakte Operatoren sind (Lemma K.3.4), daher sind die Pa-
rametrix ebenso wie der elliptischen ΨDO Fredholm-Operatoren.

Damit ist der Zusammenhang zwischen elliptischen ΨDO auf kompakten Teilmengen
des Rn und der Funktionalanalysis der Fredholm-Operatoren hergestellt!

Satz K.4.3 Sei φ(x) ∈ C∞0 (Ō) eine sogenannte Plateau-Funktion auf Ō, d.h. φ(x) = 1
auf K. Sei Pσ ∈ Ψd(K) ein elliptischer ΨDO auf K, dann folgt:

es gibt einen ΨDO Pτ ∈ Ψ−d(K) mit φ(x)(PσPτ − 1) ∈ Ψ−∞(K) und φ(x)(PτPσ − 1) ∈
Ψ−∞(K) .

Beweis. Wir führen den Existenzbeweis für eine Rechts-Parametrix (eine rechtsmulipli-
kative Pseudoinverse) Pτ konstruktiv. Dazu nehmen wir an, daß es eine Symbolreihe∑∞
j=1 τj gebe mit τj ∈ S−d−j+1 . Mit Lemma K.3.6 folgt dann die Existenz eines Symbols

τ ∈ S−d mit τ ∼ ∑∞
j=1 τj . Sei jetzt Pω ..= Pσ · Pτ , dann folgt für das Symbol ω ∈ S0

mit K.3.7:

ω ∼
∑
α

1
α! (∂

α
ξ σ(x, ξ)) (Dα

xτ(x, ξ)) ∼
∑
α

∞∑
j=1

1
α! (∂

α
ξ σ(x, ξ)) (Dα

xτj(x, ξ)) .

Jetzt sollen die τj rekursiv so bestimmt werden, daß Pω = Pσ · Pτ ∼ 1 auf K ist. Die
1 ∈ S0, der Faktor (∂αξ σ(x, ξ)) ∈ Sd−|α|, der Faktor (Dα

xτj(x, ξ)) ∈ S−d−j+1 und das
Produkt ist ∈ S−|α|−j+1 . Daher schreiben wir die obige Summe für ω um in:

ω ∼
∑
α

∞∑
j=1

1
α! (∂

α
ξ σ(x, ξ)) (Dα

xτj(x, ξ)) =
∞∑
k=1
|α|+j=k

1
α! (∂

α
ξ σ(x, ξ)) (Dα

xτj(x, ξ))

∼

1 für k = 1
0 für k > 1

.

Für k = 1 ist nur j = 1 und |α| = 0 möglich und daraus folgt: σ(x, ξ)τ1(x, ξ) = 1, also
τ1(x, ξ) = σ−1(x, ξ).

Für k > 1 folgt

0 =
∞∑

|α|,j≤k
|α|+,j=k

1
α! (∂

α
ξ σ(x, ξ)) (Dα

xτj(x, ξ))

=
∞∑

|α|,j<k
|α|+,j=k

1
α! (∂

α
ξ σ(x, ξ)) (Dα

xτj(x, ξ)) + σ(x, ξ)τk(x, ξ) ⇒
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τk(x, ξ) = −σ−1(x, ξ) ·
∞∑

|α|,j<k
|α|+,j=k

1
α! (∂

α
ξ σ(x, ξ)) (Dα

xτj(x, ξ)) .

Nach Konstruktion ist τ ∈ S−d, also Pτ ∈ Ψ−d(K) eine Rechtsparametrix.
Sei nun Qτ eine Linksparametrix, also QτPσ ∼ 1̂, dann folgt

Pτ −Qτ = Pτ −QτPσPτ +QτPσPτ −Qτ

= (1̂−QτPσ)Pτ −Qτ (1̂− PσPτ ) ∼ 0̂ ,

also können wir mod Ψ−∞(K) die Rechtsparametrix auch als Linksparametrix ver-
wenden. 2

Wir hatten oben bewiesen, daß ΨDO pseudolokal sind, d.h. f glatt auf Ω impliziert Pσf
glatt auf Ω. Im Fall von elliptischen ΨDO kann man auch die Umkehrung beweisen.
Diese Eigenschaft heißt Hypoelliptizität.

Lemma K.4.4 Elliptische ΨDO sind hypoelliptisch, d.h. Pσf glatt auf jeder offenen
Teilmenge Ω ⊂ K impliziert f glatt auf Ω.

Beweis. Sei f ∈ Hs(K), Pσ ∈ Ψd(K), Pτ ∈ Ψ−d(K) eine Parametrix zu Pσ, φ ∈ C∞0 (Ω)
und φPσf ∈ C∞0 (Ω), dann ist

φf = φ(1− PτPσ)f + φPτPσf .

φ(1 − PτPσ) ∼ 0 und daher φ(1 − PτPσ)f ∈ C∞0 (Ω). Weiter ist nach Voraussetzung
φPσf ∈ C∞0 (Ω), und da Pτ als ΨDO pseudolokal ist, folgt also: φPτPσf ∈ C∞0 (Ω), und
damit φf ∈ C∞0 (Ω). 2

Nachdem wir die Existenz einer Parametrix für elliptische ΨDO nachgewiesen haben
und jetzt wissen, daß elliptische ΨDO Pσ ∈ Ψd mit Pσ : Hs → Hs−d Fredholm-
Operatoren sind, stellt sich noch die Frage, ob der Index von Pσ eventuell von der
Ordnung s des Sobolev-Raums Hs abhängt?

Lemma K.4.5 Sei Pσ ∈ Ψd mit Pσ : Hs → Hs−d und NPσ der Kern von Pσ,
a. dann ist NPσ ⊂ C∞ und damit unabhängig von s und damit ist auch indexPσ unab-
hängig von s.
b. dann ist der indexPσ nur vom Hauptwert von Pσ, d.h. dem Term der Ordnung d,
abhängig.

Beweis. a. Sei f ∈ NPσ , d.h. Pσf = 0, dann ist Pσf glatt und wegen der Hypoelliptizität
ist auch f glatt, also hängt NPσ nicht von s ab. Das gleich gilt auch für den zu Pσ
adjungierten Operator P †σ’ und folglich ist indexPσ unabhängig von s.
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b. Oben hatten wir gesehen, daß die Elliptizität eines elliptischen ΨDO Pσ ∈ Ψd nur
vom Hauptwert des Symbols σ, d.h. dem Term der Ordnung d abhängt. Bei der Unter-
suchung von Fredholm-Operatoren hatten wir eine Homotopie-Invarianz des Index von
Fredholm-Operatoren gefunden (Satz J.5.10), d.h. daß der indexPσ bei einer stetigen
Änderung eines Parameters unverändert bleibt. Wenn wir nun Pσ(t) ∈ Ψd, 0 ≤ t ≤ 1,
in der Form Pσ(t) ..= PσH + tPσR mit PσH ∈ Ψd und PσR ∈ Ψd−i, i≥1, schreiben,
dann folgt aus der Homotopie-Invarianz von Pσ(t), daß der Index von Pσ(t) nur vom
Hauptwert PσH abhängt. 2

Den Abschluß dieser Betrachtungen möge der Beweis einer Ungleichung von Gårding
bilden, die im Zusammenhang mit der Lösung des Dirichlett-Problems bei elliptischen
ΨDO von zentraler Bedeutung ist.

Lemma K.4.6 (Gårdingsche Ungleichung) Seien f ∈ C∞0 (K) und Pσ ∈ Ψd(K)
ein elliptischer ΨDO auf K dann gilt:

a. ‖f‖d ≤ C(‖f‖0 + ‖Pσf‖0) ,

b. für d ≥ 0 ist ‖f‖0 + ‖Pσf‖0 eine zu ‖f‖d äquivalente Norm in Hd(K).

Beweis. a. sei φ(x) ∈ C∞0 (Ō) wieder eine Plateau-Funktion auf Ō, d.h. φ(x) = 1 auf
K ⊂ O, und sei Pσ ∈ Ψd(K) ein elliptischer ΨDO auf K, dann gilt

‖f‖d = ‖φf‖d = ‖φ(1− PτPσ)f + φPτPσf‖d

≤ ‖φ(1− PτPσ)f‖d + ‖φPτPσf‖d .

Für den ersten Summanden auf der rechten Seite gilt zunächst einmal ‖ · ‖d ≤ ‖ · ‖∞.
Da nun φ(x)(PτPσ − 1) ∈ Ψ−∞(K) ist, folgt mit Satz K.3.3 mit s = 0, d =∞:

‖φ(x)(PτPσ − 1)f‖d ≤ ‖φ(x)(PτPσ − 1)f‖∞ ≤ C1‖f‖0 .

Da φPτ ∈ Ψ−d(K) ist, folgt für den zweiten Summanden ‖φPτPσf‖d ≤ C2‖Pσf‖0 und
damit

‖f‖d ≤ C1‖f‖0 + C2‖Pσf‖0 ≤ C(‖f‖0 + ‖Pσf‖0) .

b. wenn Pσ ∈ Ψd(K) ein elliptischer ΨDO auf K mit d ≥ 0 ist, dann gilt ‖f‖0 ≤ ‖f‖d
und ‖Pσf‖0 ≤ C3‖f‖d, und mit a. folgt

‖f‖d ≤ C(‖f‖0 + ‖Pσf‖0) ≤ C4‖f‖d ,

also sind ‖f‖d und ‖f‖0 + ‖Pσf‖0 äquivalente Normen. 2
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L Wärmekern-Entwicklung und Indextheorem

L.1 Sir Michael Atiyah (*1929)

Abbildung L.1: M. Atiyah
G. Greuel (2007), CC-BY-SA-2.0 de

(Math. Inst. Oberwolfach)
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Michael_Francis_Atiyah]

Atiyah ist einer der einflußreichsten Mathema-
tiker des 20. Jh. und besonders interessiert am
Dialog zwischen der Mathematik und der theo-
retischen Physik. Siehe dazu etwa den neueren
Artikel von Atiyah mit Dijkgraaf und Hitchin
’Geometry and Physics’: Atiyah u. a. (2010).
Atiyah wurde in London geboren, verbrach-
te jedoch seine Schulzeit in Khartoum in Su-
dan und in Kairo in Ägypten. Zum Studium
der Mathematik kehrte er nach England zu-
rück und wurde bei Hodge in Cambridge pro-
moviert mit dem Thema: Some Applications
of Topological Methods in Algebraic Geome-
try. Er heiratete 1955 Lily Brown und hat
mit ihr drei Söhne. Es folgten Aufenthalte am
’Institute for Advanced Study’ in Princeton,
dann erneut an der ’Cambridge University’
und schließlich eine Professur an der ’University of Oxford’. Atiyah engagierte sich
auch gesellschaftspolitisch in der ’Pugwash Conferences on Science and World Affairs’.
Seine wichtigsten mathematischen Beiträge sind das Atiyah–Bott Fixpunkt-Theorem,
das Atiyah-Singer Index-Theorem (das uns hier interessieren soll), die topologische K-
Theorie zusammen mit Friedrich Hirzebruch, hyperbolische Differential-Gleichungen zu-
sammen mit Lars Gårding , Yang-Mills Theorien zusammen mit Jones, M-Theorie und
topologische Quantenfeld-Theorien zusammen mit Witten, und, und, und ...
Atiyah selbst nennt als die Mathematiker, die ihn am meisten beeinflußt haben: Rie-
mann, Hamilton, ganz besonders Weyl, und in der Gegenwart Penrose, Hörmander,
Connes und Bismut. Atiyah erhielt zahlreiche Preise, darunter 1966 die Fields-Medaille
und 2004 zusammen mit Singer den Abel-Preis. [Quelle: Wikipedia-Atiyah (2010)].

L.2 Wärmekern-Entwicklung

Satz L.2.1 Sei Â ein elliptischer, nichtnegativer Differential-Operator der Ordnung d
in einer n-dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit. Um die folgenden Überlegungen

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/2.0/de/legalcode
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möglichst einfach zu halten, nehmen wir hier an, daß Â keine Nullmoden habe, daß also
der Eigenwert 0 im Spektrum nicht vorkommen möge (ggf. gehen wir dabei von Â über
zu Â+ ..= Â−∑i | 0, i〉〈0, i |), und daß keine Randbedingungen vorliegen mögen, dann
gilt für t→ 0+ die folgende Wärmekern-Entwicklung:

K(x, x, t) =
∞∑
k=0

t
k−n
d bk(x) , (L.2.1)

K(t) ..= Sp(K(x, x, t)) =
∞∑
k=0

t
k−n
d Bk mit Bk ..=

∫
dx bk(x) . (L.2.2)

Die Koeffizienten Bk heißen Wärmekern- oder Seeley-Koeffizienten, und tau-
chen in der Literatur auch unter den folgenden Namen auf: Minakshisundaram-
Pleijel-Koeffizienten, Hadamard-Koeffizienten, Schwinger-DeWitt-Koeffizienten, Seeley-
DeWitt-Koeffizienten, Seeley-Gilkey-Koeffizienten.

Beweis. Für den Beweis orientieren wir uns an Gilkey (1995), Elizalde u. a. (1994),
S.285 ff., Kirsten (2002), S.20 ff. Wir wollen uns zunächst eine Näherungslösung für die
Resolvente R̂(λ) von Â verschaffen. Dazu wählen wir denWeg der Fouriertransformation
im Rahmen der elliptischen Pseudodifferential-Operatoren. Anschließend folgt mit Hilfe
von 6.6.7, bzw. 6.6.8:

K̂(t) = e−Ât = i

2π

∮
C

dλ e−λtR̂(λ) ,

K(x, y, t) = i

2π

∮
C

dλ e−λtR(x, y, λ) ,

K(t) = Sp(K(x, x, t)) = i

2π

∮
C

dλ e−λtR(λ) . (L.2.3)

Zur Definition der üblichen Multiindex-Schreibweise und Fouriertransformation F :
S(Rn) → S(Rn) auf dem Schwartz-Raum S(Rn) siehe K.1. Zur Definition des Symbols
σ(x, ξ) ∈ Sd linearer, partieller Differential-Operatoren (PDO) und Pseudodifferential-
Operatoren (ΨDO) siehe K.3. Wir wiederholen kurz einige Begriffe und Schreibweisen.

ξ ..= (ξ1, . . . , ξn) ,

ξ(x) ..= 〈x | ξ〉 ..= (2π)−n2 eixξ , (L.2.4)

Âu(x) ..= 〈x | Âu〉 =
∫
dnξ 〈x | Â | ξ〉〈ξ | u〉

=
∫
dnξ 〈x | Â | ξ〉 ũ(ξ) . (L.2.5)
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Es sei ũ(ξ) die Fouriertransformierte von u(x):

ũ(ξ) = 〈ξ | u〉 =
∫
dnx 〈ξ | x〉〈x | u〉 = (2π)−n2

∫
dnx e−ixξ u(x) , (L.2.6)

〈x | Â | ξ〉 =
∫
dnx′ 〈x | Â | x′〉〈x′ | ξ〉

=
∫
dnx′Axδ(x− x′)〈x′ | ξ〉 = Ax〈x | ξ〉

=.. σ(Ax, x, ξ)〈x | ξ〉 . (L.2.7)

Hier wurde der Begriff des Symbols σ(Ax, x, ξ) des Operators Â eingeführt, wobei davon
ausgegangen wurde, daß Â in der Ortsdarstellung diagonal ist (was ja für einen lokalen
Differential-Operator zutrifft). Für den Operator Ax aus K.1.1 folgt:

σ(Ax, x, ξ)〈x | ξ〉 = Ax〈x | ξ〉 = Ax (2π)−n2 eixξ

=
ω∑
|α|=0

aαξ
α (2π)−n2 eixξ ,

σ(Ax, x, ξ) =
d∑
|α|=0

aαξ
α mit ξα ..=

n∏
j=1

ξ
αj
j . (L.2.8)

Also ist σ(Ax, x, ξ) ein Polynom vom Grad d in ξ.
Mit dem Symbol schreibt sich nun K.1.7

Âu(x) =
∫
dnξ 〈x | Â | ξ〉 ũ(ξ)

=
∫
dnξ 〈x | ξ〉σ(Ax, x, ξ) ũ(ξ)

= (2π)−n2
∫
dnξ eixξ σ(Ax, x, ξ) ũ(ξ) . (L.2.9)

Wir sprechen von einem elliptischen DO oder elliptischen ΨDO, wenn das Symbol in den
ξj nur die 0 als einzige reelle Nullstelle hat, d.h. wenn das Symbol im Definitionsbereich
das Vorzeichen nicht wechselt.
Zur Lösung einer partiellen elliptischen Differentialgleichung der Form Axu(x) = f(x)
benötigen wir die Resolvente R(x, y, λ), d.h. den zu (Ax−λ) inversen Operator. Dieser
inverse Operator wird aber als Integral-Operator in der Regel kein elliptischer Ope-
rator mehr sein. Die Vereinheitlichung der Behandlung von Differential- und Integral-
Operatoren löst man im Rahmen der Theorie der oben eingeführten elliptischen ΨDO.
Ein großer Vorteil dieser ΨDO ist, daß die Klasse dieser Operatoren abgeschlossen ist
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( mod eines glättenden Operators, d.h. eines ΨDO mit Symbol der Klasse S−∞) bzgl.
der Addition, der Multiplikation, der Inversenbildung, der Adjungiertenbildung und der
Folgenbildung (siehe K.3).
Wir suchen jetzt die Resolvente R̂(λ), bzw. R(x, y, λ) in der Menge der pseudoellipti-
schen Operatoren.

(Â− λ1̂) R̂(λ) = 1̂ . (L.2.10)

Fouriertransformiert wird daraus

σ[(Â− λ1̂) R̂(λ)] = σ(1̂) = 1 . (L.2.11)

Um hiervon auf das Symbol σ[R̂(λ)] schließen zu können, benötigen wir einen Ausdruck,
der das Symbol eines Operatorproduktes mit den Symbolen der einzelnen Operatoren
verbindet. Sei also

Ax =
d∑
|α|=0

aα(x)Dα
x und Bx =

d′∑
|β|=0

bβ(x)Dβ
x , (L.2.12)

so folgt

AxBx =
d∑
|α|=0

d′∑
|β|=0

∑
γi≤αi

aα(x)
(
α1

γ1

)
· · ·

(
αn
γn

)  n∏
j=1

D
γj
xj bβ(x)

 n∏
j=1

D
αj−γj+βj
xj

 ,

σ(AxBx) =
d∑
|α|=0

d′∑
|β|=0

|α|∑
|γ|=0

 n∏
j=1

(
αj
γj

) aα(x) [Dγ
x bβ(x)]

[
ξα−γ+β

]

=
d∑
|α|=0

d′∑
|β|=0

|α|∑
|γ|=0

[
α!

γ!(α− γ)! aα(x) ξα−γ
] [
Dγ
x bβ(x) ξβ

]

=
d∑
|α|=0

|α|∑
|γ|=0

1
γ! [(iDξ)γ aα(x) ξα] [Dγ

x σ(Bx, x, ξ)] .

Wegen Dγ
ξ ξ

α = 0 für γ > α kann die Summationsgrenze der |γ|-Summe von |α| auf d
erhöht werden:

σ(AxBx) =
d∑
|α|=0

d∑
|γ|=0

1
γ! [(iDξ)γ aα(x) ξα] [Dγ

x σ(Bx, x, ξ)]

=
d∑
|γ|=0

1
γ! [(iDξ)γ σAx, x, ξ)] [Dγ

x σ(Bx, x, ξ)] . (L.2.13)



L.2 Wärmekern-Entwicklung 353

Diese Produktdarstellung des Symbols wollen wir jetzt auf unsere Gleichung L.2.11
anwenden. Zunächst schreiben wir

σ(Ax, x, ξ, λ) ..= σ(Ax − λ), x, ξ) =
d∑
j=0

aj(x, ξ, λ) mit (L.2.14)

aj(x, ξ, λ) =


∑
|α|=d aα(x)ξα − λ für j = d ,∑
|α|=j aα(x)ξα für 0 ≤ j < d .

(L.2.15)

Daraus folgt, daß die aj(x, ξ, λ) homogene Funktionen des Grades j in den Variablen ξ
und λ 1

d sind, denn

aj(x, cξ, (cλ
1
d )d) = cdaj(x, ξ, λ) . (L.2.16)

Für die σ(R, x, ξ, λ) machen wir einen Reihenansatz mit

σ(R, x, ξ, λ) ..=
∞∑
k=0

q−d−k(x, ξ, λ) , (L.2.17)

wobei wir von den q−d−k(x, ξ, λ) verlangen, daß sie ebenso wie oben die aj(x, ξ, λ) ho-
mogene Funktionen des Grades (−d − k) in den Variablen ξ und λ

1
d sein sollen. Die

Reihe startet bei q−d, damit wir gerade die richtigen Terme zur algebraischen Auflösung
in Bezug auf ad erhalten. Damit wird unsere Ausgangsgleichung L.2.11 zu:

σ[(Ax − λ)R(λ), x, ξ] =
d∑
|γ|=0

d∑
j=0

∞∑
k=0

1
γ! [(iDξ)γ aj(x, ξ, λ)] [Dγ

x q−ω−k(x, ξ, λ)] = 1 .

Diese Summe ordnen wir mit dem Index n nach Potenzen von ξ−1:

1 =
d∑

n=0

d∑
|γ|=0

d∑
j=0

∞∑
k=0

δn,γ−j+d+k
1
γ! [(iDξ)γ aj(x, ξ, λ)] [Dγ

x q−d−k(x, ξ, λ)] . (L.2.18)

Dies liefert uns das folgende algebraische Gleichungsystem zur sukzessiven Bestimmung
der q−d−k:

n = 0 ⇒ γ = k = 0, j = d : 1 = ad(x, ξ, λ) q−d(x, ξ, λ) . (L.2.19)

Für den Fall n ≥ 1 ⇒ k ≤ n schreiben wir die Summe als δk,n-Term + Rest, wobei
bei k = n gilt γ = 0, j = d:

0 = ad(x, ξ, λ) q−d−n(x, ξ, λ)

+
d∑
|γ|=0

d∑
j=0

n−1∑
k=0

δn,γ−j+d+k
1
γ! [(iDξ)γ aj(x, ξ, λ)] [Dγ

x q−d−k(x, ξ, λ)] . (L.2.20)
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Aus L.2.19 folgt

q−d(x, ξ, λ) = (
∑
|α|=d

aα(x)ξα − λ)−1 . (L.2.21)

Wir sehen, daß q−d(x, ξ, λ) wie gefordert eine homogene Funktion des Grades (−d) in
den Variablen ξ und λ 1

d ist. Die anderen q−d−k(x, ξ, λ) folgen sukzessive aus L.2.20 und
die Homogenität vom Grade −d− k von q−d−k(x, ξ, λ) in den Variablen ξ und λ 1

d folgt
durch Induktion. Auf diese Weise verschaffen wir uns also eine Näherungslösung von
σ(R, x, ξ, λ) als

σ(m)(R, x, ξ, λ) ..=
m∑
k=0

q−d−k(x, ξ, λ) (L.2.22)

und mit der Fourierrücktransformation eine Näherungslösung von R(x, y, λ) als

R(m)(x, y, λ) ..= 〈x | R̂(m)(λ) | y〉 =
∫
dξn 〈x | R̂(m)(λ) | ξ〉〈ξ | y〉

= (2π)−n2
∫
dξn σ(m)(R, x, ξ, λ)〈ξ | y〉

= (2π)−n
∫
dξn σ(m)(R, x, ξ, λ) eiξ(x−y) . (L.2.23)

Da eine Folge R(m)(x, y, λ) von Pseudodifferential-Operatoren wegen der Vollständigkeit
( mod ΨDO mit Symbol aus S−∞) asymptotisch gegen R(x, y, λ) geht, folgt damit
für den Wärmekern:

K(x, x, t) = i

2π

∮
C

dλ e−λtR(x, x, λ)

= i

(2π)n+1

∮
C

dλ e−λt σ(R, x, ξ, λ)

= i

(2π)n+1

∞∑
k=0

∮
C

dλ e−λt
∫
dξ q−d−k(x, ξ, λ) . (L.2.24)

Da nach Voraussetzung alle Eigenwerte von Â in der rechten Halbebene liegen, wählen
wir für die λ-Integration als Integrationsweg die imaginäre Achse von +i∞ bis −i∞ und
dann den im Unendlichen verlaufenden rechten Halbkreis. Wegen des starken Abfalls
des Integranden auf dem rechten Halbkreis für |λ| → ∞ verschwindet das Integral über
den rechten Halbkreis und wir erhalten mit λ ..= −i s:

K(x, x, t) = i

(2π)n+1

∞∑
k=0

−i∞∫
i∞

dλ e−λt
∫
dξ q−d−k(x, ξ, λ)
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= 1
(2π)n+1

∞∑
k=0

∞∫
−∞

ds eist
∫
dξ q−d−k(x, ξ,−is) .

Mit der Substitution u ..= ts, µ ..= t
1
d ξ und der Homogenitätseigenschaft der q−d−k(x, ξ, λ)

vom Grad (−d− k) in ξ und λ 1
d folgt

q−d−k(x, t−
1
dµ,−it−1u) = q−d−k(x, t−

1
dµ,−i(t− 1

du
1
d )d)

= t−
1
d

(−d−k) q−d−k(x, µ,−iu) .

Damit folgt schließlich für K(x, x, t)

K(x, x, t) = 1
(2π)n+1

∞∑
k=0

∞∫
−∞

(t−1)du eiu
∫

(t− 1
d )dµ t− 1

d
(−d−k) q−d−k(x, µ,−iu)

=
∞∑
k=0

t
k−n
d

1
(2π)n+1

∫
Rn
dµ

∞∫
−∞

du eiu q−d−k(x, µ,−iu)

K(x, x, t) =
∞∑
k=0

t
k−n
d bk(x) , (L.2.25)

bk(x) ..= 1
(2π)n+1

∫
Rn
dµ

∞∫
−∞

du eiu q−d−k(x, µ,−iu) , (L.2.26)

K(t) = Sp(K(x, x, t)) =
∫
Rn
dxK(x, x, t) =

∞∑
k=0

t
k−n
d Bk , (L.2.27)

Bk ..=
∫
Rn
dx bk(x) . (L.2.28)

2

Dies ist die berühmte Wärmekern-Entwicklung mit den Wärmekern- oder Seeley-
Koeffizienten Bk, bzw. bk(x).

Wenn (d − k) ungerade ist, gilt bk(x) = 0, da dann q−d−k(x, µ,−iu) in µ, ebenso wie
q−d−k(x, ξ, λ) in ξ, wegen der Homogenität eine ungerade Funktion ist und die Integra-
tion über µ, bzw. über ξ gerade Null ergibt. Wenn jetzt, wie häufig in der Physik, d = 2
ist, dann sind also alle bk(x) = 0, wenn k ungerade ist.

Dies gilt natürlich in der Regel nicht mehr in Fällen mit Randbedingungen - dazu siehe
etwa Elizalde u. a. (1994), Kirsten (2002), Vassilevich (2003).
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Gelegentlich taucht in der Literatur statt der Reihenentwicklung L.2.25 mit ganzzahli-
gen Indizes k auch eine Reihenentwicklung mit rationalen Indizes k′ = k/d auf, insbe-
sondere halbzahlige Indizes k′ = k/2 im Fall von d = 2:

K(x, x, t) =
∞∑

k′=0,1/2,
tk
′−n2 εb̃k′(x) . (L.2.29)

Wir werden von dieser Darstellung mit rationalen Indizes keinen Gebrauch machen.

L.3 Indextheorem

Die verschiedenen Index-Theoreme (Atiyah-Singer, et.al.) verbinden die Theorie der
elliptischen Differential-Operatoren mit der algebraischen Topologie und gehören zu
den größten mathematischen Entdeckungen des 20. Jahrhunderts. Im Jahr 1966 erhielt
Atiyah hierfür die Fields-Medaille und im Jahr 2004 zusammen mit Singer den Abel-
Preis. Hier soll nur für einen einfachsten Fall ohne Randbedingungen der analytische
Index berechnet werden und gezeigt werden, daß diese natürliche Zahl invariant ist unter
stetigen Änderungen des Differential-Operators, solange dieser nur elliptisch bleibt.
Wir folgen hier im Wesentlichen der Darstellung von Schwarz (1993), S.163 ff. und
Nakahara (2003), S.472 ff.
Sei Â ein elliptischer Differential-Operator der Ordnung d auf einer n-dimensionalen
kompakten Mannigfaltigkeit. Um die folgenden Überlegungen möglichst einfach zu hal-
ten, nehmen wir hier an, daß keine Randbedingungen vorliegen mögen. Der Kern von Â
werde bezeichnet als Ker(Â) und ist die Menge der nichttrivialen Lösungen der homoge-
nen Gleichung Â | ϕ〉 = 0, in der Physik auch als die Menge der Nullmoden bezeichnet.
Die Dimension des Kerns von Â wird bezeichnet als l(Â) ..= dim Ker(Â). In der Theorie
der elliptischen Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten wird bewiesen, daß die
Eigenräume zu allen Eigenvektoren endlichdimensional sind, daß also auch l(Â) eine
endliche Zahl ist. Weiter gebe es ein Skalarprodukt und bezüglich diesem auch einen
adjungierten Operator Â†. Der Index von Â kann definiert werden als:

index Â ..= l(Â)− l(Â†) . (L.3.1)

Für das Weitere möchten wir die Wärmekern-Entwicklung anwenden. Da diese aber nur
für nichtnegative, elliptische Operatoren gilt, betrachten wir die Operatoren Ĉ ..= Â†Â
und Ĉ† ..= ÂÂ†. Beides sind nichtnegative, elliptische Operatoren und es gilt:

index Â = l(Â†Â)− l(ÂÂ†) . (L.3.2)

Beweis.

Â | ϕ〉 = 0 ⇒ Â†Â | ϕ〉 = 0

Â†Â | ϕ〉 = 0 ⇒ 〈ϕ | Â†Â | ϕ〉 = 〈Âϕ | Âϕ〉 = 0 ⇒ Â | ϕ〉 = 0
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⇒ l(Â†Â) = l(Â) und analog l(ÂÂ†) = l(Â†) . (L.3.3)

Weiter haben die Operatoren Ĉ und Ĉ† auch die gleichen positiven Eigenwerte (λn > 0)
mit der gleichen Multiplizität, denn

Â†Â | ϕ〉 = λ | ϕ〉 ⇒ (ÂÂ†)Â | ϕ〉 = λÂ | ϕ〉 ⇒

(ÂÂ†) | ϕ′〉 = λ | ϕ′〉 ⇒ Spektrumλn>0(Ĉ) = Spektrumλn>0(Ĉ†) . (L.3.4)
Nebenbei: dies können wir als eine sehr einfach Form der Supersymmetrie auffassen.
Für diese nichtnegativen Ĉ ..= Â†Â können wir die zugeordnete Wärmegleichung 6.6.3
untersuchen:

(Ĉ + ∂

∂t
)K̂(t) = 0 mit K̂(0) = 1̂ ⇒

K̂(t) = e−Ĉt =
∑
i

e−λit | ϕi〉〈ϕi | ⇒

K(t) = Sp K̂(t) = Sp e−Ĉt = Sp (
∑
i

e−λit | ϕi〉〈ϕi |) =
∑
i

e−λit

= l(Ĉ) +
∑
i,λi>0

e−λit . (L.3.5)

Weil nun das Spektrum der Operatoren Ĉ und Ĉ† für positive Eigenwerte λi > 0
übereinstimmt, können wir schreiben:

index Â = l(Â)− l(Â†) = l(Â†Â)− l(ÂÂ†) = l(Ĉ)− l(Ĉ†)

= Sp e−Ĉt − Sp e−Ĉ†t . (L.3.6)
Da sich die Summen über die positiven Eigenwerte gerade aufheben ist dieser Aus-
druck tatsächlich unabhängig von t. Schließlich können wir in L.3.6 die Wärmekern-
Entwicklung L.2.2 einsetzen und erhalten wegen der t-Unabhängigkeit:

index Â =
∞∑
k=0

t
k−n
d B(Ĉ)k −

∞∑
k=0

t
k−n
d B(Ĉ†)k ⇒

index Â = B(Ĉ)n −B(Ĉ†)n . (L.3.7)
2

Für einen Laplace-Operator in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit ergibt sich also:
index Â = B(Ĉ)4 −B(Ĉ†)4 . (L.3.8)

Die rechte Seite von L.3.7 stellt eine topologische Invariante dar, in die nur die Ko-
effizienten bzw. Koeffizienten-Funktionen des Differential-Operators und die Metrik
des Raumes eingehen - dies ist gerade die Aussage des berühmten Indextheorems von
Atiyah-Singer.
Für Verallgemeinerungen, die insbesondere Randbedingungen mit berücksichtigen, siehe
etwa: Gilkey (1995), Kirsten (2002).





M Funktionalableitung

M.1 Funktionalableitung oder Fréchet-Ableitung

Die Funtionalableitung oder Fréchet-Ableitung eines Operators entspricht seiner Linea-
risierung. Seien H1 und H2 zwei Hilbert-Räume mit den jeweiligen Normen ‖ · ‖1 und
‖ · ‖2. (Zur Definition der Fréchet-Ableitung genügen bereits normierte Räume.) Sei
F : Ω ⊆ H1 → H2 eine im allgemeinen nichtlineare Abbbildung von Ω ⊆ H1 nach
H2 und seien die Vektoren | φ〉, | ψ〉 und (| φ〉+ | ψ〉) alle Elemente aus Ω. Wenn es
nun eine lineare, stetige Abbildung DF (| φ〉) : Ω ⊆ H1 → H2 gibt, so daß diese eine
Tangente an die Abbildung F an der Stelle | φ〉 ist, dann heißt F differentierbar bei
| φ〉 und DF (| φ〉) die Ableitung von F an der Stelle | φ〉.

Definition M.1.1 Wenn also ein DF (| φ〉) : Ω ⊆ H1 → H2 existiert, welches linear
ist (bzw. kürzer gesagt DF : Ω ⊆ H1 → L (H1,H2)), welches stetig ist und für welches
der folgende Grenzwert existiert

lim
‖|ψ〉‖1→0

‖F (| φ〉+ | ψ〉)− F (| φ〉)−DF (| φ〉) | ψ〉‖2

‖ | ψ〉‖1
= 0 , (M.1.1)

bzw. mit ε : R→ R und lim
x→0

ε(x) = 0 für alle ‖ | ψ〉‖1 < δ :

‖F (| φ〉+ | ψ〉)− F (| φ〉)−DF (| φ〉) | ψ〉‖2 ≤ ‖ | ψ〉‖1 ε(‖ | ψ〉‖1) . (M.1.2)

dann heißt dieses DF (| φ〉) die Ableitung von F an der Stelle | φ〉.

Wenn F differentierbar ist, dann ist F auch stetig, denn aus M.1.2 folgt:

‖F (| φ〉+ | ψ〉)− F (| φ〉)‖2 ≤ ‖ | ψ〉‖1 ε(‖ | ψ〉‖1) + ‖DF (| φ〉)‖ · ‖ | ψ〉‖1 ,

lim
‖|ψ〉‖1→0

‖F (| φ〉+ | ψ〉)− F (| φ〉)‖2 = 0 . (M.1.3)

Wenn F differentierbar ist, dann existiert die folgenden Richtungsableitung von F in
Richtung | ψ〉 und ist mit der Ableitung aus M.1.1 identisch:

DF (| φ〉) | ψ〉 = d

dt
(F (| φ〉+ t | ψ〉))

∣∣∣∣∣
t=0

. (M.1.4)
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Beweis. Wir setzen in der obigen Definition von M.1.1 | ψ〉 → t | ψ〉:

lim
t‖|ψ〉‖1→0

‖F (| φ〉+ t | ψ〉)− F (| φ〉)− tDF (| φ〉) | ψ〉‖2

t‖ | ψ〉‖1
= 0 ⇒

lim
t→0
‖1
t

(F (| φ〉+ t | ψ〉)− F (| φ〉))−DF (| φ〉) | ψ〉‖2 = 0 ⇒

‖ d
dt

(F (| φ〉+ t | ψ〉))
∣∣∣∣∣
t=0
−DF (| φ〉) | ψ〉‖2 = 0 ⇒

DF (| φ〉) | ψ〉 = d

dt
(F (| φ〉+ t | ψ〉))

∣∣∣∣∣
t=0

. 2

Die Ableitung DF (| φ〉) an der Stelle | φ〉 ist definitionsgemäß linear in Bezug auf das
Argument | ψ〉, die Richtung, (und nicht etwa in Bezug auf die Stelle | φ〉,) also:

DF (| φ〉)(α1 | ψ1〉+ α2 | ψ2〉) = α1DF (| φ〉) | ψ1〉+ α2DF (| φ〉) | ψ2〉) .

Bei fixierter Richtung | ψ1〉 ∈ Ω ⊆ H1 ist DF (·) | ψ1〉 wieder eine Abbildung von
Ω ⊆ H1 → H2 und wir können also die Ableitung von DF (·) | ψ1〉 bestimmen, welche
dann die 2. Ableitung von F ist. Wenn also ein D2F (| φ〉) : Ω × Ω ⊆ H1 × H1 → H2
existiert, welches linear und stetig ist und für welches der folgende Grenzwert existiert

lim
‖|ψ2〉‖1→0

‖DF (| φ〉+ | ψ2〉) | ψ1〉 −DF (| φ〉) | ψ1〉 −D2F (| φ〉) | ψ1〉 | ψ2〉‖2

‖ | ψ2〉‖1
= 0 ,

(M.1.5)

dann heißt dieses D2F (| φ〉) die 2. Ableitung von F an der Stelle | φ〉.
Folgerung:
Wenn F linear ist, also F (α1 | φ〉+ α2 | ψ〉) = α1F (| φ〉) + α2F (| ψ〉), dann können wir
F (| φ〉) = F | φ〉 schreiben. Und weiter folgt aus M.1.1 sofort, daß F (| ψ〉) = F | ψ〉 =
DF (| φ〉) | ψ〉 für alle | φ〉 ∈ Ω ⊆ H1, d.h. DF (| φ〉) = F ist unabhängig von der Stelle
| φ〉 ∈ Ω ⊆ H1.
Für die zweite Ableitung eines linearen Operators F folgt wegen DF (| φ〉+ | ψ2〉) =
DF (| φ〉) mit M.1.5, daß D2F ein Null-Operator ist.

Besonders häufig kommt der Fall vor, daß H2 = R ist, daß also F ein nichtlineares
Funktional auf H1 ist. Dann ist DF ein lineares Funktional auf H1 und wird häufig
als δF bezeichnet, als Differential von F , also δF : Ω ⊆ H1 → H∗1 = L (H1,R).
Entsprechend wird δF (| φ〉) mit δF (| φ〉) : Ω ⊆ H1 → R als das Differential von F an
der Stelle | φ〉 bezeichnet.
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Da δF (| φ〉) nun ein Element aus H∗1 ist, dem Dualraum von H1, kann man für δF (| φ〉)
auch die folgende Dirac-Schreibweise einführen:

〈δF
δφ
| ..= δF (| φ〉) , (M.1.6)

und damit schreibt sich die Ableitung von F an der Stelle | φ〉 in Richtung | ψ〉 als

δF (| φ〉) | ψ〉 = d

dt
F (| φ〉+ t | ψ〉) = 〈δF

δφ
| ψ〉 , (M.1.7)

oder wenn wir von H1 auf auf den Raum der quadratintegrablen Funktionen
L2(Ω ⊂ Rn) übergehen

〈δF
δφ
| ψ〉 =

∫
dx 〈δF

δφ
| x〉〈x | ψ〉 =

∫
dx

δF

δφ
(x)ψ(x) . (M.1.8)

Beispiel (1): sei H1 = Rn und | x〉 ..=| x1, . . . , xn〉, dann folgt

δF (| x1, . . . , xn〉) | y1, . . . , yn〉 = d

dt
F (| x1 + ty1, . . . , xn+tyn〉)

=
n∑
i=1

∂F (| . . . , xi + tyi, . . .〉)
∂(xi + tyi)

∣∣∣∣∣
t=0

yi

= 〈−→∇F (| x1, . . . , xn〉) | y1, . . . , yn〉 ,

δF (| x1, . . . , xn〉) = −→∇F (| x1, . . . , xn〉) . (M.1.9)
2

Also ist im Falle des Rn das Differential von F an der Stelle | x〉 gerade der Gradient
von F nach | x〉.

Beispiel (2):

Fy(| φ〉) ..= 〈y | φ〉 = φ(y) ⇒

δFy(| φ〉) | ψ〉 = 〈δFy
δφ
| ψ〉 =

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt
(φ(y) + tψ(y))

∣∣∣∣∣
t=0

= ψ(y) =
∫
dx δ(x− y)ψ(x) ⇒

δφ(y)
δφ

(x) = δ(x− y) . (M.1.10)
2
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Beispiel (3):

Fy(| φ〉) ..= g(φ(y)) ⇒

δFy(| φ〉) | ψ〉 = 〈δFy
δφ
| ψ〉 =

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt
g(φ(y) + tψ(y))

∣∣∣∣∣
t=0

= g′(φ(y))ψ(y)

=
∫
dx δ(x− y) g′(φ(y))ψ(y) ⇒

δg(φ(y))
δφ

(x) = g′(φ(x)) δ(x− y) . (M.1.11)
2

Beispiel (4):

Fy(| φ〉) ..= 〈y | φ′〉 = φ′(y) ⇒

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt
(φ′(y) + tψ′(y))

∣∣∣∣∣
t=0

= ψ′(y) =
∫
dx δ(x− y)ψ′(x)

= −
∫
dx δ′(x− y)ψ(x) ,

(sofern δ(x− y)ψ(x) = 0 für x ∈ Rand) ⇒

δφ′(y)
δφ

(x) = −δ′(x− y) . (M.1.12)
2

Beispiel (5):

Fy(| φ〉) ..= 〈y | φ′′〉 = φ′′(y) ⇒

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt
(φ′′(y) + tψ′′(y))

∣∣∣∣∣
t=0

= ψ′′(y) =
∫
dx δ(x− y)ψ′′(x)
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=
∫
dx δ′′(x− y)ψ(x) ,

(sofern δ(x− y)ψ′(x) = δ′(x− y)ψ(x) = 0

für x ∈ Rand)⇒

δφ′′(y)
δφ

(x) = δ′′(x− y) . (M.1.13)
2

Beispiel (6):

F (| φ〉) ..=
∫
dx φm(x) ⇒

∫
dx

δF

δφ
(x)ψ(x) = d

dt
F (| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
dx (φ(x) + tψ(x))m

∣∣∣∣∣
t=0

=
∫
dx n (φ(x) + tψ(x))m−1

∣∣∣
t=0

ψ(x)

=
∫
dx nφm−1(x)ψ(x) ⇒

δ

δφ(x)

∫
dx φm(x) = mφm−1(x) . (M.1.14)

2

Beispiel (7):

F (| φ〉) ..=
∫
dx (dφ(x)

dx
)m =

∫
dx (φ′(x))m ⇒

∫
dx

δF

δφ
(x)ψ(x) = d

dt
F (| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
dx ((φ(x) + tψ(x))′)m

∣∣∣∣∣
t=0

=
∫
dxn((φ′(x) + tψ′(x)))m−1 d

dx
ψ(x)

∣∣∣∣∣
t=0

=
∫
dxn(φ′(x))m−1 d

dx
ψ(x) = −

∫
dxn

d

dx
(φ′(x))m−1 ψ(x) ,

(sofern (φ′(x))m−1 ψ(x) für x ∈ Rand verschwindet) ⇒

δ

δφ(x)

∫
dx (φ′(x))m = −m d

dx
(φ′(x))m−1 . (M.1.15)

2
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Beispiel (8):

F (| φ〉) ..=
∫
dx g(φ(x)) ⇒

∫
dx

δF

δφ
(x)ψ(x) = d

dt
F (| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
dx g(φ(x) + tψ(x))

∣∣∣∣∣
t=0

=
∫
dx g′(φ(x) + tψ(x)))ψ(x)

∣∣∣∣
t=0

=
∫
dx g′(φ(x))ψ(x) ⇒

δ

δφ(x)

∫
dx g(φ(x)) = g′(φ(x)) . (M.1.16)

2

Beispiel (9): Wirkungs-Funktional:

S(r) ..=
∫
dt L(r(t), ṙ(t)) ..=

∫
dt [m2 (d r(t)

dt
)2 − V (r(t))] ⇒

mit M.1.15 und M.1.16 folgt:

δS(r)
δr

(t) = −m d

dt
(d r(t)
dt

)− d V (r(t))
dr

= −md2 r(t)
dt2

− dV (r(t))
dr

. (M.1.17)

Eine Nullstelle der Funktionalableitung des WirkungsFunktionals S(r), also δS
δr

(t) =
0, führt also gerade auf die Bewegungsgleichung m ṙ2(t) = −dV/dr. Für die zweite
Funktionalableitung von S ergibt sich mit M.1.13 und M.1.11:

δ2S(r)
δr(t1) δr(t2) = δ

δr(t1) [−md2 r(t2)
dt22

− dV (r(t2))
dr

]

= −mδ′′(t1 − t2)− d2V (r(t2))
dr2 δ(t1 − t2)

= (−m d2

dt21
− d2V (r(t1))

dr2 ) δ(t1 − t2) (M.1.18)

..= S
(2)
loc (r(t1)) δ(t1 − t2) . (M.1.19)

Damit ergibt sich für die quadratischen Fluktuationen der Wirkung (wiederum unter
der Voraussetzung, daß r(t) = 0 auf dem Rand):

∫
dt1 dt2

δ2S(r)
δr(t1) δr(t2) r(t1) r(t2) =

∫
dt1 dt2 r(t2)S(2)

loc (r(t1)) δ(t1 − t2) r(t1)
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=
∫
dt r(t)S(2)

loc (r(t)) r(t)

=
∫
dt [−mr(t) d

2r(t)
dt2

− d2V (r(t))
dr2 r(t)2]

=
∫
dt [m (dr(t)

dt
)2 − d2V (r(t))

dr2 r(t)2] . (M.1.20)
2

Beispiel (10): Integralkern:

Fy(| φ〉) ..=
∫
dxK(y, x)φ(x) ⇒

∫
dx

δFy
δφ

(x)ψ(x) = d

dt
Fy(| φ〉+ t | ψ〉)

∣∣∣∣∣
t=0

= d

dt

∫
dxK(y, x)(φ(x) + tψ(x))

∣∣∣∣∣
t=0

=
∫
dxK(y, x)ψ(x) ⇒

δ

δφ(x)

∫
dxK(y, x)φ(x) = K(y, x) . (M.1.21)

2

Für Funktionalableitungen gilt auch eine Produktregel. Seien F und G Abbildungen
mit F : Ω1 ⊆ H1 → Ω2 ⊆ H2 und G : Ω2 ⊆ H2 → H3 und seien | φ〉, | ψ1〉 ∈ Ω1 und
F | φ〉, | ψ2〉 ∈ Ω2. Sei weiter G ◦ F : Ω1 ⊆ H1 → H3 die Produktabbildung von F und
G, dann gilt:

δ(G ◦ F )
δφ

| ψ1〉 = δG

δ(F | φ〉)
δF

δφ
| ψ1〉 oder δ(G ◦ F )

δφ
= δG

δ(F (φ))
δF

δφ
. (M.1.22)

Beweis.

δ(G ◦ F )
δφ

| ψ1〉 = d

dt
G(F (| φ〉+ t | ψ1〉))

∣∣∣∣∣
t=0

= lim
t→0

1
t
G(F (| φ〉+ t | ψ1〉))

∣∣∣∣
t=0

.

Weil G und F stetig sind folgt

δ(G ◦ F )
δφ

| ψ1〉 = lim
t→0

1
t
G(F (| φ〉) + t

δF

δφ
| ψ1〉))

∣∣∣∣∣
t=0
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und mit

| ψ2〉 ..=
δF

δφ
| ψ1〉

folgt

δ(G ◦ F )
δφ

| ψ1〉 = lim
t→0

1
t
G(F (| φ〉) + t | ψ2〉))

∣∣∣∣
t=0

= δ(G)
δF (| φ〉) | ψ2〉 = δ(G)

δF (| φ〉)
δF

δφ
| ψ1〉 . 2

M.2 Funktional-Differentialgleichungen

Seien F , δ(F )
δφ

und f Abbildungen von Ω1 ⊆ L2 → R. Die Funktionalableitung schreibt
sich dann:

δF

δφ
(ψ) = δF (| φ〉) | ψ〉 = 〈δF

δφ
| ψ〉 .

Eine Möglichkeit, eine Funktional-Differentialgleichung 1. Ordnung zu definieren, ist die
folgende:

〈δF
δφ
| ψ〉 = 〈f | ψ〉 . (M.2.1)

Wenn wir jetzt als Urbildraum den Raum Rn anstelle von L2 nehmen, wird unsere
Funktional-Differentialgleichung zu einem n-dimensionalen System gekoppelter partiel-
ler Differentialgleichungen 1. Ordnung:

φ, ψ ∈ Rn, F,
δF

δφ
, f1, . . . , fn : Ω1 ⊆ Rn → R .

Mit {ei}i∈<1,n> bezeichnen wir eine Basis in Rn, mit {ej}j∈<1,n> eine Basis im Dualraum,
der ja ebenfalls Rn ist. Seien also:

φ =
n∑
i=1

φiei , f =
n∑
j=1

fje
j ,

δF

δφ
=

n∑
j=1

(δF
δφ

)jej ⇒

δF

δφ
(ei) = 〈δF

δφ
| ei〉 = d

dt
F (φ1, . . . , φi + t, . . . , φn) = ∂F (φ1, . . . , φn)

∂φi
.

Damit wird aus der Funktional-Differentialgleichung M.2.1

〈δF
δφ
| ei〉 = 〈f | ei〉 ⇒ ∂F (φ1, . . . , φn)

∂φi
= fi(φ1, . . . , φn), i = 1, . . . , n (M.2.2)
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ein n-dimensionalen System gekoppelter partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung.
Ganz entsprechend können wir eine Funktional-Differentialgleichung M.2.1 mit Funk-
tionalen von L2 → R als ein ∞-dimensionales System gekoppelter partieller Differenti-
algleichungen 1. Ordnung ansehen.

Beispiel: Sei fi(φ1, . . . , φn) = µF (φ1, . . . , φn), dann folgt:

∂F (φ1, . . . , φn)
∂φi

= µF (φ1, . . . , φn) . (M.2.3)

Zur Lösung machen wir den Ansatz der Trennung der Variablen. Dadurch faktorisieren
wir das Funktional F :

F (φ1, . . . , φn) = F1(φ1) · · ·Fn(φn) ,

und wir erhalten das entkoppelte System partieller Differentialgleichungen

∂Fi(φi)
∂φi

= µFi(φi)

mit der Lösung

Fi(φi) = eµφ
i ⇒

F (φ1, . . . , φn) =
n∏
i=1

Fi(φi) =
n∏
i=1

eµφ
i = eµ

∑n

i=1 φ
i

, (M.2.4)

bzw. in L2 anstelle von Rn:

F (φ) = eµ
∫
dxφ(x) . (M.2.5)

2





N Literatur zur Funktionalintegration

Auf eine gewisse Weise kann man die Funktionalintegration als die inverse Operation
zur Funktionalableitung sehen. Für Physiker ist das von Feynman eingeführte Funktio-
nalintegral eine große Quelle der Inspiration und aus der statistischen Physik und den
Quantenfeldtheorien gar nicht mehr wegzudenken. Physikalische Bücher zu Pfadinte-
gralen, die mir hilfreich waren sind:
• Kleinert (2006), Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics, Polymer Phy-

sics, and Financial Markets:
Dieses 1547 Seiten dicke (und schwere) Buch gilt zu Recht für Physiker als die
Bibel der Funktionalintegrale. Es ist sehr gut und lesbar geschrieben und geht auf
viele konkrete physikalische Anwendungen ein, allerdings nicht auf die QFT.
• Roepstorff (1992), Pfadintegrale in der Quantenphysik:

Ein älteres, gut lesbares und gründliches Lehrbuch. Es enthält auch die Anwen-
dung der Pfadintegrale auf die QFT von Bosonen, Fermionen und nichtabelschen
Eichtheorien. Leider gibt es von diesem schönen Buch keine Neuauflage mehr,
sondern nur noch einzelne antiquarische Exemplare.
• Schulman (2005), Techniques and Applications of Path Integration:

Von diesem hilfreichen Buch erschien erfreulicherweise 2005 ein Nachdruck der
Ausgabe von 1981 mit einigen neuen Anhängen. Schulman diskutiert sehr viele
hochinteressante Anwendungen der Pfadintegrale, z.B. etwa in der geometrischen
Optik, und er gibt gute Literaturangaben. Andererseits deutet er viele Beweise
nur an und behandelt auch die QFT nicht.
• Grosche u. Steiner (1998), Handbook of Feynman Path Integrals:

Steiner hat auf 154 Seiten eine unbedingt lesenswerte Einführung zur Theorie der
Pfadintegrale verfaßt, in welcher die historischen Bemerkungen, die Einführung
in Transformationstechniken und eine Beschreibung der Semiklassischen Näherun-
gen bis hin zur Gutzweilerschen Spur-Formel besonders hevorragen. Dann folgen
umfangreiche Integraltafeln und am Schluß die mit fast 1000 Referenzen viel-
leicht umfangreichste Bibliographie zu Pfadintegralen. Leider erscheint mir der
vom Springer-Verlag verlangte Preis von 245.-e doch unangemessen hoch.
• Cartier u. DeWitt-Morette (2006), Functional Integration:

Cécille DeWitt Morette hat ihr ganzes akademisches Leben lang, seit 1948, über
die vielfältigen physikalischen und mathematischen Fragen der Pfadintegrale ge-
forscht. In diesem Alterswerk legt sie zusammen mit dem Mathematiker Pierre
Cartier eine mathematisch saubere, lesbare(!) und inspirierende Zusammenfas-
sung ihres Lebenswerks zur Funktionalintegration vor. Ein großes Geschenk für
alle Freunde und Freundinnen der mathematischen Physik.
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• Klauder (2010), A Modern Introduction to Functional Integration:
Dieses ganz neu erschienen Werk von John Klauder ist für Physiker vielleicht
leichter lesbar als Cartier u. DeWitt-Morette (2006), klärt aber doch viele Fragen
zur Funktionalintegration. Besonderes Gewicht legt Klauder auf das Pfadintegral
mit kohärenten Zuständen, dessen Theorie er ja ganz wesentlich entwickelt und
ausgebaut hat. Aktuell und interessant sind auch Klauders Gedanken in seinem
letzten Kapitel „A Modern Approach to Nonrenormalizable Models”.

Nun, solange man die Theorie einfach auf einem endlichen Gitter mit der Gitterkon-
stanten a entwickelt, ist ja alles recht einfach und durchsichtig - die Probleme entstehen
erst beim Kontinuum-Limes, also bei lima→0. Kac soll dazu gesagt haben: „When in
doubt, discretize.” (Schulman (2005), S. 394). Schon Feynman erkannte, daß die Frage
dieses Grenzübergangs, bei der aus den endlichen Summationen nun Integrationen über
Funktionenräume werden, mathematisch schwierig und bislang nicht wirklich verstan-
den war. Für Mathematiker sind alle „Beweise” von Physikern zur Funktionalintegra-
tion einfach nur schlichte Heuristik. Viele der mir offenen Fragen scheinen die schönen
Bücher von Klauder (2010) und Cartier u. DeWitt-Morette (2006) zu klären.
Für mich sehr hilfreich waren die Bemerkungen von Zeidler (2006) in seinem wunder-
baren Buch „Quantum Field Theory I, Basics in Mathematics and Physics” , und daher
soll hier ein Zitat von Zeidler (S. 14-15) diesen kleinen Anhang zur Funktionalintegra-
tion beschließen:

„Another typical feature of physical mathematics is the description of many-
particle systems by partition functions which encode essential information.
As we will show, the Feynman functional integral is nothing other than a
partition function which encodes the essential properties of quantum fields.
From the physical point of view, the Riemann zeta function is a partition
function for the infinite system of prime numbers. ...
Summarizing I dare say that
The most important notion of modern physics is the Feynman functional
integral as a partition function for the states of many particle systems.
It is a challenge of mathematics to understand this notion in a better way
than known today.”
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