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1 Einfihrung

»,The Zeta function is probably the most challenging and mysterious
object of modern mathematics, in spite of its utter simplicity.”

Gutzwiller| (1990)),
Chaos in Classical and Quantum Mechanics, S. 308.

y,dome decades ago I made - somewhat in jest - the suggestion that one
should get accepted a non-proliferation treaty of Zeta functions.
There was becoming such an overwhelming variety of these objects.”

Atle Selberg, zitiert nach Baez (2005)).

In den Kurs-Vorlesungen zur Theoretischen Physik taucht in der Thermodynamik ge-
legentlich und recht unvermittelt eine fiir Physiker etwas ungewohnte mathematische
Funktion auf, die Riemannsche Zeta-Funktion ((x):

e ((2) im Hochtemperatur-Limes in der Zustandsdichte fiir den harmonischen Os-
zillator,

o ( (%) in der Zustandsdichte fiir ein freies Bosonen-Gas,

e ((4) im Zusammenhang mit dem Integral iiber die Stahlungsdichte der Planck-
schen Schwarzkorperstrahlung.

Dies legt die Frage nahe, was es mit dieser Zeta-Funktion auf sich hat und ob es tiefer
liegende Griinde fiir ihr Auftauchen in der Thermodynamik gibt. Tatsédchlich erweisen
sich diese Riemannsche Zeta-Funktion und moderne Erweiterungen, wie die 'spektrale
Zeta-Funktion” von Laplace-Operatoren als sehr interessante und tiefgriindige Objekte,
die komplexe Analysis, Zahlentheorie, Differentialgeometrie, Topologie, Quantentheorie,
Quantenfeldtheorie und Chaostheorie miteinander verkniipfen und deren Eigenschaften,
wie etwa die Riemannsche Vermutung, bis heute Gegenstand der Forschung sind.

Diese kleine, hier vorgelegte Arbeit wendet sich an Physik-Studenten und Physiker,
die einen leichten Zugang zur Welt der Zeta-Funktionen suchen. Es werden auf einfa-
chem Niveau einige Beispiele zum Auftreten der Riemannschen Zeta-Funktion aus der
Quantentheorie der Bosonen-Einteilchen und Vielteilchen-Systeme prasentiert. Ausge-
hend vom harmonischen Oszillator fithrt der Weg iiber kohérente Zustédnde, Phasen-
Operatoren und schliefflich zur Vielteilchen-Pfadintegral-Darstellung mit kohérenten



14 1 FEinfiihrung

Zustanden und der Zustandssumme freier Bosonen. Darauf folgt eine einfache Ein-
filhrung in die Theorie der spektralen Zeta-Funktion mit den Beispielen des Casimir-
Effektes und der euklidischen Pfadintegral-Darstellung des harmonischen Oszillators.
Darauf folgt ein einfacher Einstieg in die spektrale Zeta-Funktion im Rahmen der se-
miklassischen Néherung in der Quantenfeldtheorie, also im Rahmen der 1-Schleifen-
Néherung und des effektiven Potentials. Den Schluf bildet eine Einfithrung in determi-
nistische dynamische Systeme, sowohl klassisch, als auch quantenmechanisch semiklas-
sisch mit der Gutzwillerschen Spurformel und den entsprechenden dynamischen oder
Ruelleschen Zetafunktionen.

In den Anhéngen finden sich Einfithrungen in die Mathematik der Gamma-Funktion,
der Riemannschen Zeta-Funktion, der Mellin-Integral-Transformation, der asymptoti-
schen Entwicklungen, insb. der Methode der stationdren Phase und der Sattelpunktme-
thode und ein einfacher Zugang zur Entwicklung des Warmekerns (Wéarmekern- oder
Seeley-Koeffizienten) und des Indextheorems fiir elliptische Differential-Operatoren.

Alle Ergebnisse werden aus elementaren Kenntnissen der Quantentheorie ausfiihrlich
hergeleitet, auch wenn dadurch mancher Beweis etwas langer wird. Fiir die meisten
mathematischen Anhénge werden nur einfache Kenntnisse aus Analysis und Funk-
tionentheorie vorausgesetzt. Die Anhédnge zur Theorie der Fredholm-Operatoren und
Pseudodifferential-Operatoren sind mathematisch etwas anspruchsvoller, aber nicht not-
wendig zum Verstandnis der tibrigen Kapitel.

Danksagung:

Ich bedanke mich von Herzen bei meinem Vater Manfred Schiekel und meinen verehrten
Lehrern Adolf Schlinger, Kurt Hawlitschek, Karl Kraus und Helmut Bross, welche meine
Liebe zu Physik und Mathematik geweckt und geférdert haben.

Ein spezieller Dank geht an die ITEX- und LyX-Community fiir die wunderbaren Open-
Source Programme und die immer hilfreiche und freundliche Unterstiitzung!

Kommentare und Fehlerhinweise sind willkommen unter: mb.schiekel@arcor.de

Moge diese kleine Arbeit hilfreich sein. Viel Freude bei der Lektiire!



2 Der Harmonische Oszillator

2.1 Der klassische harmonische Oszillator

Immer wieder in der Physik dient der harmonische Oszillator als Inspiration und Aus-
gangspunkt fiir neue Uberlegungen. Daher sollen hier zunichst einige der einfachsten
klassischen Ergebnisse erinnert werden. Die Bedeutung des harmonischen Oszillators
liegt darin, dafl dieses Modell die Dynamik eines klassischen Einteilchen-Systems nahe
der Gleichgewichtslage beschreibt. Sei also H(p,q) die klassische Hamilton-Funktion
eines Teilchens mit der Masse m:

H(p,q) := p72 +V(q) . (2.1.1)

2m

Wir entwickeln das Potential V' (¢) um die Gleichgewichtslage bei ¢ = 0:
1
V(g) =Vo+Vig+5Vaq" + ... . (2.1.2)

Gleichgewichtslage bei ¢ = 0 heifit, dal dort die Kraft verschwindet:

roy= -9y o
dq 4=0
1 1
Vig) ~ Vo + 5‘@@2 =: Vo + §mw2q2 . (2.1.3)

Die Hamilton Gleichungen ergeben:

= —a—H = —mw?
p - aq - q 9
(2.1.4)
,_OH _p
1= op m
und die entsprechende Poisson-Klammer ist:
g 0 g 0
i (g —p — —p—0a) = 1. 2.1.5
{g.p} (aqq op" " ag" apQ) (2.1.5)

Wir machen den Ansatz

q(t) = by coswt + bysinwt .
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Wir fithren fiir b;und by die neuen Variablen a und ¢ fiir Amplitude und Phase ein:
i b b
SNEE tanp = 08 _ b2 _buja
COS by bi/a

Damit folgen fir ¢(t), p(t) und die Hamilton-Funktion H(p,q) :

b b
q(t) =a (—1 coswt + — sinwt) = a (cos p coswt + sin psinwt) = a cos(wt — @) ,
a a
p(t) = mq(t) = mwa (— sin(wt — ¢)) . (2.1.6)
2 2 2 2.2 2 2 2 2
H(p,q) = m;:na sin?(wt — ) + mzc;;na cos?(wt — ) = m;:na . (2.1.7)

Im néchsten Schritt gehen wir von ¢(¢) und p(¢) zu den dimensionslosen Normal-
Koordinaten ¢(t) und ¢*(t) tber:

ct) =/ 5 (a(t) + ——p(t)) , c'(t) =/ 5 (a(t) = ——p(t)) . (2.1.8)
1) = \ 5 (€ (6) (1) plt) =iy D) —elt) . (219

Die entsprechende Poisson-Klammer ist:

o 0 g , 0 mw 1 mw, 1 1
fe. e’y e= (8q 8p 8qc 8pc) 2h< mw) 2h<mw> ih ( 0)
Und fiir die Hamilton-Funktion H(c, ¢*) ergibt sich:
*) 1 (_mm}) * 2 1 2 * 2
H(c,c)—%T(c c) + 5w 2mw<c +¢)
(2.1.11)
hw
— (20l + 21ef?) = el
Die Bewegungs-Gleichung ergibt sich aus der Poisson-Klammer mit H:
mw mw hw ?
H}=\—/——— 2g= = — —
( = Y =G5 =3 e ™= g 7 € ?)
t
zh c(t) ,
d
zh%c( ) = hwe(t) . (2.1.12)
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Die Losung konnen wir wieder sofort angeben:

c(t) = c(0)e ™t = |¢(0) e~ @t=) | (2.1.13)
wenn wir ¢(0) = |¢(0)]e’ mit 0 < ¢ < 27 schreiben. Damit folgen fiir ¢(¢) und p(t):
2h :
q(t) = 5 |c(0)] cos(wt — ),  p(t) = V2mhw |c(0)] (—sin(wt — ¢)) . (2.1.14)
Damit erhalten wir das gleiche Ergebnis wie in mit der Amplitude

2h

2.2 Der quantenmechanische harmonische Oszillator

Wir fithren die iibliche kanonische Quantisierung durch, in der p und ¢, bzw. ¢ und ¢*
durch Operatoren ersetzt werden, die statt der Poisson-Klammern die entsprechenden
Kommutator-Relationen erfiillen sollen.

At) = T s s ) = ™ 6w — g 2.2.1
&(t) =[5 (a(t) + ——p(t)) , c'(t) o7 (A(8) = ——p(t)) (2.2.1)
h mhw
A — /\T N A — /\T A
q(t) =4[5 —(E'(t) +et)) bt) = iy[——(E(t) — &) - (2.2.2)
G, p = inl, (2.2.3)
A mw, 1 o o .
2, &l = o o=l pl+ b, dly =1 (2.2.4)
A2
) p Lo 5
H=""+=
o + 2mw q
1 —mhw 1 h
_ A 02 L S (— Y (E (4 - ()2
(TR - 0 4 gmet(5 )@ () + ()
PWw 42 st st a2 a2 o ata st o a2
:Z(—c +éle+ee’ —e e+ e+ et +¢°)
hw 1.
= 7(@*@ +éct) = hw(éfe + S =
A N L s
H = hw(n + 51) mit: 7= éle. (2.2.5)
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Seien | n) die (orthogonalen) Eigenvektoren des selbstadjungierten Operators 7, also:

Wir betrachten jetzt den Vektor | g) = ¢ | n):
nlg)y=¢éec|n)y= (el —1)e|n)y=e@’e—1)|n)=¢(n—1)|n)=(n-1)|g).
Also ist | g) ein Eigenvektor von 7t zum Eigenwert | n — 1), d.h.:
lg)=¢ln)=cy[n—-1).

Die Konstante ¢, 18 sich folgendermaflen bestimmen:

A

n={n|n|n)y=(nl|ée¢|n)=(n|én) =) (n—1|n—-1)=|c,|>*>0.
Wir kénnen ¢, reell wihlen als ¢, = /n :

eln)y=vn|n-1). (2.2.6)
Véllig analog ergibt sich fiir éf:

ny=vn+1|n+1). (2.2.7)
Damit folgt fiir n:

f|n)y=¢ééln)=nl|n). (2.2.8)

Das Spektrum von 7 ist nach unten beschrankt, daher kann man einen Vakuumzustand
|0) definieren mit:

¢l10):=0, = n|0)=0 = neNy, (2.2.9)
I
| n) = NG (&)™ 0). (2.2.10)

A |n = ol +51) | n) = ho(n+ ) | n) - =

N 1
H|n)=FE,|n) mit:  E, = hw(n + 5) . (2.2.11)

Als néchstes betrachten wir die Zeitabhéngigkeit von ¢ und é' im Heisenberg-Bild:

z’hjté(t) = [&(t), H] = hwlé(t), é'e] = hwé(t) | (2.2.12)
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&(t) = e ™e(0) = e e él(t) = e™eT(0) = etel (2.2.13)

Mit folgt fiir ¢(¢) und p(t):
h

Q) = | oo (e e ), () =

mhw
2

ewtel — emwtey 2.2.14
(

Interessant ist noch die Eigenschaft, dafl im Vakuumzustand zwar die Erwartungswerte
von §(t) und p(t) verschwinden, nicht aber die Erwartungswerte von ¢2(t) und p*(¢) und
damit die Schwankungsquadrate von §(¢) und p(t) - man spricht von Vakuumfluktua-
tionen:

A h W A —iw A
(014(8) [0) =/ 5—(¢“ (0 "] 0) + 70 ] 2] 0)) =0, (2.2.15)
A : mhw W A —iw A
(O 9(t) | 0) = iy (0 | & 0) = 10| 2] 0)) =0 (2.2.16)
Mit folgt:
H? hw - .
(0] 5 10) = (0] 7 (=2l e+ et — 212 | 0)
(2.2.17)
hw hw hw
= — AAT = — = —
p0fee|0)=—~(1]1) =,

1 ho .
(0] Gmew@® [ 0) = (0| —-(e™e™ 4 éfe + ecl + e721¢2 | 0)

(2.2.18)
:T(O\éé*\o):?<1|1>:7f.
Die Energie der Vakuumfluktuationen ist gerade:
o j0)=" (2.2.19)

Die Grundzustands-Wellenfunktion im Ortsraum kénnen wir auf folgende Weise erhal-
ten:

A mw . T mw ,, . T
0=(g|c[0)={(q] %( +%p)|0>=\/ﬁ<(q—%p)qm>
mw _L d mw h d

(i) a | 0) =57 g+ e 0)

=\ = e
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Mit 4o(q) := (¢ | 0) folgt

(¢+——)vo(q) =0. (2.2.20)

Mit dem Ansatz ¢y(q) = ¢ fiir die unnormierte Wellenfunktion folgt:

mw

7

N | —

@+ )@ =0 = a=-

Yolq) = e 25 (2.2.21)



3 Phasen-Operatoren und koharente Zustande

3.1 Ein quantenmechanischer Phasen-Operator

Wir hatten oben (2.2.15/und [2.2.16)) gesehen, daf die Erwartungswerte von §(¢) und p(t)
im Grundzustand des harmonischen Oszillators verschwinden. Tatsachlich verschwinden
die Erwartungswerte von §(¢) und p(t) aber in jedem Besetzungszahlen-Zustand |n), d.h.
immer wenn ein angeregter Zustand mit festem n vorliegt, wissen wir nichts iiber die
Trajektorie des Systems.

(n14(t) [n) =5 —("n] & [n) +en|é|n))
. , 3.1.1
=\ QTZW(em\/n——FHn In+1)+e™“Vnin|n—1)) (8.1.1)
-0,
(n[p(t) [n)=0. (3.1.2)

Jetzt kann man zwei Fragen stellen:

1. lassen sich theoretisch (und experimentell) auch Zustinde erzeugen, die der klas-
sischen Beschreibung des Systems mit einer definierten Trajektorie mit Amplitude
und Phase (siehe: nahekommen?

Dieser Frage soll im nichsten Kapitel unter der Uberschrift 'kohirente Zustinde’
nachgegangen werden.

2. 148t sich ein quantenmechanischer Phasen-Operator definieren (und messen)?
Dieser Frage wollen wir uns im folgenden zuwenden.

Von einem solchen Phasen-Operator wiirde man die folgende Unschérfe-Relation erwar-

ten:

AE-At>= = An(hw)- At >

DO | St

= An- (wAt) >

N | —

An-Ap > (3.1.3)

|~ NS

Die hier angegebene mogliche Definition von quantenmechanischen Phasen-Operatoren
stammt von Susskind u. Glowgower| (1964)). Wir folgen der Darstellung von Loudon
(1992).
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Im klassischen Fall haben wir ¢* = |c|e™ (2.1.13]). Im quantenmechanischen Fall gilt
ctln) = vn+1|n+1) ([2.2.7).

Wir definieren einen Phasen-Operator E@ als Analogon zu €, indem wir ¢ als das
Produkt aus einem Amplituden- und einem Phasen-Operator schreiben:

= (A + 1)V?E, | e=E, (h+1)V?, (3.1.4)

(@5

n+l=cle+ri=cel =+ 1D)V2EE, (n+1)V2.
Daraus folgt, daB E,, (einseitig) unitér sein muf, also:

BB, =1. (3.1.5)

Wir betrachten jetzt die Wirkung von Ew auf Besetzungszahlen-Zustande | n):

E, = (a+1)""7%, B =et(n+1)712, (3.1.6)

A R —1) firn>0

E,|ny=h+1)""2n|n—1) = [n—1) firn>0, (3.1.7)
0 firn =0,

B n)y=eta+1)2 | n) = n+1). (3.1.8)

Also ist E}, kein selbstadjungierter Operator und eignet sich nicht als Observable. Man

kann aber aus E@ und EQOT einen ’cos’-, bzw. ’sin’- Operator definieren, die dann selbst-
adjungiert sind und sich als Observable fiir die Phase eignen:

5 4 1 4 L 4 A
(E,+E,) . S =5 (B~ E,). (3.1.9)

Im folgenden sollen die Unschérfe-Relationen fir An - ACL und An - ASASD abgelei-
tet werden. Hierbei sind die Unscharfen AZ, etc., wie iiblich als Wurzel des mittleren
Schwankungsquadrates definiert:

(A2)* = (((2) — (2))%) = (%) — (2)*, (3.1.10)

(3.1.11)
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(3.1.12)
=—(h+1)"%e=-E,,
n, B, = net(n+ 1) — et ( + 1)"28 = (et — eta)(n + 1)1/
(3.1.13)
A L A 5 1
=+ 1)71/2 =FE, ,
L4 R P N P e &
(7, Cp] = (7, 5( et By )] = 5(_Eso +E, ) =—iS,, (3.1.14)
L& PR Qe A L, 4 N
7, Sy] = [, E(Ecp —E, )] = %<_Ew — by ) =1C, . (3.1.15)

Hieraus folgen mit Hilfe der allgemeinen Unschérferelation der Quantenmechanik sofort
die gesuchten speziellen Unschérfe-Relationen:

An-AC, > o (n-C,)) :; [EI (3.1.16)
Ai-AS, > ; (n-$.0)] = ; G- (3.1.17)

Einerseits sieht man, dafl die Besetzungszahl 7 und die Phasen SAQP und C’Aw nicht gleich-
zeitig scharf gemessen werden kénnen. Andererseits folgt sofort:

(AR (MG, + (A0 - (MG, = (S, +1(CD) =
2. (AR)? (AS,)? + (AC,)? 1
U A Gy T (3119

Im geeigneten klassischen Grenziibergang fiir kleine Ay geht dieser Ausdruck wegen
sin Ap &~ Ay gerade in den klassischen Ausdruck An - Ap > £ (3.1.3)) tber.

A A

Interessant ist auch noch der Kommutator [Cl, S,]:

4 & Lia a4t s st 1, 4 af At s
[Csovsso] - ZZ-[Esa +E<p » He T Eso ] - E(_[EsmEso ] + [Eso »Ew])
1.~ At | O Y
= — B B, = [+ 1), &+ )7/
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1 . . . R
= —?((ﬁ + D2+ D)+ D)V =+ 1) te)
1
14 ags s
= 2—(0 (h+1)"¢—1). (3.1.19)
7

Als Erwartungswerte fiir [C,,, S,] ergeben sich im Vakuumzustand | 0), bzw. fir Zu-
stande mit m, n > 0:

(3.1.20)

Also sind CA@ und bip fiir alle Zustande, mit Ausnahme des Vakuums, gleichzeitig exakt
mef3bar.

3.2 Das freie Elektromagnetische Feld

Aus den Maxwell-Gleichungen fiir das freie elektromagnetische Feld in Coulomb-Eichung
folgen die Wellengleichung und die Transversalitits-Bedingung fiir das Vektorpotential

X(?,t) (siehe z.B. |Greiner| (1993)):

VA (T 1) - im =0, (3.2.1)

c? ot?

VAT, ) =0. (3.2.2)

Wenn wir zuséatzlich periodische Randbedingungen in einem Kasten der Kantenldnge L
vorgeben, kénnen wir die Losung der Wellengleichung als Fourier-Reihe darstellen:

Z(?,t) = _Z(X?J + X%’G) = Z Nk??,d(a?7gel(k77w}€t) + a%peil(k?f‘”kt)) 7
k.o ? o

(3.2.3)
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mit dem Wellenvektor

ny

— 2m L L —

k :f ns , —ggni<§7 w?::c-“{;’ (324)
ns

und den Polarisationsvektoren

o oe{l,2tmit @y - K =0, (3.2.5)

- -
wobei die Vektoren k , ?? ??

L ein rechtshandiges Orthogonalsystem bilden mogen.
Daraus folgt:

2

N - . _ o=
€2 €Ro =0oound € 3 =—(=1)7¢2

N o’ k o

Y (3.2.6)
und einem Normierungsfaktor Ny, (abhéngig von |k |), den wir spater noch genau-
er betrachten werden. Indem wir in der Fourier-Reihe fiir Z(?,t) zu jeder Fourier-
Komponente X? ., auch die entsprechende konjugiert komplexe Fourier-Komponente

Z*? , addiert haben, erhalten wir also ein reelles Vektorpotential X(?, t) und daraus

%gend ebenso die reelle elektrische Feldstarke ﬁ(?,t) und magnetische Feldstarke
(7, 1):

c Ot
. B (3.2.7)
=i Y MR (g 0T — a7,
k,o
B(7,0) =V x A(7,1)
(3.2.8)

=i YN K x Ty (g, @ FT 0 gty miFT )

k,o\ " k,o k o

Die Zeitabhéngigkeit ziehen wir im folgenden in die Entwicklungskoeffizienten ap
hinein: 7

a—

k,a(t) =aq

?706”“” und a*?o_(t) = a%ﬁe’“’“t : (3.2.9)

Fiir die Hamilton-Funktion H (d.h. die Gesamtenergie), ergibt sich:

H:;L[d%(ﬁ%r??)



26 3 Phasen-Operatoren und koharente Zustande

Mit der Bez1ehung fir das Kreuzgrodukt
(@xB)- (Txd)=(T )b -d)—(V -2) T d)

und der Beriicksichtigung der Transversahtatsbedlngung k - ?? , =0 folgt weiter:
1 ' - -
H=——3 % NNo (¥ L% F)2s 25
87T —- = 02 o k i
k,o k'’
z_>7 * —z_>7 ik’ * —z%’?
/ P [(a?p(t)e 7 a0 e T g, (0 F T —an, (1)e T
3
1 WEWE! w7 TN N
__8?;_2 NN ( 2 + k- k )eﬁaeﬁ,a/

rd
Aufgrund der Orthogonalititsrelation fiir die e!* T

/dgxekk)? L3(5—>—>

- =, —
tauchen also nur Terme mit k¥ = k' und k =

— k;’ auf, wobei sich wegen der Disper-
. . -
sionsrelation auch die Terme mit £ =

k wegheben:

L3 QWIz * *
H= _E; ng (ag (1) ag. (t) +a%
ko

ko

auf, so daff ap (t) a%p(t) =ay, a*?p ist.

Die Zeitabhangigkeit von a— () und az U(t) hebt sich im Produkt gerade gegenseitig

Jetzt wahlen wir den Normierungsfaktor Ny als:

2mhe?

)1/ (3.2.10)
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und erhalten fiir die Hamilton-Funktion H gerade:

1 * *
H = 3 _Z hwk(a?ﬁa?ﬁ + a?,ga?ﬂ) ) (3.2.11)
ko

%
Jede Normalmode ( k,0) des elektromagnetischen Feldes schwingt also wie ein har-
monischer Oszillator mit der Energie Aw, und kann wie ein harmonischer Oszillator
quantisiert werden.

3.3 Koharente Zustande

Wir hatten oben bei der Behandlung des harmonischen Oszillators (2.2.14] ge-
sehen, dafl die Erwartungswerte von ¢ und p in der Besetzungszahl-Darstellung ver-
schwinden, daf§ wir also keine mittlere Trajektorie des Systems angeben kénnen. Das
gleiche gilt (wegen auch fir die Erwartungswerte des elektrischen und des
magnetischen Feldes:

A

| En)=@|B|n=0. (3.3.1)

Es stellt sich hier natiirlich die Frage, ob wir statt der Basis der {| n)} zu einer anderen
Basis tibergehen konnen, die dem klassischen Bild mit nichtverschwindenden elektri-
schen und magnetischen Feldstérken ndherkommt? Glauber (Glauber| (1963)) hat zu
diesem Zweck die sogenannten kohérenten Zusténde konstruiert, die sich weit tiber die
Quantenelektrodynamik hinaus als hilfreich erwiesen haben.

Die Frage lautet: kénnen wir einen Zustand | a) = >°° b, | n) konstruieren, bei

dem im zeitlichen Mittel die Unscharfe von §(t) bzw. ﬁ(t) minimal wird - unter der
Nebenbedingung eines festen (7)?

Sei ()¢ das Zeitmittel iiber eine Periode.

((Ag)*)e == (((a(t) = (@(0)))*))e = ((@* (1)) — (@(£))*)) (3.3.2)

— 5 h <<(€2iwtéT2 —|—6T6—|—66T +e—2iwt62)>
mw
— ()2 4 20 ) + o),
A oiata A1 (4
= gt +1-2))
h 1
— T pta ity i
N CICE

((Aq)?); ist minimal, wenn (&1)(¢) = |(¢)|? maximal ist.

@lela)=3 Sbblmleln) = Y 3 bbavlm|n—1)

m=0 n=0 m=0 n=1
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= 5 S bV T ) = 3 VT
m=0 n=0 n=0

Dies kann als Skalarprodukt (..., b, ...|..., bpy1v/n+ 1, ...) gelesen werden und
mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt dann:

alé]a)f < <§_O:O 23 s P+ 1)) = (3 [bul2)( S [busa P + 1))

- <i0 rzm?xio bal2(n)) = (o | @) | 2] @) = () .

Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist maximal genau dann, wenn beide Vektoren
parallel sind, d.h. in unserem Fall, wenn mit einem Proportionalitatsfaktor o gilt :

¢la)y=ala), (3.3.3)

n

o
bprivn+1l=ab, = b,=
+1 m

by .

Mit der Normierungsbedingung (a | a) = 1 folgt:

(o] o) = Zlb [ = Z

n=0

Oé2n
| ‘ |b |2 |a‘2|b0|2:1.

Wir kénnen by reell wahlen, also:
bo = 67%|a‘2 >

und damit folgt unser gesuchter Zustandsvektor | &) (auch Glauber-Vektor oder kohé-
renter Zustand genannt):

o) = e3P S 20 |y (3.3.4)

| ) ist Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert a (so wurde | o) ja auch gerade konstruiert,

siehe [3.3.3)):
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tlay=ala), (a]| &' =a*(a] . (3.3.5)

Damit sieht man sofort, dafl |a|* gerade der Erwartungswert des Teilchenzahl-Operators
in kohéarenten Zustéanden ist:

Ay ={a|n|a)=(a|éé|a)=aa=|a]. (3.3.6)

Ein beliebiger kohérenter Zustand | «) 148t sich aus dem Vakuumzustand | 0) aufbauen.
Aus folgt ¢ | n — 1) = \/n | n) und daraus folgt:

1
)= = |n—1) =

T ém oy, (3.3.7)

1
N

1 e chym 1 A
| o) = 72l 37 (a;,) | 0) = e 3leP e | ) | (3.3.8)
n=0 :

In der Literatur findet sich fiir den kohdrenten Zustand | «) auch noch ein ande-
rer Erzeugungs-Operator aus dem Vakuum. Mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorftf-
Relation (siehe etwa |Greiner u. Reinhardt| (1993)), S. 32 ff.), die ja fiir & und ¢' erfiillt
ist:

eAtB — oAcBe=3[AB] i [[A,B], A] = [[A,B],B] = 0 (3.3.9)
folgt aus [3.3.8|

‘ Oé> _ eaéTea*éefaa\Q ’ O> — eacTea cefé[a ¢, aét] | 0>
(3.3.10)

_ eacTea é —7[0404r —a*¢ | 0> acT—a*é ‘ 0> )

In der Literatur finden sich gelegentlich auch die unnormierten kohérenten Zusténde

|&):
|@=i?ﬁmziwwﬂmwwm> (3.3.11)
> - | 3.

n=0

Durch Differenzieren von [3.3.10| nach « ergibt sich als Entsprechung zu [3.3.5

d d
AT —_ — ; p—
' a) . | o), (a| € e (a| . (3.3.12)

Als néchstes wollen wir die Frage der Orthogonalitit und Vollstédndigkeit der kohérenten
Zustande untersuchen.

(o] B) = e B S5 S )

m=0 n=0

(3.3.13)

1 2 2) Oé*mﬁm 1 2 2 *
— ¢~ 2(lal*+IB1%) 3 — = e~ aal*+IBI%) gar B
m!
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o | B)[? = eIl HIAR e Beas” — ¢~lo=il (3.3.14)

das heiflt, je grofler |a — f3] ist, desto orthogonaler sind die kohdrenten Zusténde.

Wichtig ist, dafl die koharenten Zustande ein vollstandiges System von Zustandsvek-
toren darstellen (wegen der mangelnden Orthogonalitiat spricht man auch von einem
tibervollstdndigen System). Dies 148t sich folgendermaflen beweisen:

*n

do’*da da*da «Q

| a){e | = : 'a‘zzz\/_hn |\/H'

2mi m=0 n=0

Wir gehen jetzt von den Variablen o = |a|e®” und o* = |a|e™* {iber zu den Variablen
|a| und ¢:

% %‘g e” % —ilale™®
do*do = dla)dp = dla|dp = 2|a|d|a|dy , (3.3.15)
% g—g el ilale®

27

oo 27
da*do d\a|dgp a2 | ™™
“layal=[ [lal o A ) |
/) 52 Vo

27
/dgp =) — on5(m —n) folgt

do*do T a2 X o
= | =
% a)a | / aldjaf 27" 32 E0 [mm |
— 1 r —|a)? 2m
=3 | [ dlaf2lale” "o
m= 0
[e%s) 1 o0 em
=3 plmim | [deese
= 0

1
7!

m)(m | I'(m+ 1)

= i |m)(m |=1. (3.3.16)
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Als néchstes wollen wir die Erwartungswerte und Unschérfen von ¢(¢) und p(t) in ko-
harenten Zustanden betrachten.

A — P~ _ h iwt AT —iwt A
(@) = (@ [4(t) | ) = | o—lar | €12l +e74¢ | )
— ,2,:“0 (a*ez’wt + ae—z‘wt) _ /2:“Lw |a|(€i(wt—<p) + e—z‘(wt—@))
2h
=1/ lof cos(wt —¢). (3.3.17)

Dieses Ergebnis entspricht dem Ergebnis beim klassischen harmonischen Oszillator

©1.0,P1.14).
Fiir ((Aq)?); ergibt sich mit [3.3.2}

(A= T (@le—E)D) + D)= T (laP ~a'at ) =5 (3319

Die Unschérfe Aq ist tatsdchlich in dem Sinne minimal, dal sie nur noch von den
Vakuum-Schwingungen herriihrt.

Vollig analog ist das Ergebnis fiir Ap:

((Ap))e := {((B(1) — (B1))*))e = ((B") — ()"}

mhw 2iwtAt2  ata  an — it A2
:—T«(e etz —gte —eel + e &)
() - 20 @) + )
= TP (ofetey + 1 - 2(eh) )
= mhw((¢'e) — (M) (&) + ;) = mhw(|al* — a*a + ;) = m;iw . (3.3.19)

Auch hier ist die Unschéarfe Ap in dem Sinne minimal, dafl sie nur noch von den Vakuum-
Schwingungen herrtihrt. Daraus folgt:

h2

((Aa)*)e - (Ap)*) = - (3.3.20)

Wir erhalten also in einem kohérenten Zustand fiir Aq - Ap die minimal mogliche
Unschérfe-Relation! Das gleiche gilt beim freien elektromagnetischen Feld entsprechend

fiir die Feldstarken ﬁ und B
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Weiter ist es auch interessant, die Unschérfe und die Wahrscheinlichkeitsverteilung der
Teilchenzahl in kohédrenten Zusténden zu betrachten.

(An)? == ((An)?) := (A — (7))*) = (%) — ()
= (&leeTe) — (¢te)? == (el (éTe 4 1)e) — (eTe)?
= o’ + a*a — (a*a)? = |a)* = (A) (3.3.21)

An _yUA0% 1 (3.3.22)

n (n) (A)

Betrachtet man also kohédrente Zustiande mit grolenTeilchenzahlen, so geht die relative
Unscharfe der Teilchenzahl fiir grofie n gegen 0.

Die Wahrscheinlichkeit, gerade n Teilchen zu finden ist eine Poissonverteilung in

= laf? = (A

9 2n )\n
p(n) = |(n ] Q)2 = el _ X" (33.23)

n! nl

Fiir Mittelwert und Varianz ergeben sich:

oo 00 B A" 0 B )\_)\nfl 0 3 A
=> np(n)=> ne )‘g Ze)‘(n_l)':)\Ze’\—':)\, (3.3.24)
n=0 n=0 1 : n=0

! :n: n)!

o0

an Z()( n)(n—1)p +an
=\ Z e H) + A=)\ Z e*’\/\— FA=MN+ A, (3.3.25)
oc:=(n—m)H =0 -n)?2=N+1-A=)\. (3.3.26)

Fiir grofie A = |a|? = () dhnelt die Poisson-Verteilung einer GauB-Verteilung in
n—A=n-—(n).

Dies kann man folgendermafien sehen: da der Logarithmus einer GauB-Verteilung ein
Polynom 2. Grades ist, entwickeln wir den Logarithmus der Poisson-Verteilung nach
n— A

1 d?

Inp(n) =~ Inp(n)|, + C;;lnp(n) (n—M\)+ 3 Wlnp(n) (n—\)?2.
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Zuvor ersetzen wir in p(n) mit Hilfe der Stirling Formel n! fir grofe Werte von n (siehe
1.5.9)):

nl ~ V2 (L) (3.3.27)

Inp(n) = —; In(2rmn) + (n — A) + n(InA —Inn) =

1
Inp(n)l, = — W(2m))

d 1 27 1 1

. Inp(n) = 55 + 14+ (InX—1nn) —l—n(—g) =5, +InA—Inn =
d 1

el _

an P = 7oy

d? 1 1 d? 1 1

Bl - - = ] - -

dn? np(n) 2n?2 n dn? np(n) 202\

(”Q_AA) + ;(2; _ i)(n a2

Fiir groBe Werte von A = (n) und fiir n-Werte in der Umgebung von A, also fiir [n—\| <

A, kénnen wir die Terme ("2_;‘) und 437 (n — A)? vernachldssigen und erhalten:
1 (n — \)?
1 ~——In(2r\) — ———F—
np(n) ~ — In(2rA) ) =

1 (n=1)?

p(n)%me . (3.3.28)

3.4 Phasen-Operatoren in koharenten Zustanden

Man kann jetzt fiir die in definierten Phasen-Operatoren die Erwartungswerte in
kohéarenten Zustidnden untersuchen. Dies ist natiirlich besonders interessant, um den
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Grenzfall von der Quantentheorie zur klassischen Physik hin besser zu verstehen und
zu beschreiben.

(0] Cpl ) = ol (By+ B,) | a)
- ; (] (A + 1) et el +1)72) | a)
= o] (i D )] 2] o)

1 ‘a|22( ™" 1 a” n ™" 1 L, oo )
= —e . . . Qo

2 = vnl Vn+1 o Vil Vel Vn+l Vn!
_ 16_‘042 Z a*nOén+l + Oé*ri-i-lan

2 n nl(n+1)2

12 (o)™
— — el o P P
=_—e a+ o .

2 zn:( >n‘(n +1)2

Schreiben wir fiir a wieder a = |ae™, so folgt:

00 2n
a | C, | a) = |a|cos(yp) el L. 3.4.1
(a ] Cy | @) = |afcos(p) ,;)n!(wrl)% (3.4.1)
Man sieht unmittelbar, daf fiir 51, vollig analog folgt:
00 2n
al S, |a)=|alsin(p)e " L. 3.4.2
(@] S, [ o) = |afsin(p) ,;)n!(wrl)% (3.4.2)
Fir grofie n = (A) = |a|* > 1 kann man fiir die hier auftauchende Reihe eine niitz-

liche asymptotische Entwicklung in ﬁ erhalten (siehe: Loudon| (1992) und insb. die
Originalarbeit von Carruthers u. Nieto| (1965)):

1

(a] C, | a) = cos(yp) - (1 — 8‘042) : (3.4.3)
(| S, | )~ sin(y) - (1 - 8‘;‘2) . (3.4.4)

Beweis. Zunéchst einmal gilt mit Hilfe der I'-Funktion

o0

1 1 T 11 17
R (Z) _ _7_/Sz71€fsd52 /tzflefntdt’ (345)
nZ
0

T(z)
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00 2m 00 2n 1 < 1
|| o o : ./t7§€f(n+1)tdt
Sonln+ 1)z =onl T(G)
_ 1 7té€t<§: (|a|26_t)n>dt
F(%) J = n!
1 7_ _t 2
— . t 2e ‘a| dt
L'z J
1 oo tQ 42
S /t H(1—t+ — +Ot%) - el 50 gy
rG) 2
1 7 t? 3Y) . glof? . o—laft | Jlal2(t+0(™)
= e [P Do) e e e 0wy
rG) 2
‘a|2 o0 ) t2 2t2
e [t — e Do 1+ P s aporar
r'G) 2

e 2 e s 1yoar

¥ 1 2 § 1 7 1 2
pte-lare _ LG) ./m*‘a| tat
0/ T T

+ (laf* +1) - =3

,'Eﬁ

Mit T'(n+ 1) = n-T'(n) folgt: F(%) = % . F(%), I‘(g) =
Obwohl an dieser Stelle nicht benoétigt, sei doch noc
I'(3) = /7. Damit erhalten wir fiir die obige Reihe:

5/

S oleo
o
=
=
=
-+
<
o
=)

00 |a|2n

o nl(n+1)

N
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elel? 1 3 |af+1 1

— . — _ . O _
ol U aap T o PO )
elal? 1 1

Setzen wir dies in und ein, so folgen wie behauptet [3.4.3] und [3.4.4]

Um die Unschérfen von é¢ und Sip berechnen zu konnen, benotigen wir als nachstes
A 2 o~ 2
(@] G, a) und {a | 5,7 | )

.2 1, o st
@G, o) = {a| (B, + B,) | a)
1 A A
= 1((ﬁ+ D2+ el (a+1)7Y)? | a)
1 A AN=1/2a08 | AN=1/24
:i~[<a|(n+1) é(n+1) ¢ | a)
+ (o | (A4 D)V (h+ 1)V | @)

+ iom [+ 1)@ e+ 1) [n)n | (2 +1)72] o)
4 §0<a a4+ 1) e | 2] a)

+ Y (el e @+ D)2 n)(n | (A +1)72 | a)]
n=0

L < N AL
:1'[Z<@’(”+1) /7%—“

n=1

[n—TDan|a)

> n+1 1
+ aln
PR e N

oo . 1
—l-nz::Ooz n+1<a|n>a<n!a>
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£ 20 (o D)V I 1o o)

—|o? 1 *x(n—1) n 19 2mn
(& n « « «
4 =n Yn+1l \/(n—l)! Vol =on
) 1 ’a|2n ) 1 a*(n+1) o
+ > laf? +> o
Sy e S
—la|? S) x(n—1 n+1
—eH‘[Z QO
4 n=1 \/(n—l)! \/(n+1)!
00 *(n+2) n
« «
+ (6'042 _ 1) + .
NCETIRG
1 e—|oz|2 €—|a\2 S o2 Oé*(n+2) a™
=51 T 2l + vl
2 4 4 =l \/(n+2)! \/(n+2)! vnl
1 67|o¢|2 €7|oz\2 00 o2
_ - _ + Z( || )-(a2+a*2).

2 4 4 =nlyn+1yn+2

Schreiben wir fiir o wieder a = |ale, so folgt:

.9 1 67|04|2 ' ' €7|o¢\2 00 |a|2n
C _ - _ 2¢ 2ip —2ip
ol Corla) =g = H el e = Ve 2
1 6_|a|2
T2 4
+laR (e oo~y el L)
al*=((e e —2)e
4 — nlvn+1vn+2
L aPleo () - Dye S )
= - — Q — e . (3.4.
2 4 L T 1v/n + 2
Vollig analog folgt fiir 51,2:
52 1 eloP 1 2 & |
S == - 2(sin®(p) — =) e . (348
<O-/| © |a> 9 4 +|Oé| (Sln (90) 2>€ ;::O(n'\/n——l—l\/n——l—Z) ( )

Auch fiir die hier auftauchenden Reihen kann man fiir groe n = (A) = |a|? > 1 eine
niitzliche asymptotische Entwicklung in ﬁ erhalten (siehe wieder: Loudon| (1992)) und
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insb. die Originalarbeit von (Carruthers u. Nieto| (1965))):

52 cos?(p) — %
(@167 o) m o) - 22
A2 _ sin?(p) — &
(] Sp” | a) = sin’(p) — WQQ
Beweis.
i( |a|2n ): i |a|2n+2 . 1 . \/n——{—l
—nlvn+1yn+2 T+ o Vn+2
B i o)™ 1 vn
A2 nl a2 VnFl
_ 1 i o Vn
a2 = nl n+1
1 o] |a|2n 1 L
= . 1 _ 3
|a|? nz::ﬂ n! (1+ n)
b i o™ (1 1 i O(i))
a2 & onl 2n n?
1 & o 11 1 1
- . (1= = 14+ 2) O~
|a|? nz:% n! ( 2 n+1 ( +n)+ (nQ))
e D e R E)
a2 & onl 2 n+1 n?
00 2n+2
_ 1 [ \aIQ_l.Z o .LJFO(i)]
|of? 2 S+ af ?
— i [ \CV|2 1 . 1 (i |a|2n . 1) + O( )]
|of? 2 o 7= n ?
1 > 1 1 2 1
- elal® =~ |ex] 1 O(—
T =5 o (T =) + 0
1 1 1 1 1
S R B S LI S SNV SN
oF T2 e T TG
Bis zur Ordnung O(-5) = O(ﬁ) gilt also:
7Lz:%<71!\/71+ 1\/n+2) la|? ( 2|04|2> (\a]‘l)

(3.4.9)

(3.4.10)

(3.4.11)
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Setzen wir dies in [3.4.7|und 3.4.8|ein, so folgen fiir |a|? > 1 = e~ l** = 0 wie behauptet
13.4.9und 13.4.10¢

L2 1 , 1 1
(@G o) g+ (o) = ) (1= o)
cos?(p) — &
ICOSQ(¢)—2‘T22 O

Damit kénnen wir jetzt die gesuchten Unschérfen von CA’g,und 51, im kohérenten Zustand
|a) fiir groBe n = (n) = |a]? > 1 berechnen:

(AC,)? = (a|C, | a) = ((a| C, | @)’

1

2
o) = ) m5 ey - Lo L
= CO8 (90) 2|O./|2 cos (90) (1 8|O_/|2) + O(|O./|4)
_ —2cos*(¢) + 1+ cos?(p) 1
) 1jaP HOlap)
sin?(¢p) 1
= — 4.12
faf? * a? 412
Und vollig analog:
2
A 1
A 2 _ cos (%0) ). 4.1
( SSO) 4|Oé’2 +O(’C¥|4) (3 3)
Mit An = |a] (3.3.21)) folgt:
5 1
(An) - (AC,) = 5 sin(yp) , (3.4.14)
(An) - (AS,) = 3 cos(i) (3.4.15)

VerleichenAwir diesAes Ergebnis mit den allgemeinen Unschérfe-Relationen [3.1.16| und
3.1.17| fir Uy, und S, so sehen wir, da8 wir mit den kohérenten Zustédnden auch hier
die minimal mogliche Unschérfe erhalten.

A2 a2
Interessant ist auch, den Erwartungswert von (C, + .5, ) anzusehen. Hier erhalten wir
aus [3.4.7/und [3.4.8| (ohne irgendeine Naherung) :

€7|a‘2

~ 2 A 2
<O‘|(C¢ +S¢)|0‘>:1_ 9

(3.4.16)

Fiir n = |a|?> — 0 erhalten wir hier den Wert %, wihrend sich fiir n = |a|? — oo der

29
erwartete klassische Wert 1 ergibt.
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Als letztes wollen wir noch die Unschérfe U aus [3.1.18] also das quantenmechanische
Analogon fiir den klassischen Ausdruck An-Ag, fiir die beiden Grenzfille n = |a]?> — 0
und n = |a]? — oo betrachten.

Fiir || — 0 benutzen wir 3.4.1} und [3.4.7], [3.4.8}

5 \g o
lim U? := lim ‘a‘2. (A*S:sa) + (AAC@)
|| —0 || =0 (<S@>2 + <C¢>2)
1 1
_h 2 (;-0)+(3—-0) 1
el T sin () + JaPeosi(e) ~ 2 (3.4.17)

Fir |a] — oo benutzen wir die asymptotischen Entwicklungen und |3.4.12
B. 4T3

AS,)? + (AC,)?
lim U?:= lim |oz|2-( Sf(;) aall qu
|laf—o0 laf—=o0 ((Sp)2 +(C,)?
L sin? + 1 cos? 1
= lim |o? - 22— 2(@ ol @ _1 (3.4.18)
la|—0 sin®(¢) + cos?(p) 4

Vergleichen wir dieses Ergebnis mit der allgemeinen Unschérfe-Relation [3.1.18] so sehen
wir, dafl wir mit den kohérenten Zustdnden wiederum auch hier die minimal mogliche
Unscharfe erhalten.



4 Das gewohnliche Pfadintegral in der

Quantenmechanik

4.1 Richard (Dick) Feynman (1918 — 1988)

Feynman wurde 1918 in Far Rockaway in New
York als Sohn einer urspriinglich ostjiidischen
Familie geboren. Schon in seiner Kindheit be-
gann er damit, Radios zu reparieren und be-
reits mit 15 Jahren lernte er Differential- und
Integralrechnung. Sein Grundstudium absol-
vierte er am MIT und die Graduiertenausbil-
dung an der Princeton University. Dort wur-
de er bei 1942 bei Archibald Wheeler promo-
viert. In seiner Doktorarbeit beschéaftigte er
sich mit dem Prinzip der Stationdren Wirkung
in der Quantenmechanik, womit er bereits die
Grundlagen zu seiner spateren Pfadintegral-
Methode legte. Danach beteiligte er sich in Los
Alamos bis zum Kriegsende am Manhattan
Project, der Entwicklung der amerikanischen
Atombombe. Seine erste Frau Arlene Green-
baum starb schon im Juli 1945 an TBC (die
Geschichte dieser Liebe und Ehe wurde 1996
unter dem Titel Infinity verfilmt). Mit seiner
dritten Frau Gweneth hatte er einen Sohn und
eine Adoptivtochter. Bethe, der sein Chef in
Los Alamos gewesen war, berief Feynman an

Abbildung 4.1: R. Feynman
T. Thiel (1984), CC BY-SA 3.0.
[http://de.wikipedia.org/wiki
/Feynman]

die Cornell University und im Jahr 1951 wechselte Feynman auf eine Professur fiir Theo-
retische Physik am Caltech in Kalifornien, wo er bis zu seinem Lebensende verblieb.
Feynman verstarb 1988 an den Folgen zweier Krebserkrankungen, hielt aber noch 14
Tage vor seinem Tod eine Abschiedsvorlesung. Seine Vorlesungen, Vortdge und Biicher
waren bertthmt fiir ihren unkonventionellen Ansatz, ihren Humor und das Bemdiihen,
immer die Physik hinter den Formeln transparent und verstandlich zu machen. Welt-
weit bekannt wurde der Undergraduate Kurs The Feynman Lectures on Physics in Zu-
sammenarbeit mit Leighton und Sands (1961-64). Sehr schén und lesenswert sind auch
Feynmans autobiographischen Essays in , Sie belieben wohl zu scherzen, Mr. Feynman!”
(Feynman) 1991) und seine Aufsétze in Vom Wesen physikalischer Gesetze (Feynman),


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0
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1993)) - darin auf S. 160 der berithmte Ausspruch: ,, Andererseits kann ich mit Sicherheit
behaupten, daff niemand die Quantenmechanik versteht”.

In der Physik sind Feynmans wichtigsten Beitrage die Pfadintegral-Methode in der
Quantentheorie, die Feynman-Diagramme, die Quantenelektrodynamik, fir die er 1965
zusammen mit Schwinger und Tomonaga den Nobelpreis erhielt, Aufsatze zur Supraflui-
ditdt, zur starken Wechsellwirkung, zur Quantengravitation und zu neuronalen Netzwer-
ken.

[Quellen: Wikipedia-Feynman| (2010)), Kleinert, (2006)].

4.2 Hagen Kleinert (*1941)

Kleinert wurde 1941 in Festenberg (poln.
Twardogéra) in Niederschlesien geboren. Er
begann 1960 sein Physikstudium an der TH
Hannover und promovierte 1967 an der Uni-
versity of Colorado in Boulder. Seit 1969 wirk-
te er als Professor fiir Theoretische Physik an
der FU Berlin.

An der Pfadintegral-Methode hatte Feynman
schlieflich die Freude verloren, nachdem es
ihm trotz intensiver Bemiihungen nicht gelang,
das Wasserstoffatom mit dieser Methode zu 16-
sen. 1972 sprach er Hagen Kleinert, der gera-
de ein Sabbatjahr an Feynmans Institut ver-
brachte, auf dieses Problem an: , Kleinert, you
figured out all that group-theoretic stuff of the
hydrogen atom, why don’t you solve the path
integral!” Eine vorlaufige und noch inkonsi-
stente Losung fand Kleinert zusammen mit
seinem Postdoc I.H. Duru 1982. Es dauerte
dann aber noch bis 1989, bis Kleinert ein kor-
rektes Pfadintegral, das Raumkriimmung und
Torsion beriicksichtigte, fiir das Wasserstoffatom aufstellen konnte. Noch kurz vor Feyn-
mans Tod 1988 publizierte Kleinert zusammen mit Feynman eine gemeinsame Arbeit
zu einer auch numerisch sehr erfolgreichen Naherungsmethode fiir Pfadintegrale. Sei-
ne zahlreichen Arbeiten zum Pfadintegral finden in Kleinerts 'Opus Magnum’ Path
Integrals in Quantum Mechanics, Statistics, Polymer Physics, and Financial Markets
(Kleinert| (2006)) einen fachlich ebenso wie didaktisch beeindruckenden Hohepunkt!

Abbildung 4.2: H. Kleinert
A. Kleinert (2006), PD.
[http://de.wikipedia.org/wiki
/Hagen_ Kleinert]

Auflerdem lieferte Kleinert wichtige Beitrage zu Quarktheorien, Supersymmetrie, Pha-
seniibergéngen und deren kritischen Exponenten. Er wandte die von ihm entwickelte
Theorie der kollektiven Quantenfelder auf die Festkorperphysik, die Kern- und Ele-
mentarteilchenphysik an und die von ihm von Quantenfeld-Eichtheorien abgeleitete
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Unordnungsfeldtheorie auf Defekte in Festkorpern. Im Jahr 2008 erhielt Kleinert fiir
sein umfangreiches Lebenswerk von der DPG die Max-Born-Medaille. Sein Beitrag zum
100. Geburtstag von Lev D. Landau im Jahr 2008 wurde mit der Majorana-Medaille
ausgezeichnet.

[Quellen: Wikipedia-Kleinert, (2011]), Kleinert| (2006), |Janke u. a.| (2001)),
Homepage: http://users.physik.fu-berlin.de/~kleinert/kleinert/ |.

4.3 Pfadintegral in Hamiltonscher Form

Das gewohnliche Feynmansche Pfadintegral der Quantenmechanik soll hier fiir den 1-
dimensionalen Fall abgeleitet werden. In den Manuskript-Versionen vor V-1-32 wurde an
dieser Stelle eine vereinfachte Ableitung des Feynmanschen Pfadintegrals fiir Hamilton-
Operatoren ohne explizite Zeitabhangigkeit vorgefiihrt. Jetzt soll die etwas aufwendigere
Herleitung fiir Hamilton-Operatoren mit eventueller explizite Zeitabhéngigkeit gezeigt
werden. Wir folgen dabei Kleinert| (2006)), Kapitel 1.6, 1.7, 2.1. Dabei ist die hier gezeigte
Ableitung auf den Spuren Feynmans rein formal zu verstehen.

Es zeigt sich namlich, dafl fiir das urspriingliche Feynmansche Pfadintegral im Konti-
nuum-Grenzwert kein giiltiges Integrationsmafl existiert. Zu diesem Problemkreis und
verschiedenen mathematischen Losungen siehe Klauder| (2010) und [Cartier u. DeWitt-
Morette| (2006). Physiker pflegen sich nun tiblicherweise damit zu behelfen, da8 sie ent-
weder das Pfadintegral als diskrete (endliche) Gittersumme verstehen und berechnen,
oder indem sie durch den Ubergang zu imaginiren Zeiten zum Euklidischen Pfadinte-
gral iiberwechseln, fiir welches ein Integrationsmafl im Kontinuum-Limes existiert. Noch
problematischer ist die Frage der Konvergenz der Pfadintegrale. Wenn der Hamilton-
Operator in der Form I:[(ﬁ, g,t) = ﬁﬁQ + V(g,t) gegeben ist und das Potential V(§,t)
nicht hinreichend regulér ist, z.B. das singuldre Coulomb-Potential V (¢) = & » dann
divergiert das Pfadintegral als diskrete Gittersumme. Die Losung dieses Problems ist
nichttrivial und aufwendig und wurde in den Jahren 1982-89 von Duru & Kleinert
und Kleinert gefunden und ausgearbeitet. Dabei wird der Hamilton-Operator mit dem
Coulomb-Potential im euklidischen Raum nichtlinear in einen anderen Raum transfor-
miert, in dem das Coulom-Potential nach unten beschrankt ist und somit das Pfadinte-
gral konvergiert. Allerdings muf} dieses Kleinertsche Pfadintegral dann Raumkriitmmung
und Torsion korrekt berticksichtigen - siehe Kleinert| (2006), Kapitel 10 bis 14.

Bei der Anwendung der Pfadintegrale in der Quantenfeldtheorie zeigen sich die iiblichen
quantenfeldtheoretischen Probleme. So ist zunichst einmal nicht klar, auf welche Weise
die dort auftretenden divergenten Pfadintegrale zu verstehen und zu regularisieren sind.
Im nachsten Kapitel wird die von Stephen Hawking eingefithrte Methode der spektralen
Zeta-Funktion als eine schone Methode der Regularisierung anhand einfacher Beispiele
vorgestellt.

Doch zunéchst zur Herleitung des Feynmanschen Pfadintegrals!
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Die Dynamik eines quantenmechanischen Systems, das der Schrodinger-Gleichung mit
einem Hamilton-Operator H (P, G, t) gehorcht, kann durch einen unitéren Zeitentwick-
lungs-Operator U (tf,t;) beschrieben werden. Hierbei bezeichne ¢; den Anfangszeitpunkt
und t; den Endzeitpunkt der dynamischen Entwicklung, also

| 0(ts)) =: Ulty,ta) | (1)) - (4.3.1)

Dabei erfiillt U (¢ ,t;) die Operatorgleichung (Schrédinger-Gleichung)

0 A
[hGTf_H( t)U(ty,ti) =0, (4.3.2)

denn fir alle | ¥(t;)) gilt:

-

i ha‘?f CAHpat)] | () = [z‘haff Ap,t))]

(. ti) | 0(t:)) -
U(ty,t;) ist unitér, denn
L= {ts) | ()] = (U (g, t)o (k) | U (st (t)]

= [((t:) | U (5, 1)U (g, 1) (2)] -

Weiter bilden die Operatoren U (tf,t;) eine Gruppe mit dem neutralen Element
U(t;,t;) = 1, denn

| 0(tp)) = Ulty, t:) | (t:)) . und mit t; >t > ¢; gilt

[ 0(tg)) = Ulty, t) | (1)) = Uty tn)Ultr, 1) | 9(t:)) =
Uty t;) = Uty te)U(te, t)  fiir tp >t > t; . (4.3.3)

Wenn der Hamilton- Operator H nicht explizit zeitabhéngig ist, dann kann der Zeitent-
wicklungs-Operator U (tf,t;) sofort angegeben werden, ndmlich

Uty t;) = e nH0a) (t=t) (4.3.4)
denn
0 ; 4 L) ()
lih—— — H(p, ) Ulty,1;) = [ihm— — H(p,q)] e #PD st
ot ot

Wenn der Hamilton-Operator H explizit zeitabhéngig ist, dann kann der Zeitentwick-
lungs-Operator U (tr,t;) als zeitgeordnete Dyson-Reihe angegeben werden. Man unter-

teilt einfach das Zeitintervall t; —t; in M kleine Teilintervalle der Lange € := L Mt mit
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ty =ty > gy >t > to = t;. Innerhalb des k-ten Teilintervalls kann dann H (P, q,1)
beziiglich der expliziten Zeitabhangigkeit als konstant H (P, G, 1) betrachtet werden.
Mit dem Zeitordnungsoperator T, der ein zeitabhéngiges Operator-Produkt von links
nach rechts zu abfallenden Zeiten hin anordnet, ergibt sich:

M R M i g
Uty t;) H (tgtp_1) =T H —iH Bt e
i (tf fria oA
— Pt il AGan ey pooh ) AR (4.3.5)
n—oo

Wenn die Operator-Exponentialfunktion als Reihe entwickelt und die einzelnen Ter-
me zeitgeordnet werden, spricht man von der Dyson-Reihe fiir den Zeitentwicklungs-
Operator Ul(ty,t;).

Diesen Gedanken der zeitgeordneten Dyson-Reihe hat Feynman auf die folgende Uber-
gangsamplitude angewandt, die nach ihm als Feynman-Propagator (oder Feynman-
Kern) benannt wurde. ¢; und gy bezeichne die Ortskoordinaten des Systems zu den
Anfangs- und Endzeitpunkten ¢; und ¢;.

= (a7 | Ults, ti) | @) := (ay | Oty — t)U(ts, 1) | qi) - (4.3.6)

Hierbei wollen wir unter U(qy,ts, ¢;,t;) im Folgenden stets den retardierten Feynman-
Propagator verstehen, was in dem Faktor ©(t; —t;) der Definitionsgleichung zum Aus-
druck kommt. Damit folgt fiir den retardierten Zeitentwicklungs-Operator Ug(t £iti):

[mgf:f A, 1)) Ul t) = [m(fff —A(p.ty)| Oty — )0 (b1, 1)

ity — ) (k) + Ot — b)[iho-

(X AP 0NN

= ihd(t; —t;)1, (4.3.7)

Diese retardierten Zeitentwicklungs- Operatoren U r(tf,t;) bilden nun keine Gruppe mehr

wie die Zeitentwicklungs-Operatoren U (tf,t;), sondern nur noch eine Halbgruppe. Fiir
den retardierten Feynman-Propagator U(qy,ts, ¢, t;) folgt:

[Zhéif - H(]%qa Uty qisti) = (qr | [Zh(;: - H( tr)l UR(tﬂ i) | @)

=iho(ty — t)qs | 1| @) = ihd(t; —t;)0(qr — @) - (4.3.8)

Also ist der retardierte Feynman-Propagator U(qy,ty, gi, t;) gerade die Orts- und Zeit-
abhéngige Greenfunktion der Schrodingergleichung.
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Wie bei der Dyson-Reihe unterteilt man einfach das Zeitintervall ¢y — ¢; in M kleine

Teilintervalle der Lénge € := < ];[ti, mit

tM::tf>tk+1 >tk>t03:tz‘,
Q =, qu=q5, Q= q(tr) = q(t; + ke) ,
und schreibt

1
Ulgr,tr,qit:) = (ar | Ur(ty, ) | @) = (ar | T] Ur(teste-1) | @)
k=M

1
={ar [ 1] UCtrste-a) [ ) -
k=M

Hier haben wir die richtige Zeitordnung (von links nach rechts zu abfallenden Zeiten)
bereits im Produkt berticksichtigt, so daf UR(tk,tk_l) = U(tk,tk_l) ist. Im néachsten
Schritt fithrt man zwischen den einzelnen Operatoren U (tg,tx—1) jeweils einen vollstén-
digen Satz von Eigenvektoren (Eigenfunktionen) des Ortsoperators ein:

+o0
= [ da | ada] -
Damit schreibt sich der Feynman-Propagator als

— 1
Ulgr, ty, giti —/ H dagr) TT (ar | Ut ter) | gr)
k=1 k=M

M—1 M
—/ Hko HleUtkatk 1) | @e—1) -

Innerhalb des k-ten Teilintervalls kann H (P, q,t) beziiglich der expliziten Zeitabhéngig-
keit als konstant H (p, g, tx) betrachtet werden. Dadurch kann man den Zeitentwicklungs-
Operator wieder in der Form U(tk, tr—1) = exp(— H(p, g, 1) €) darstellen.

Wir beschrinken uns im Folgenden auf Hamilton-Operatoren der Form H(p,q,t) =
5=p* + V(4,t) und erhalten also

M o
Ulgy.ts, gi,ti) / H dg,) [ (qx | e #eH@a0) | g, )
k=1

M

M-1
:/(H ko)H (qr | e~ h<2mp+vq’tk)|% 1)
k=1 k=1

M

M-1 _
= /( IT da) [T (qx | e <V @tt ) | @r—1) -
Pl fe1



4.3 Pfadintegral in Hamiltonscher Form A7

Mit Hilfe der Baker-Campbell-Hausdorff Formel (siehe etwa |Greiner u. Reinhardt| (1993)),
S. 32 ff.):

66A+EB _ eeA eeB 6—%62[A,B}+O(e3)
und unter Vernachldssigung der 0(62)—Terme folgt

7 1 A
Ulgg,ty qiti) = /( 1T dax) H g | e KV mieamt® | g )
k=1 k=1

M T

_/ quk H /dq (@i | e 7Y@ | gy (g | eweom” | gjoy)
-/ H dg) TT e HV1000 g | hess® | o)
k=1

M—-1 M M iy . P
= [(I1 daw) [(TLdpe) T e # V@) g | 55" | i) (o | 1)
k=1 k=1 k=1

M M ) )
—/ H ) | TLdpe) TT =5 e85 (g | i) o | a6

e%Pka 1 6—%1%%4

vV 21h \V2mh

Ees l dpy, M-,
= /( H dq) /(H ﬁ) H 7 [Pk (@ =@k —1) =€ H (Pr,ak tk))
k=1 k=1 4TI k2
M- M dp M cifp, "Ih—1 qk g ‘
:/(H qu)/(Hi}i H s (e )]
k=1 k=1 k=1

M-1 M ) B
— [(TT da) [(I1 225 ) e St
Praie} iy 2mh

Wenn der Grenzwert dieses Ausdrucks fiir M — oo existiert, dann schreibt man diesen
iiblicherweise in der Form

M
M-1 3 E e[pr ==L _ H (pyqrt1)]
. p h €
Ulgy:ty qirti) = A}lgloo ( H dqr) / 771 k=1 (4.3.9)
k=1 k=1
(ar:tr) i f dtfp(t)a(t)—~H(p(t),a(H).)]

= [ Dla(®) Dlp(t)]e - (4.3.10)
(girti)
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Dies ist das Feynmanschen Pfadintegrals in der Hamiltonschen Form . Hierbei ist zu
erwiahnen, daf die Formulierung mit der Summierung iiber alle Pfade von (g;, ;)
nach (gr,ts) mangels eines Integrationsmafles zunéchst einmal nur eine suggestive Ab-
kiirzung fir den Grenzwert der Gitterpfadsumme darstellt.

4.4 Pfadintegral in Lagrangescher Form

Wenn man nun Hamilton-Operatoren der Form H (p,q) = ﬁﬁQ + V(§,t) betrachtet,
bei denen p-Abhéngigkeit einfach quadratisch ist, dann kann man mit Hilfe einer qua-
dratischen Ergidnzung des Exponenten und der Ausfiihrung des Gaufischen Integrales

[ vy = (5 (44.1)
a
die p-Integrationen durchfiithren:
= 1i dpk e[prdk— 557 =V (qktr)]
U(Qfatfaqmtz) - ]Vlllm H ko H 2m kK
—00
:Nl[im H dqy.) H / 5 e €lam (Pk=mdk)*+ 3 47 =V (qnte)]
—00
T [ WPk 222y [(TT don) T ebel i)
= Jim ( eks) [(T] day) ] ebe8i-Viouts
MoeotpyJ 2mh =1 =1
M
LT i [T gy o o Y (et
fr—y _— . k=1
Jim (G (1T dae
M-1 PR -2
s m M/2/ - e 3 (5 d2—V (aktr)]
- g o (a5 142
(ars) f a2V (a(8))]
_ m 2 / M—1 "
a ]\/1[1£>n<>0<271'26h) DT a()] e ’
(girts)
(ar:ts) i fdtL (d(t),q(t),t (g5t
Ulap,tr.ant) =N - [ Dlg(t)]e _ / L5
(qisti) ivti)
(4.4.3)

Dies ist das Feynmanschen Pfadintegrals in der Lagrangeschen Form. Wiederum gilt,
daB die Formulierung mit der Summierung tiber alle Pfade von (g;, t;) nach (qy,t5)
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und der 'Normierung’ N nur eine (suggestive) Abkiirzung fiir den Grenzwert der Git-
terpfadsumme |4.4.2 darstellt. Da lim M%w(%)M/ 2 allein fiir sich natiirlich nicht
existiert, ist dieser Faktor Teil einer geeigneten Mafifunktion und N in[4.4.3]ist lediglich
ein Proportionalitatsfaktor zu dieser Mafifunktion, der die Unitaritdt des Pfadintegrals,

d.h. des Feyman-Kerns U(qy, ts, ¢, t;), sicherstellen soll.

Dort wo diese Gitterpfadsumme nicht konvergiert, behelfen sich die Physiker iiblicher-
weise damit, in die komplexe Ebene auszuweichen. Dies kann entweder durch eine Dre-
hung der komplexen Ebene um einen kleinen Winkel ¢ in mathematisch negativer Rich-
tung erreicht werden, wobei sich die neue Zeitkoordinate 7 aus der alten Zeitkoordinate
t ergibt als: 7 = ¢ . Dies fithrt zu einer exponentiellen Dampfung der Beitrage im
Pfadintegral fiir grofie 7. Oder man dreht die komplexe Ebene gleich um § = 7, d.h.
man geht zu imagindren Zeiten 7 = ¢t Uber. Dies ist die euklidische Form des Pfa-
dintegrals, die im folgenden Abschnitt betrachtet werden soll. In diesem Fall werden
aus den Phasen im normalen Pfadintegral abfallende Exponential-Funktionen und die
Konvergenz ist gesichert. Fiir die mogliche Riicktransformation zu reellen Zeiten nach
Duchfiithrung der Rechnung im Euklidischen muf3 allerdings sichergestellt sein, dafl die
Losung im Bereich der analytischen Fortsetzung keine Pole hat.

4.5 Pfadintegral in Euklidischer Form

Durch den Ubergang zu imaginiren Zeiten gelangen wir zum Euklidischen Pfadintegral.
Sei T:=1it, e, =1, T ER:

1 ] .
Ur(qs 75, i, 7:) = (a5 | e~ wH(Ts=i)

¢G)=...

li (ﬁ v “ngath) /(Aﬁld ) ﬁ —herlBR+V (@ i)
= l1im —— e h2m gk e hTl2 1
Mooty ) 27 =1 f—1

((If f) lef [ 2 1 ]

" 4 [ a3+ Vi) i)

— m M2 / M-1 - '
o J\/llgnoo(27r5ﬁ> D [q(T>] € =

(gi57)

T
@rrs) 1 [ arB((r).q(n). A7)

UE(qfvav%yTi) =N - / D[q(T)]@ i

(gi,74)

(qutf)
- N / Dlg(r)] e 755 . (4.5.1)

(gs,ts)
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4.6 Pfadintegral der Zustandssumme

Die kanonische Zustandssumme ist als Spur iiber e PH definiert und dies kénnen wir
als euklidisches Pfadintegral schreiben:

7 1= Sp(e ) = [dq{q| e O | g) = [ dqUs(a,n5,4,0) (4.6.1)
Hier sind nun ¢y = ¢(0) und gy = q(hf) identisch, d.h. wir miissen zur Spurbildung
das Integral {iber ¢ mit dieser periodischen Randbedingung durchfiihren.

m M/2 M—1 M 1 _1m 2 e 1
Moo 2meh k=1 k=1
q(hB)=q(0)

hpB
—+ [drH(4(),q(r),%7)
0

(4.6.3)

Hier erfolgt wegen der periodischen Randbedingung ¢(0) = ¢(%f) die Summation tiber
alle entsprechenden zyklischen Pfade.

4.7 GaulBsche Integrale

Immer wieder stoen wir bei der Pfadintegral-Methode auf Gaufische Integrale (siehe
. Tatséchlich sind diese Gauflschen Integrale auch die bedeutsamsten unter den
wenigen Pfadintegralen, die wir analytisch exakt 16sen konnen. Fiir die Anwendung in
den folgenden Abschnitten sollen hier einige Ausdriicke fiir Gauflsche Integrale in M
Dimensionen abgeleitet werden.

4.7.1 Das einfache GauBsche Integral

Sei a € R und a # 0, dann gilt:

1 T —Laa2 —1/2

Beweis. Man berechnet das quadrierte Integral mittels Polarkoordinaten.

/d:lce’m2 / dye’y2 = /dx / alye’””zfy2

21 00 o0
1
:/dgo/drre”"Q :27T/§dse’s
0 0 0
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=rl—-e’lF=1 =

[ = o Jaretr = [ e =T :
a a
o e 5

—0o0

4.7.2 Das GauBsche Integral fiir M-dimensionale symmetrische
Matrizen

Sei A eine reelle, symmetrische, positiv definite Matrix der Dimension M % M, A habe
also keine Null-Eigenwerte, dann gilt:

1 o0
2z / daydzs . .. dayy e 2 @A) = (det A)~1/2 (4.7.2)

Beweis. Sei | z) :=| x122...2)) ein reeller M-dimensionaler Vektor, dann gibt es eine
orthogonale Matrix U, die A auf Diagonalform diag(ay, as, ..., ap) transformiert, mit:

A:UAU_17 |£Z'>:U|[L'>, d(i’ldfg...dff]\/[:d$1dl‘2...d$M,

1 L .
7M/2/d$1dl‘2...dxMe L@|UAU~ z)

(2m)

17 ;
—3(e|Alx) _
]\4/2_/ de'ldl’g...dI’Me 2 = (27‘(‘)

72

1 [ee)
= Gy [ dsdzs . dzy e BT

(2

M
= 11 1/2 /da:ze 2%
B ﬁ 1 1 .
= i (ai)1/2 - (detA)1/2 .

Héufig findet man auch die folgende Schreibweise mit Sp(In(A4)):

M
In(det A) lrll_laz > Ina;=Sp(ln 4) = (4.7.3)

i=1
det A = 5P 4) (4.7.4)

Damit 1a8t sich jetzt schreiben als:

1 7 —5(z|Alz —5 n
W / d$1dx2...dxM€ é< [Alz) — € éSp(l 4) . (475)
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4.7.3 Das GauBsche Integral fiir M-dimensionale symmetrische
Matrizen mit Linearterm

Sei A eine reelle, symmetrische, positiv definite Matrix der Dimension M x M, A habe
also keine Null-Eigenwerte, dann gilt:
1

(27T)M/2/ dxidxsy ... dvy e~ G @A) ~(al) — o(JIATHY) (det A)_1/2 ) (4.7.6)

Beweis. Wir wéahlen hier im Exponenten das Verfahren der quadratischen Erganzung,
um wieder zu einem rein qudratischen Ausdruck zu gelangen.

Das Minimum | z¢) von (3(z | A | z) — (z | J)) finden wir mit

o0 1
(el Al — @) =0 = Alz)=l)) = |z)=4"]J)
Wir gehen von der Variablen | z) tiber zur Variablen | y) :=| z)— | o), bzw.

| ) =| y)+ | zo), dann folgt:
ol Aln)— (| )= (w20 | Al -+ 20) — (fy +20) | )

= Sl A L)+l Alm) — (g1 )~ {m] )
= S I ALY) + 1D~y 7) =47 | 20)

= Sl ALy (T A])

1 oo
W / dmldlﬁ ce d(L’]V[ e‘(%(&U\A\x)_@U))

(27
L 0 T dyde s o AR
We Yiays ... aYyy €
= AT (det A)7V2 O

4.7.4 Das GauBsche Integral fiir M-dimensionale hermitesche
Matrizen

Sei A eine komplexe, hermitesche, positiv definite Matrix der Dimension M x M, A
habe also keine Null-Eigenwerte, dann gilt:

1 (o.0]
@i / dadzr .. dzydzly e #42) = (det A)7L . (4.7.7)
7r
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Beweis. Sei | z) :=| z122...2y) ein komplexer M-dimensionaler Vektor, dann gibt es
eine unitidre Matrix U, die A auf Diagonalform diag(ay, as,. .., aps) transformiert, mit:
A=UAU, |2)=U|z),

dz1dz{dzdzy . . . dzZydzy, = dzdzidzodz; .. dzydz)y,

Mit | z) :=| x) +i | y), also zxp = xp + iy, fir k€ {1... M}, folgt fiir das Volumenele-
ment:

% 1
9z, 21) dx dy = drdy =|—2i|dedy = 2dxdy . (4.7.8)

d(,y)

dzpdz;, = ‘

Die Invarianz dieses Volumenelements kann man folgendermaflen sehen. Wir zerlegen
ebenso wie | z) auch die Matrix U := U, + ¢ U, in Real- und Imaginarteil, d.h. U, und
U, sind reelle Matrizen.

| 2):=[D) +i|y) = Ua+1Uy)(| 2) +1i]y))

= U |2) =Uy|y) +i(Uy [ 2) +Us [ y))

| 7) Up =Uy || [2) | )
= = UR ’

| y) Uy, U, | y) | y)
UUt=1 = (U, +iU,)Ul-iU))=1 =

vUl+oUl =1 Ul -UU =0 =

U, —U, Ui U U Ul + UUS UUf — U UL

T

UrU}, = - =
U, U, ~U} U} u,Ul - UUf U,UN 4+ UUS

[

Also ist die Matrix Ui der Dimension 2M x 2M reell und orthogonal und 1463t das 2M
dimensionale Volumenelement dx,dy dxadys . . . dxydy,, invariant.

1 oo
(2m)M / dzdzl .. dzydzl, e FAR)
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1 o0
= W / dz1dyy . .. dzpydyy e~ (#l412)

17 Moy
= / dzidyy . ..dTydyy e 2 i1 6T
(m)M
M oo
1 - _
- H - / di’zdgz e_‘“m?e_aiy?
=1 T

<7f>1/2<j;>1/2

I
=

1
NN
N | =
£

I
| —

@
Il
—

= (det A)~! = e 5PIn ) O
Q;

4.7.5 Das GaulBlsche Integral fiir M-dimensionale normale Matrizen

Das Ergebnis gilt nicht nur fir hermitesche Matrizen, sondern auch fiir normale
Matrizen A, wobei dort aber die Eigenwerte a; beliebige komplexe Zahlen sein kon-
nen. Normale Matrizen sind Matrizen mit ||AT | z)|| = ||A | x)|| (siche etwa |Hassani
(1999), S.117 ff.) . Da die kohérenten Zusténde aus Eigenvektoren der nichthermiteschen

Vernichtungs-Operatoren aufgebaut sind, werden wir im Zusammenhang mit dem ko-
harenten Pfadintegral das Ergebnis fiir normale Matrizen benotigen.

4.8 Spektrale Zeta-Funktion

Wir haben soeben gesehen, dafl wir bei der Berechnung M-dimensionaler Gauf3scher
Integrale auf die Berechnung von M-dimensionalen Determinanten gefithrt werden. Im
Grenzwert limj;_,., werden aus unseren M-dimensionalen Matrizen A M jetzt unendlich-
dimensionale Matrizen, d.h. Operatoren A in einem unendlich dimensionalen Hilbert-
Raum. Wenn der Grenzwert der Determinanten lim ;.. (det Ay;) existiert, so werden
wir diesen Grenzwert als die Funktionaldeterminante det (121) bezeichnen.

Wenn der Grenzwert lim ;. (det A a) aber nicht existiert, wie etwa bei physikalischen
Fragestellungen mit einer UV-Divergenz in Modellen der Quantenfeldtheorie, dann kann
man versuchen, eine 'regularisierte’ Funktionaldeterminante det (A) zu definieren, bei
welcher auf definierte Weise ein Pol aus der divergenten Determinante herausgenommen
wird. Einen mathematisch besonders klaren Weg zur Definition einer regularisierten

Funktionaldeterminante stellt die Methode der spektralen Zeta-Funktion dar.
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Sei jetzt A ein elliptischer Differential-Operator mit den Eigenwerten A, so kann man
analog zur Riemannschen Zeta-Funktion eine ’spektrale Zeta-Funktion’ (4(s) definieren:

Cils) =3 2 (4.8.1)

n=1 )\n

Wenn der eliptische Differential-Operator A von der Ordnung w auf einer m-dimensionalen
kompakten Mannigfaltigkeit ist, dann kann man zeigen, dafl die obige Potenzsumme
von (4(s) fir R(s) > ™ konvergiert (siche oder Schwarz (1993)), S.132 ff.). An-
schliefend kann man diese spektrale Zeta-Funktion analytisch in der komplexen Ebene
fortsetzen und dann an den uns interessierenden Punkten s, hier speziell s = 0, berech-
nen.

1

Cils) = S d et =Sp(es Ay (4.8.2)
n=1""n n=1
d N
—Ci(s)] ==Y I e ==>"InA,=—In[[ A\ =—Indet(4) .
ds s=0 n=1 s=0 n=1 n=1

Damit konnen wir jetzt eine regularisierte Funktionaldeterminante det(fl) definieren
als:

det(A) := [ Ao = 4O (4.8.3)

n=1

Wir werden als Beispiele zunachst die Funktionaldeterminanten fiir das freie nicht-
relativistische Teilchen und fiir den harmonischen Oszillator mit Hilfe der spektralen
Zeta-Funktion berechnen, bevor wir dann spéter (in[6)) das Thema vertiefen.

4.9 Feynman-Propagator und Zustandssumme des
freien Teilchens

Wir wollen hier mit Hilfe der Gaufischen Integrale den Feynman-Propagator eines freien
nichtrelativistischenTeilchens berechnen. Es ist also L(q, ¢) = 2 ¢(t)*.

S(a) = [ dt L), a(t) = [ de " ey (4.0.1)

Wenn wir das Wirkungsintegral S als Funktional von ¢ differenzieren (siehe etwa [M.1.17

und [M.1.18)), so ergibt sich:

58 q(t) 528 & 535
— =-m , m(———=)d(ty — ta) =0
5 i sattsa) - Tad) M TR Sttty
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Wenn die zweite F unktionalableitung lokal ist, verwenden wir auch die Schreibweise:

2

Sloc /5q tl 5q tQ 2 - _mdit% )
Der klassische Pfad g (t) mit den Randbedingungen ¢.(t;) = ¢; und qu(ty) = g5 folgt
aus:

oS d*q(t)

—m

5q dt?

_ N T D).
=0 = qcl(t)—qi+m(t—t) (4.9.2)

Damit ergibt sich das klassische Wirkungsintegral zu:

S(ger) / dt—q %ﬁff__i’)) . (4.9.3)

Weil die dritte Funktionalableitung von S(q) fiir das freie Teilchen verschwindet ist die
semiklassische Naherung |4.11.5|in diesem Fall sogar exakt. Mit ¢(t) : = qu(t) +7(t) und

gilt also:

v ) = Ydt r(t) 82) (qa) (1)
Ulagty, gots) = ehSa) . . / Dlr(t)]e (4.9.4)
O:t:)
| (0.t) fdt drit))2
_ eiSlaa) LN . / D[r(t)]e : (4.9.5)
(0,t;)

Aus der Konstruktion ¢(t) := qu(t) + r(t) sehen wir, dafl das Pfadintegral tiber die
Wege r(r) den klassischen Weg mit r(¢) = const. = 0 nicht mehr enhélt (bzw. keine
Nullmode mit w = 0 enthalt).

Dieses Pfadintegral ist der Grenzwert der folgenden Gittersumme (siehe [4.4.2) ¢ =
(ty —t;)/M):

M—o0

M
Y (re—rgp-1)?

;= lim (7m M2 enSla) / H drg)e  *=1

M—oo 2mieh

Um das Integral UM (q;,t¢, q;,t;) fiir ein festes M-Gitter als GauBsches Integral 16sen
zu kénnen symmetrisieren wir die Summe tiber die Fluktuationen r; unter Berticksich-
tigung der Randbedingungen ro = ry; = 0:

M M

Z(Tk — Tk_1)2 = Z(T]% + lefl — 27"ka_1)

k=1 k=1
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M M-1 M M-1
2
S X S X ran
k=1 k=0 k=1 k=0
M-1 M-1 M-1
2r; TRTr—1 — Y Th+1Tk
k=1 k=1 k=1
M-1

= (27”1% — TETE—1 — Tk41Tk)
1

e
Il

S

-1
R M-1

-
.
Il
—

mit der M — 1 dimensionalen symmetrischen Matrix

2 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
0 0
LMfl -
0 o -1 2 -1 0
0 0o -1 2 -1
0 0 -1 2

Jetzt suchen wir die Determinante von L™~!. Wenn wir die Determinante nach der
ersten Zeile entwickeln, erhalten wir die folgende Rekursionsbeziehung;:

det(LM~1=2 det(LM?) — det(LM?)

mit der Anfangsbedingung det(L!) = 2 und det(L?) = 3. Daraus folgt det(LM~1) =
M. Mit dem Gaufischen Integral fiir symmetrische Matrizen folgt also fir den
Feynman-Propagator

, M-1 : Z LMy
m M 7 ze e
UM ,t 3 ‘,t' — 2 . ﬁs(q‘:l) / d i,j=1
(Qf 4 z) (27T26h) € (klzll ’f‘k
m M -1 m M—1

[NIES

)z e Slae) (27) -l (—) "= -M~
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m (a7-2;)°

m 53 Gyt

[

= ( )

- €

im (<If*‘1i)2

T VELeRE T (4.9.6)

27Tih(tf — ti)

Mit 7 = it folgt fiir den euklidischen Feynman-Propagator (4.5.1)):

m (ap—a;)?

oo m
2rh(ty — 1)

1
h

Ur(qy 75, ¢, i) = ( )2 e BT (4.9.7)

und fiir die Zustandssumme (4.6.1)):

mo 1 mkT 1 a
Z :/ s ,q, :/ — )2 = 2 = ) 4 .
dqUg(q, 13, q,0) ch(%hzﬁ)Q “(zﬂhz)Z 3 (4.9.8)
2th? . "
A= ist die sog. thermische Wellenlange. (4.9.9)
mkT

Erwahnenswert ist hier vielleicht, daf3 wir, um eine endliche Zustandssumme zu errei-
chen, das freie Teilchen in einen (eindimensionalen) Kasten der Lénge a := [ dg ein-
gesperrt haben. Die Divergenz bei unendlicher Kastenlange, d.h. bei verschwindender
Fouriertransformierter von g, ist ein einfacher Fall einer sogenannten Infrarot-Divergenz.

Als néchstes wollen wir den euklidischen Feynman-Propagator mit der Methode der
spektralen Zeta-Funktion berechnen. Wir beginnen mit und weisen nochmals dar-
aufhin, daf diese Darstellung (semiklassische Néherung) fiir das freie Teilchen exakt
ist.

0,75) i (@)
) ’ —5F fd'rr('r) Sk 0e(@el) T(7)
Uslar. 7y as7) = e 45500 N [ Dlr(rile
(0,7:)
(0.7¢) m f o2
) —g [ drr(r) (-L5)r(r)
= e~ #Selw) N . / Dir(r)]e =
(0,7:)

Um die Methode der spektralen Zeta-Funktion anwenden zu konnen, miissen wir von
den Variablen r und 7 zu dimensionslosen Groéflen 7 und 7’ iibergehen. Dabei setzen
WIT Ty i=Tf — T;.

T —T; T —T;

r_ _ 1A . —
T TP —Ti T r(r) (ﬁTﬁ

er(r) = (4.9.10)
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(0,74=1) R T
UE(qf, - qi77-2-) _ e*%SE((Icl) N / D[TI(T/)] e_ing (') (= g=) ' (7)
(0,7/=0)
(0,74=1)
— e hSE) | N / DIY/(+)] e 3=l (4.9.11)
(0,7/=0)

In Analogie zum diskreten Gaufschen Integral wird jetzt eine Funktionaldetermi-
nante eines elliptischen Operators A definiert als:
(0,7’}:1)
(det'(A)) "% := / D[ (7)] e~ 3414 (4.9.12)
(0,7/=0)
Der Hochstrich ” bei der Determinante bezeichne die Nebenbedingung, daf3 der klassische

Pfad mit r(¢) = const. = 0 bei der Berechnung in der Determinante nicht mehr enhalten
ist. Mit A := (— dd/Q) schreibt sich unser euklidisches Pfadintegral dann als:

2

=

UE(quTf7q17TZ> = 6_%SE(qcl) . N/ . (det/(_ (4913)

dT’2))_

und damit auch fiir den Operator (— > @ ) Dirichlet-

Da wir fiir die méglichen Pfade r/(77)
= 0) haben, folgen als Eigenfunktionen und Eigenwerte

Randbedingungen (r'(0) = /(1)
dieses Operators

v (') =sin(rn7’), und A\, =7n?. (4.9.14)
Der Ausschluf des klassischen Weges mit r(¢) = const. = 0 aus der det’ bedeutet also
den Ausschluf der Nullmode mit n = 0. Damit ist der Operator (— & tatsiichlich ein
elliptischer Operator, auf den die Methode der spektralen Zeta-Funktion angewandt
werden kann.

)= 2= (S = ()
() = als) =2 (3) (1) C(25) + ()" 2¢'(25)

Mit ¢(0) = —2%, (D.10.11} oder |Abramowitz u. Stegun (1970), 23.2.11) und ¢'(0) =
—2ln(2m) (D.11.6, oder [Abramowitz u. Stegun| (1970), 23.2.13) folgt:

¢ (0) = —1n(71T) B R

—e %0 =29, (4.9.15)
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Damit erhalten wir fiir das euklidische Pfadintegral
1
UE(Qfan,qi7Ti) = e_%SE(ch) . N'. (5)% .

Dies vergleichen wir mit dem auf direktem Weg erzielten Ergebnis [4.9.7] und erhalten
damit die Normierungskonstante N':

m 1
N =(——)2 4.9.16
<7Th(7'f—7'i) ’ ( )
) — e~ 1 5Ea) m 1 191
UE(qf7Tf7Qz7Tz) e n (27Th<7_f_7_l) 2 ( 9 7)

Der Vollstandigkeit halber sei dieses Ergebnis auch noch fiir den analogen nicht-eukli-
dischen Fall angegeben (siehe [4.9.3[ und [4.9.6):

N — (Wih@:?_ tz)) 7 (4.9.18)

(NI

m

m)a . (4.9.19)

U<qf7 Tf, qi, Ti) = e%s(qcl) (

4.10 Feynman-Propagator und Zustandssumme des
harmonischen Oszillators

Wir wollen hier den Feynman-Propagator des harmonischen Oszillators und seine Zu-
standssumme berechnen. Natiirlich konnte man diese Grofien auf herkémmliche quan-
tenmechanische Weise recht einfach erhalten, aber es soll hier an diesem bekannten
Modell die Methode der spektralen Zeta-Funktion bei bekanntem Spektrum demon-
striert werden.

Das klassische Wirkungsfunktional ist also:
ty ty
. . o mo.o\2 2 ()2
S(a) = [ dt L(a(t),a(t) = [ dt % () - wra(t)?) (4.10.1)
t; t;

Wenn wir das Wirkungsintegral S als Funktional von ¢ differenzieren (siche etwa|M.1.17]

und |M.1.18)), so ergibt sich:
528 d?

65 dqt) _

(57(] - ’ITL( A2 - WQQ(t)) ’ 5q(t1)5q(t2> m(_dit% - WZ) 5<t1 - t2) )

539

Sa(t)og(t2)0q(ts)
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Da die zweite Funktionalableitung wieder lokal ist, verwenden wir erneut die Schreib-
weise:

Sloc /5q tl 5q tg 2 -

Der klassische Pfad ¢« (t) mit den Randbedingungen ¢.(t;) = ¢; und qu(t;) = ¢y folgt
aus:
5S d?q(t
05 _ (- q(?)
0q dt?

—w?)=0. (4.10.2)

Wir machen fiir g,(t) den tblichen harmonischen Ansatz:

qe(t) := by coswt + by sinwt . (4.10.3)

Wir setzen noch zur Abkiirzung ty; := t; — t; und konnen ohne Beschrankung der
Allgemeinheit ¢; = 0 wéihlen. Damit folgen sofort die Koeffizienten b; und bs:

¢ = qa(t;) = qu(0) = by,

qr = qa(ty) = qu(tsi) = by cos(wtg;) + basin(wty;) |

qr — gicos(wty;)
sin(wt ;)

bi=¢q;, by=

Fiir die Berechnung der Wirkung auf dem klassischen Pfad ¢, benétigen wir qd(t)Q und
2

wqq(t)*:
G (t)? = (—bwsin(wt) + byw cos(wt))?

= w? (b} sin®(wt) — 2b1by sin(wt) cos(wt) + b3 cos?(wt)) ,

w?qa(t)? = W (b7 cos? (wt) + 2byby sin(wt) cos(wt) + b3 sin(wt)) .

Damit ergibt sich fiir die Wirkung auf dem klassischen Pfad q:

tyq
Scl(%: Qf - S C]cl /dt . - WZQ<t)2]
7 L A 2 .
= /dt — [(b] — b3)(sin”(wt) — cos®(wt)) — 4b1by sin(wt) cos(wt)]
0
me?
-2 / dt [(02 — B2)(2sin2(wt) — 1) — dbyby sin(wt) cos(wt)]

0
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tr;

=[]0 — ) 2sin?(wt) — 1) — Abba sin(wt) cos(wt)]

2

= m;u (0} — b%)(Q(;tﬁ — 41 sin(2wt ;) —tg;) — 4b1b2(21w sin®(wt ;)]

- M (b} — b§>(2(—i2 sin(wt ;) cos(wty;))) — 4b1b2(i SiHQ(wtﬁ))]
2 4w %

— _me [(b] — b3)(sin(wt ;) cos(wt ;) + 2b1bg sin®(wt ;)] -

Hier haben wir [sin?wt = 3¢ — .= sin(2wt) und [ sin(wt) cos(wt) = 5= sin®(wt) verwen-

det. Jetzt berechnen wir noch (b3 — b3) und (b1b2) als Funktion von ¢; und ¢;:

q; sin®*(wtg;) — g7 — q; cos®(Wtgi) + 2¢sqy cos(wt z;)

b I2) =
(b — b3) sin?(wt 1;)

2g7 sin®*(wt i) — (g7 + qF) + 2qiqy cos(wit 5;)
sin?(wt ;)

)

qiqr — %2 cos(wt ;)
b1by = : .
sin(wt ;)

Dies setzen wir in den obigen Ausdruck fir die Wirkung ein und erhalten:
Sa(qirqr) = S(qa)

—mw [2qi2 sin®(wt g;) cos(wtpi) — (qf + q7) cos(witys) + 2qiqy cos®(wit z;)
2

sin(wt ;)

N 2¢;q sin®(wt ;) — 2q2 sin?(wt ;) cos(wt 1;)

]

sin(wt f;)

mw

2 2
= —[(¢ tri) — 2q:q¢] - 4.10.4
2sin(wtﬁ) [(QZ + qf) COS(W f ) q Qf] ( )

An diesem Ausdruck fiir die klassische Wirkung S, (g;, ¢f) konnen wir sehen, dafl die
obigen Uberlegungen zundchst nur fiir kleine Zeitintervalle ¢y = t; —t; < T gliltig sein
konnen. Die Singularitaten von S¢ (g, ¢f), d.h. die Punkte ty; =ty —; = ™ mit m € N,
heiflen Kaustiken und bediirfen bei Interesse an einer langfristigeren Zeitentwicklung
einer gesonderten Analyse (siehe néchstes Kapitel, oder z.B. |Schulman (2005)), Kap. 15
- 16).

Wir konnen wieder mit 7 = ¢t zur euklidischen Wirkung iibergehen:

sin(wt ;) = sin(—iwty;) = —i sinh(w7y;) ,
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cos(wt ;) = cos(—iwTy;) = cosh(wTy;)

Damit geht %S(qcl) iber in —%SE(qcl) mit:

mw

Se.algisqr) i = Se(qa) = m [(qf + q]%) cosh(wt ;) — 2q¢iqy] - (4.10.5)

Weil die dritte Funktionalableitung von S(q) fiir den harmonischen Oszillator ebenso
wie fiir das freie Teilchen verschwindet, ist die semiklassische Naherung in diesem

Fall sogar exakt. Mit ¢(t) := qq(t) + r(¢) und {4.11.7] gilt also:

(0,7¢) L f (@)
L ’ — 37 de’V‘(T) SE,loc(qu)T(T)
Ue(qy, 77, ¢, i) = e nSEl) L N / Dir(r)]e 7
(O’Ti)
0 ! 2
O.7f) -5 deT‘(T) (—;—Z—I—wz)r(T)
_ —+58(qa) b 4
— e #Sml@) Ly . / Dr(r)]e 7 . (4.10.6)

(0,7:)

Aus der Konstruktion ¢(t) := qu(t) + r(t) sehen wir, dafl das Pfadintegral iiber die
Wege r(r) den klassischen Weg mit r(t) = const. = 0 nicht mehr enhélt (bzw. keine
Nullmode mit w = 0 enthélt).

Um die Methode der spektralen Zeta-Funktion anwenden zu konnen, miissen wir von
den Variablen r und 7 zu dimensionslosen Gréfen ' und 7/ ibergehen:

’ T —T; T —T; 1 m %
- _ — N 4.10.7
P T LT ) () (@.10.7)
0,7.=1 1
L ( f ) 7% de/ () (7;7{—32+w27'22.)r’(7")
Uplar. 7y.q0m) = #5900 N [ Dlp()e
(0,7/=0)
(0,7’}:1) ,
— e SEl) LN / D[ ()] e 2t I=am i) (4.10.8)
(0,7/=0)
Mit A= (=L, + w?77;) und (4.9.12) und |4.9.16| schreibt sich unser euklidisches Pfadin-

tegral als:

N |=

Us(qr, 75, ¢iy ) = € 5580 - N (det(A))~

m 2

N

- (det'(— d

= e 79800 . ) s —HuZTJ%Z-))’? . (4.10.9)

wh(ty — ;)
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Der Hochstrich ” bei der Determinante bezeichne die Nebenbedingung, daf§ der klassi-
sche Pfad mit r/(7") = const. = 0 bei der Berechnung in der Determinante nicht mehr
enhalten ist. Da wir fir die moglichen Pfade 7/(7') und damit auch fiir den Opera-
tor (—-4 +w *7%) Dirichlet-Randbedingungen (r'(0) = r/(1) = 0) haben, folgen als
Eigenfunktionen und Eigenwerte dieses Operators

v (') =sin(mn7’), und A, =70+ w7}, . (4.10.10)

)

Damit ist der Operator (—+5; + w?7},) tatséichlich ein elliptischer Operator (auBerhalb
der oben erwdhnten Kaustiken), auf den die Methode der spektralen Zeta-Funktion
angewandt werden kann.

[e.9] 1 o0 1 < 9

Z )\7 Z =N (;) CE(Suq ) ) (41011)

= n=1 (n? +

=
ﬂ“)

mit der speziellen Epsteinschen Zeta-Funktion

7T

O 1 (,UTfi
—y —und =2 4.10.12

n=1

Diese Epsteinsche Zeta-Funktion ist zundchst einmal nur fir R(s) > 1 definiert, kann
aber ebenso wie die Riemannsche Zeta-Funktion analytisch fortgesetzt werden. Wir
verwenden hier die folgende Darstellung dieser Epsteinsche Zeta-Funktion ((G.0.6| siehe
auch Elizalde (1995]) 1.38 und 4.13), die insb. bei s = 0 analytisch ist und uns daher
die gewiinschte Berechnung von (’;(0) erlaubt:

CE(S7q2) = - +

7F(s) g n®"2 K, 27rnq)
(4.10.13)

mit der modifizierten Bessel-Funktion der dritten Art K, . Da (g(s,¢?) bei s = 0 ana-
lytisch ist, folgt mit lim,_,o I'(s) = oo:

(e(0,¢%) = —; : (4.10.14)

Als néchstes berechnen wir nun (’;(s) und daraus dann ¢’;(0).

Cils) = —In(m) 7= Cp(s,q*) + 7" Culs.q) .

Cu(s,q%) =In(q) ¢ +
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n 7T2g§3(; 5) (_2 hl(Q)) q—25+1
2In(m) 7 q~*": | 27°(—In(g)) g "2 ot 1y
e T e T )]

2 S
+ — Wq Znsfi . 27mq)]

Mit I'(0) = oo und (=)’

=1 (C.11.1)) folgt:

1 1 1 1 s 1
¢3(0) = In(m) + In(q) + §7T5F(—§) qg+2q2 > n2 K_1(2mnq) .

n=1

Fir die modifizierte Bessel-Funktion der dritten Art finden wir in|/Abramowitz u. Stegun
(1970) (10.2.16 und 10.2.17):

™1 o,
Ky() =Ky = (ke =
4(0) = In(m) + In(g) + ST (—2) g+ 2 Y- nF (s} 2o
4 2 2 = 2-2mnq
1 1 1 00 6—27rnq
= In(7) +In(q) + §7T2F(—§) g+
n=1

Die Summe im letzten Term konnen wir auf den sinh zurtuckfithren:
1
In(sinh(z)) = ln(ﬁ(ez —e?)) =—In(2) +In((e* —e77))
= —In(2) + 2+ In(1 — ™)

1 1
= —In(2) + 2+ (—e % - 56_4'2 — ge_GZ —..)

o] 672nz

=—In(2)+2-> —
i e_j;mq = —In(2) + mg — In(sinh(7q)) . (4.10.15)
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Weiter ist I'(3) = (—3)T'(—3), also I'(—3) = —2I'(3) = —oms 1} und damit folgt
jetzt fiir ¢’ (0):

¢3(0) = In(7) + In(q) — 7q — In(2) + 7q — In(sinh(7q))

sinh(7q)
™q

= —In(2 ). (4.10.16)

Damit folgt jetzt schliellich fiir unser euklidisches Pfadintegral des Feynman-Propagators
des harmonischen Oszillators

UE(qf7Tf7Qi7Ti) = 6_%SE(QCZ) . N'. (det (A)) 3 _ —*SE(qcz) . N'. G%C/A(O)
_ o ESnaa) . m_ o wlmpom)

wh(ty — ;) 2sinh(w(ty — 7))
muw

— e_%SE(qcl) . (
27h sinh(w(rf — 73))

N

(4.10.17)

Zum Schlufl wollen wir noch die Zustandssumme des harmonischen Oszillators berech-
nen. Mit 4.6.1jund 4.10.5|und ¢ := ¢; = ¢ und 74; = 74 — 7; = A3 folgt:

Z= ./quE 4:hB,4,0) = (27Th smh (hpw) )? /dqe 9ee)

-

mw

- (27rﬁ sinh(ﬁﬁw))

dq e R 253;%7/3@) [cosh(hBw)—1]

=

mw 1 mh sinh(hfw) 1
27h sinh(hfw) (Qmw(cosh(hﬂw) - 1))

= (

1 1 1 1

1
= _. 2 = = ) 4.10.1
2 <cosh(h5w) -1 2 sinh(%89) " _ 5" (4.1018)

N

Damit haben wir das bekannte Ergebnis fiir die Zustandssumme der harmonischen
Ostzillators erhalten. Eine andere Berechnungsweise dieser Zustandssumme mit Hilfe
der spektralen Zeta-Funktion und der Warmekern-Entwicklung wird in vorgestellt.

4.11 Semiklassische Ndherung des Pfadintegrals

Wir betrachten die semiklassische Néiherung, d.h. die Naherung A — 0, am Feynman-
schen Pfadintegral in der Lagrange-Form fir L(q,q) = %24(t)> — V(q(t)). Der
Einfachheit halber wéhlen wir das Potential hler also nicht explizit zeitabhéngig.

(qfvtf) .
Ulap,tr.aints) =N - [ Dla(t)]er@. (411.1)
(qiti)
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Diese Uberlegungen lassen sich natiirlich ebenso auf das euklidische Pfadintegral
und das Pfadintegral der Zustandssumme [4.6.3] iibertragen.

Fiir i — 0 stellt €7@ einen schnell oszillierenden Term dar und in der Summe werden
sich die meisten dieser schnell oszillierenden Terme gegenseitig ausloschen. Den Haupt-
beitrag des Pfadintegrals werden also Terme liefern, fiir die sich die Wirkung S(q) nur
wenig verandert, d.h. fiir die S(q) extremal wird. Dies ist gerade die Aussage des Satzes
der Stationdren Phase Methode (siehe[[.4)). Die Wirkung S(g) wird extremal gerade ent-
lang des klassischen Pfades und deshalb entwickeln wir S(q) um den klassischen Pfad
¢ (t) herum, der ja gegeben ist durch:

45
6(] qel(t)
Mit q(t) := qu(t) + r(t) folgt

0. (4.11.2)

S(q) = Slqa) + ;/ dt dt, (Sq(iigqqgt)

Wenn die Lagrange-Funktion lokal in ¢ ist, wie bei der von uns vornehmlich verwendeten
Funktion L(q, ¢) = Z¢(t)*> — V(q(t)), dann ist mit [M.1.18 auch S®*(q) lokal, also:
0*5(q)
dq(t1)dq(t2)

r(t) r(ts) . (4.11.3)

= SPg) 6ty —ty) = (4.11.4)

qcl

Sta) = S(aa) + 5 [ der() SEaa)r(t) =

tf
| (0:£7) o [ dtr(t) S (ae) (1)
Ulgs ty, qiti) = N - enSe) / Dir(t)]e 4 : (4.11.5)
(Ovti)

Fur unsere obige Lagrange-Funktion folgt mit [M.1.20}

, (0,t5) 217 }fdt [m(dgtt))Qf de\;éq) r(t)Q]
Ulqyp.ty,git;) = N - ens) . / Dir(t)]e * el
(0,¢:)
tf
| (0.t7) [ (n) [ L — LV (g (8)] (1)
_ N . erStaa) /D[r(t)]e (4.11.6)

(Ovti)

Wie oben in [£.5.1] folgt mit 7 := 4t , 7 € R fiir das entsprechende euklidische Pfadinte-
gral:
s
09 i [ (R TR e

UE(quTf7qi7Tz'> = N . 6_%SE(qu) . / D[T(T)] e Ti qey(T)
(O,Ti)
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(OTf) m ! d2 1y 1
L ’ —3F deT(T) [+ V" (qa ()] r(r)
=N e w98l . / Dir(t)]e ™
(077—1')
(4.11.7)

Wir erhalten also fiir den Feynman-Propagator U(gy,ty, ¢, t;) von den Phasen-
faktor der klassischen Wirkung und ein Pfadintegral iiber die Fluktuationen des Weges
r(t). Der Hochstrich * bei der Determinante bezeichne wie oben wieder die Nebenbedin-
gung, daf der klassische Pfad mit r(¢) = const. = 0 (bzw. die Nullmode des Operators

Sl(fc)(qd)) bei der Berechnung der Determinante nicht mehr enhalten ist. Den Normie-
rungsfaktor N’ iibernehmen wir aus 4.9.18

ty
_ Ot5) [ dtr(t) S\2) (ger) r(t)
U(va tf’ qi, ti) =N eES(qd) ' / D[T@)] e !

(Ovti)

i

= 50 . N' - (det! (S (qu)) 2

loc
d? 1

)2 (det'[——5 = —V"(ga (1))

m

— G%S(QCZ) .
ﬂih(tf — ti)

SIS

(4.11.8)

Unter der Determinante ist hier das unendliche Produkt aller Eigenvektoren des folgen-
den Sturm-Liouville-Systems mit Dirichlet-Randbedingungen zu verstehen:

2

(G T WO +X)rwa(t) =0, mit W(t):= ;V//<QCl(t)) (4.11.9)

und rya(t) = rwaa(ty) =0.

Es ist ein bemerkenswertes und nicht triviales Ergebnis der Sturm-Liouville-Theorie,
daf dieses unendliche Produkt von Eigenwerten gleich dem Funktionswert fy (ty) ist,
wenn fy (t) die Losung des folgenden Anfangswert-Problems ist:

z dhw

(— + W) fw®) =0, mit fir(;) =0 und 7

dt? (t;) =1. (4.11.10)

Vor dem Beweis soll zunéchst an einige Resultate der Sturm-Liouville-Theorie erinnert
werden. Wir folgen dabei |[Hassani (1999), Kapitel 18.

Definition 4.11.1 Der Differential-Operator Ly := % + W (t) auf dem Raum der
2-mal stetig differenzierbaren Funktionen C*(R) mit den separierten Randbedingungen
aqr(t;)+B1%(t;) = 0 und aar(ty)+B2%(t;) = 0, die nicht identisch verschwinden mdgen

(d.h. nicht [y = B1 = 0 oder ag = Bo = 0]) heifit reguldres Sturm-Liouville-System.

Satz 4.11.2 Ein requldres Sturm-Liouville-System hat eine abzdhlbar unendliche An-
zahl von rellen Figenwerten A\, in aufsteigender Grofie Ay < Ay < ... mit einzigem
Héaufungspunkt +oo. Die Eigenfunktionen r,(t) bilden ein vollstindiges Orthonormal-
system und besitzen genau n Nullstellen im Definitionsintervall [t;,ts].
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Beweis. siehe |Hassani| (1999), S. 507 ff., oder ausfiihrlicher Hellwig| (1964), S. 111 ff. O

Satz 4.11.3 Fir die Eigenwerte A, und Eigenfunktionen r,(t) fir grofies n ergibt sich
das folgende asymptotz'sche Verhalten:

Vo, = (+) und r,(t) = tf%ti cos "=t +0(3).

ty—t;
Beweis. siehe |Hassani| (1999), Satz 18.3.1. O

Nun zur Berechnung der Determinante aus [£.11.8] Unter den zahlreichen Beweisen in
der Literatur erscheint besonders schon der funktionstheoretische Beweis von Sidney
Coleman (Coleman| (1988]), The Uses of Instantons, Appendix 1, S. 340, siehe auch
Schulman| (2005)), S. 95-96):

Satz 4.11.4 (Coleman) Seien zwei Sturm-Liouville-Systeme [{.11.9 mit WO (t) und
W®(t) gegeben, sowie die beiden entsprechenden Anfangswert-Probleme 4.11.1{]. Dann
qilt:

det(Ly + WO(1) + ) _ Jwwa(ty)
det(dtg + W) +A) fwenlty)

(4.11.11)

Beweis. Jede Losung fiw1a(t) des Anfangswert-Problems [4.11.10] die bei ¢; eine Null-
stelle hat, ist auch eine Losung des Sturm-Liouville-Systems [4.11.9] zum Eigenwert .
Sei umgekehrt 7y, 5(t) eine Losung des Sturm-Liouville-Systems mit beliebiger An-

fangssteigungsteigung b := dr‘zl"it“(ti) # 0, dann ist nach Voraussetzung 7y (t;) =

rwia(ty) = 0, und es gilt auch Fyyx(t) := $rwoa(t) mit dTW“( t;) =1 und Ty a(t;) =
Twia(ty) = 0. Also sind die Losungen 745 (t) des Sturm-Liouville-Systems [4.11.9)auch
Losungen des Anfangswert-Problems [4.11.10] zum Eigenwert \. Seien jetzt

det(L, + WO (t) + )

und
det(dt2 + W) + )

gr(A) =

Swa(ty)
A) = T
92() fweaty)

Dann kann man gz (A) und ggr(A) als komplexe meromorphe Funktionen betrachten.
Die beiden Funktionen gz (\) und gz(\) haben an den Stellen der Eigenwerte A(!) des
Sturm-Liouville-Systems mit W) gemeinsam einfache Nullstellen und an den Stellen
der Eigenwerte A?) des Sturm-Liouville-Systems W) gemeinsam einfache Pole. Wegen
des oben zitierten asymptotischen Verhaltens der Eigenwerte )\, und Eigenfunktionen
(1) des Sturm-Liouville-Systems fiir grofe n, welches von W® und W® unabhingig
ist, gilt lim|yo g(A) = limpymeo gr(A) = 1 (fiir A ¢ R, um die Pole zu vermeiden).
Also folgt gr.(A) = gr(N). O

Diesen Beweis kann man unschwer auf ein n-dimensionales Sturm—LlouVﬂle System
verallgemeinern, wenn sich dieses diagonalisieren lafit. Da Sloc(qu) und damit auch
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agqul (q)‘ ® symmetrische Matrizen sind, ist das folgende Sturm-Liouville-System mit
dci

Dirichlet-Randbedingungen diagonalisierbar:

(£1+W()+Ai)ﬂ (t)=0 it W (t)'—l OV (4.11.12)
dt2 Twaill) =V, 1l () = — D00 q o 11
und 7y, i (8) = Fiypai(ty) =0
Ebenso ist das entsprechende Anfangswert-Problem diagonalisierbar:
&’ . > Lo dfy 7
(ﬁl + W) fiy) =0, mit fi(t)=0 und o (ti)=1. (4.11.13)

Satz 4.11.5 Seien zwei n-dimensionale Sturm-Liouville-Systeme mit symme-
trischen Matrizen W™ (t) und W (t) gegeben, sowie die beiden entsprechenden An-

fangswert-Probleme |4.11.15 mit n linear unabhdngen Lésungen {ﬁwuun li=1...n}.
Dann gilt:

det (51 + WO (1) + A1) det(fiypopilty)
det(L1+ W) + A1) det(fie,ailts)

(4.11.14)

Beweis. Zunachst sieht man, daf als Funktion von Determinanten unabhan-
gig von einer Koordinatentransformation ist, also kdnnen die symmetrischen Matrizen
WO (t) und W®(t) als diagonal angenommen werden. Damit entkoppeln die Diffe-
rentialgleichungen des Sturm-Liouville-System und des Anfangswert-Problem und es
gilt

det(L1 + WO (1) +

gr(\) i = . dtz und
Y det(L1+ W@ (t) + 1;[ (dtg +M/i(i2)(t) A)
L _; i t det fi i (T
o) =11 fiwwaalty) _ det(fwoilty)
i=1 Z’W(Q)Jr/\(tf) det(fZW(Z)-Mi (tf))
und mit dem Satz von Coleman folgt wieder gr(\) = gr(\). O

Wir betrachten zunéchst wieder den 1-dimensionalen Fall. Mit dem Ergebnis des Sat-
zes von Coleman kann die Determinante det’ [—j? — LV"(gq(t))] aus dem Feynman-

Propagator [4.11.8| in eine Funktion der Wirkung S (qcl) auf dem klassischen Weg
qa(qy.tys, gi, t;) umgeformt werden. Seien W (¢) := W (t) := LV"(gy(t)) und W(t) =

0. Dann folgt mit det’(— dtQ) = 2 (siehe 4. ) und (4.11.11} an der Stelle A = 0:

det’(—th—W( D) = det'(—-Ly. fwlty)

Ly _ o Jwlty)
a2’ folty) folty)
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Die Funktion fy(t) als Losung des Anfangswert-Problems % = 0 mit fy(¢;) = 0 und
Z—J;(ti) = 1 ist einfach fo(t) =t —t; und damit folgt fir die obige Determinante

olet’(—jt2 —W(t)) = (tfit)

wobei fy/ (t) eine Losung des Anfangswert-Problems [4.11.10]ist.

Nun zeigt sich, dal das Jacobi-Feld J(p,t) der klassischen Mechanik im Wesentlichen
eine Losung des gleichen Anfangswert-Problems wie fi(¢) darstellt. Dazu betrach-
tet man das Anfangswert-Problem von klassischen Bahnen q.(p,t) mit g4(p,t;) = ¢

und beliebigem Anfangsimpuls p; := %S . Das Jacobi-Feld beschreibt, wie sich zwei
a

fw(ty) (4.11.15)

Bahnen entwickeln, die zum gleichen Zeitlpunkt t; vom gleichen Anfangspunkt ¢; mit
benachbarten Impulsen p und p + € starten:

dq(p,t
J(p,t) := qé]; ) dn ap+et) = q(p,t) + eJ(p,t) + O(e2) . (4.11.16)
Die beiden Bahnen ¢(p + ¢,t) und ¢(p, t) sollen die Langrange-Gleichung erfiillen:
d oL 0L
ol oL _ o 4.11.17
dt ¢ g ( )

Um zu sehen, wie sich die Bahnen mit benachbarten Anfangsimpulsen entwickeln, dif-
ferenzieren wir die Lagrange-Gleichung nach p und erhalten:
4 PLOG | PLOg LG Loy
dt">0¢% Op  0q0q dp 0q0qOp  0g? Jp

) = ( )=0

d PL. d L 2L . 9L
a9’ " 795007 ~ Giag  tag ) =0 7

d o0°L . d L  O0°L

Ty Ry 4111
i o2 ”) T Gagaq o) 70 (4.11.18)

Dies ist die Jacobi-Gleichung fiir das Jacobi-Feld J(p,t) mit den Anfangsbedingungen

J(p,0) = ((99(;1 =0 und J(p,0) = 8(1((];];0’) . (4.11.19)

2

Fir die Lagrange-Funktion L := % — V(q) lautet die Jacobi-Gleichung:

m (1) + V(@) T(p.1) = 0 mit J(p,0) =0, J(p,0)=

bzw. mit dem normierten Jacobi-Feld Jy(p,t) := mJ(p,t)

Jv(p.t) + ;V”(q(t)) Tn(t) = 0 mit Ju(p.0) =0, Jx(p.0) =1.  (4.11.20)
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Dies ist die gleiche Differentialgleichung, die wir oben in [4.11.10| fiir die Funktion
Sw () mit W(t) = LV"(q(t)) gefunden hatten. Damit kénnen wir mit (£.11.15| fiir den
Feynman-Propagator jetzt schreiben:

d? 1

)2 (det' [~ 5 — —V"(ga(t).1)])

oom

N

U(qf7tfa C]z,tz) = Q%S(QCZ) . (

m 1 2

mih(ty — ;)" " (ty —t;)

[N

o E8() |

fw(ty)7z

— fiS(qCZ)
= eh M (

Ublicherweise fiihrt man das Jacobi-Feld J(p, ;) noch auf eine zweifache Ableitung der
Wirkung S einer extremalen Bahn (d.h. Losung der Lagrange-Gleichung) mit Energie-
erhaltung zurtick. Dazu betrachtet man S(qy,tr, ¢;,t;) einer extremalen Bahn als eine
Funktion von Anfangspunkt ¢; = ¢(¢;) und Endpunkt ¢f = ¢(t), also

ty

Starty,ait) = [ Lia). () dt = [(p(t)i(t) = H(p() a(t)) dt

ti

- /p(t) dg— E(t; —t,) . (4.11.22)
Daraus folgt %{;’qi’ti) = —p(t;) und damit ergibt sich
dqy Op(ti) | PS(gsity, qisti) |
T(p,ty) = - — . 4.11.23
(1) = gt = (O (St (41123

Damit folgt fiir den Feynman-Propagator 4.11.21

_825(Qfa tf7 qi, tz)
dqr0q;

=

U(Qf; tf; qi, tz) = 6%5(‘&1)(

(4.11.24)

Die Verallgemeinerung auf den n-dimensionalen Fall erfolgt unproblematisch mittels der
n-dimensionalen Version des Satzes von Coleman. Im folgenden bezeichne ¢, und ¢; die
k-te, bzw. [-te Komponente von ¢ und ¢sj = gx(ty) und ¢;; = q(t ) die k-te Komponente
von ¢y = ¢(ts), bzw. die I-te Komponente von ¢; = ¢(¢;), sowie Jk,l(p, tr) = aqk(pt die
Jacobi-Matrix.

m d? .

1 RV 1
— )r(det'[-—1-— = 71 T2
<m'h(tf—t,~)) (det'[— sl = Dqedq - M)D

U(Gytr, G, t;) = enS@).

N

I

8y
St
0
—
El
(a2

—

' 2732'71)3(‘1“(‘?@ tr)))” (4.11.25)
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1
2mih

_azs(q}7tqu_’z7tz) 1
2, 4.11.26
995 x0qi, ) ( )

— e%s(qcl) . (

)% (det

Wenn es mehrere extremale Pfade ¢, (t) zwischen ¢; und ¢; gibt, dann ist U(gy, tf, ¢;, t;)
die Summe iiber alle diese einzelnen Pfadbeitréige, also:

_a2sv<q}7 tf? q_lfa tz)
94510

7 - 1 n 1
UGy ty, @, ti) =D end @) . (——)2(det 7, 4.11.27
(g7, tr, @i t:) a en (572 (det( ) ( )

Die Determinante in dieser semiklassischen Néaherung des Feynman-Propagators
U(qy,ts,qi,t;) heiBt in der Literatur Van Vieck-Pauli-Morette Determinante. Steiner
betrachtet in |Grosche u. Steiner| (1998) (S. 13-18) ausfiihrlich die Historie dieser se-
miklassischen Néaherung und schlégt aufgrund seiner Untersuchung die Namensgebung
Pauli-Gleichung mit Morette-Van Hove Determinante vor (S. 148).

Die Gleichungen [4.11.25] und [£.11.26] gelten zunéchst nattrlich nur, solange das Jacobi-
Feld J(p,t) in}4.11.21} bzw. die Jacobi-Determinante det(.J(p,ts)) in [4.11.25/nicht Null

werden. Die Nullstellen des Jacobi-Feldes, bzw. der Jacobi-Determinante heiflen konju-
gierte Punkte, oder fokale Punkte, oder Kaustiken. Ein konjugierter Punkt ¢(¢;) heifit
auch fokaler Punkt, da zum Zeitpunkt ¢; in ¢(¢;) eine ganze Schar von Bahnen mit
benachbarten Impulsen p+ e gestartet sind, die sich wegen q(p+e¢,t) = q(p,t) +€J(p,t)
zum Zeitpunkt ¢ an einer Stelle mit J(p, t;) = 0 alle wieder in ¢(p, ts) vereinigen.

Die Singularitiat des Feynman-Propagators U(gy,tr, ¢;, t;) in aufgrund der Kau-
stiken ist keine wirkliche physikalische Singularitit, sondern eine Singularitét des ver-
wendeten Koordinatensystems, hier also der Ortsdarstellung. Wahrend eine klassische
Bewegung im Phasenraum durch die Koordinaten (g, p) eindeutig und frei von Koordi-

naten-Singularitaten beschrieben werden kann, wird im Ortsraum an ¢-Umkehrpunkten

J(p,t) = 2424 <o,

Die Fortsetzung des Feynman-Propagators U(qy,tr, ¢, t;) tber die Kaustiken hinweg
soll im ndchsten Abschnitt kurz diskutiert werden.

4.12 Der Morse-Index

Zunéchst soll gezeigt werden, dafl die semiklassische Néaherung des Feynman-Propa-
gators U(qy,tr, i, t;) 4.11.25 zumindest fir kurze Zeiten ty — t; giiltig ist (sofern das
Potential in der Nahe von ¢(¢;) nicht singulér ist), da in einem kurzen Zeitintervall nach

A

t; das Jacobi-Feld J(p,ts), bzw. die Jacobi-Determinante det(.J(p,ty)), groBer als Null
sind.

Die Extremalbahn ¢(t) = g.(t) als Losungen der Lagrange-Gleichung ist im allgemei-
nen keine Minimalbahn, sondern tatsachlich nur eine Extremalbahn, die auch durch

Sattelpunkte und Maxima verlaufen kann kagn. Wir betrachten als Beispiel wieder
die 1-dimensionale Lagrange-Funktion L := "I~ — V(g). In einem kleinen Zeitintervall

[ti,tf] kann das Teilchen auch nur einen kleinen Weg von ¢; nach ¢y zurticklegen, so
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daf auch [g;, g7| klein ist. Wir setzen ein nichtsinguldres Potential V'(¢) voraus, das wir
fir ¢ € [g;, qs] linearisieren konnen: V(q) = Vo + (¢ — ¢;)Vi. Das zugeordnete Sturm-
Liouville-System lautet dann:

d? 1 d?

(Z TV (4a() + ) raymn(t) = (23

+A) () =0, (4.12.1)
mit ’I“)\(ti) = ’I“)\(tf) =0.

Wie man unschwer sieht, ist die Losung dieses Randwert-Systems gegeben durch:

t—1t;
m )2 mitn € N, und ry\(t) = s.in(M

A= tr— ¢,
! 2 f 7

). (4.12.2)

Da alle A, > 0 sind, ist auch

1
det'(Sj20 (gr) = det’[— -5 — — V" (ga(1))] HA>o

also ist die Extremalbahn ¢(t) fur kleine Zeiten tatséchlich eine Minimalbahn. Der klein-
ste Eigenwert Ay = ( tf’: - )? geht aber mit anwachsendem ¢ ; wegen Ay (t5) ~ (tf_%)Q gegen
Null. Unter Berticksichtigung des Potentials wird also im allgemeinen mit wachsendem
ts ein solches ty existieren, fiir welches A;(tf) = 0 ist. Damit ist auch das Jacobi-Feld
J(p,tr) = 0 und q(ts) ist ein konjugierter Punkt zu ¢(¢;). Wenn A;(¢) an der Nullstelle
bei t; einen Nulldurchgang hat, d.h. wenn A (¢) < O fiir ¢ > ¢y, dann hat J(p,t) an
dieser Stelle einen Vorzeichenwechsel und der Feynman-Propagator U(qy,ts, ¢, t;) aus

™

4.11.21] erhilt einen zusitzlichen Faktor (—1)72 = i~! = ¢ 75,

Der Morse-Index v fiir die Extremalbahn zwischen ¢(¢;) und ¢(¢f) kann jetzt im 1-
dimensionalen Fall definiert werden als die Anzahl der Vorzeichenwechsel des Jacobi-
Feld J(p,t) im Intervall [¢;,¢s] und im n-dimensionalen Fall als die Anzahl der negati-
ven BEigenwerte von J (p,ts). Damit schreibt sich die semiklassische Néherung fiir den

Feynman-Propagator [4.11.25| als:

1 n N, _1 .y
Ly et ) e

U(q_];7 tf; q:,tz) = e%s(q‘cl) . (

_82S(q_}a tf) Cﬁa tz)
an,kan',l

)E-eE (4.12.3)

Diese Form des semiklassischen Feynman-Propagators hat Gutzwiller zu Beginn der
1970°er Jahre als Ausgangspunkt fiir die Entwicklung seiner bertihmten Spurformel
genommen, welche die semiklassische quantenmechanische Behandlung von Systemen
erlaubt, die auf klassischer Ebene nicht-integrabel sind und chaotisches Verhalten zeigen

(siehe Kapitel [8.12)).

Die Frage, wie der Morse-Index v als die Anzahl der negativen Eigenwerte von .J (P, ty)
im n-dimensionalen Fall mit der Anzahl der konjugierten Punkte auf der Extremalbahn
zwischen ¢(t;) und ¢(t;) zusammenhdangt, beantwortet das Morse-Index-Theorem.
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Satz 4.12.1 (Morse Index Theorem) Die zu q(t;) konjugierten Punkte auf der Ex-
tremalbahn (Geoddten) von q(t;) nach q(ty) seien isolierte konjugierte Punkte. Dann
gibt es auf dieser Extremalbahn nur endlich viele konjugierte Punkte.
Der Index v der Jacobi-Matriz j(ﬁ, tr), d.h. die Anzahl der negativen Eigenwerte von
j(ﬁ, tr), ist gleich der Summe der Multiplizititen der zu q(t;) konjugierten Punkte auf
der Extremalbahn (Geoddten) von q(t;) nach q(ty). Dabei ist die Multiplizitit eines zu
q(t;) konjugierten Punktes q(t) gleich der Dimension des Nullraums von J(p,t) (der
Anzahl der Eigenvektoren von j(ﬁ, t), die bei q(t) Null werden). Dieser Index v heifst
Morse-Index und ist eine endliche natiirliche Zahl.

Beweis. Die klassische Referenz ist Milnor| (1963), S. 83 ff., moderner ist |Jost| (1995)),
S. 145 ff., und fiir Physiker vielleicht leichter lesbar ist [Postnikov| (2003), S.144 ff. O

4.13 Feynman-Propagator und Fouriertransformation |

Die Pfadintegrale fiir die Zustandsdichte, sowie [4.11.6] und [4.11.7] fir die semi-
klassische Naherung des Feynman-Propagators haben periodische Randbedingungen
(q(0) = q(hB), bzw. r(t;) = r(ty) und r(r;) = r(7¢)). Damit bietet sich die Moglichkeit
einer Fouriertransformation des Pfadintegrals an.

Wir betrachten hier zunachst eine diskrete Fouriertransformation der diskretisierten
Zustandssumme mit der Unterteilung des Integrations-Intervalles A3 in M gleiche
Teile der Lange € := hf3/M:

M

g m M2 d M_ld ,;ﬁ[f M) +V ()] A
m=(5—7) q [ (I dax) [T e " . (4.13.1)
2meh fuie] fie]
q(hB)=q(0) -

Da qi = qrar ist, stellen wir die g als endliche Fourierreihe dar:

2m hp

Go=an) = o= Y an e = o =

% (4.13.2)

Die Frequenzen w, heilen Matsubara-Frequenzen. Die Nullmode aq/+v/ M ist gerade der
Mittelwert (g) von ¢(7), denn:

M-1 M8

an, / dr ™7™
0

(4.13.3)

1

1 o1
=h3 ] 90 = a5 [ (G = i

2l-

n=0

1 (ciontd _ 1)) = 20
hﬁ\/_aohﬁ—l—z:an,n 1)]—\/M.

Die Menge der ¢, mit k& € {0,..., M — 1} besteht aus M reellen Zahlen, die Menge
der a, aus M komplexen Zahlen a, mit n € {0,...,M — 1}. Also missen wir M
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reelle Nebenbedingungen an die a,, beriicksichtigen, so daf3 die g, reell bleiben. Hier
unterscheiden wir die beiden Falle: M eine ungerade oder M eine gerade Zahl.

Sei also zunachst M ungerade, dann folgt:

1 M—1 1 M-1 )
Qe = a, elwnTk _ a, 6z27r
M n=0 M n=0
] vz o
= 0 n ! -
a0+ > (a, ™ " +a e "]
M n=1

Die M reellen Nebenbedingungen an die a,, sind: ap € R und die (M — 1)/2 komplexen
Nebenbedingungen ay;—, = a fir n € {1,..., (M —1)/2}, also:

1 (M- 1)/2
[ag + Z (ane e arn +a,e ZQ”M”)], M ungerade . (4.13.4)

Ak

%

Sei nun M gerade, dann folgt:

1 M-1 1 M-1 .
a, ezwnTk _ a, €231
\% M n=0 \% M 7;)
1 M/2—-1

[a0+ Z anelsz +ap—_ne ’2”M”)—|—(—1)kaM/2].

n=1

v M
1 M/2—1
\/M

Die M reellen Nebenbedingungen an die a, sind: ag, ap2 € R und die M /2 — 1 kom-
plexen Nebenbedingungen ay;_,, = af fir n € {1,..., M/2 — 1}, also:

1 M/2-1 '
K \/M [ao + Z "+aye ’2”%") + (=1)*ann), M gerade.
(4.13.5)

Im Folgenden machen wir Gebrauch von der Orthogonalitatsrelation der Basisfunktio-
nen der diskreten Fouriertransformation:

1 M-1

L eilim = _ 5 (4.13.6)

k=0
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denn

1 M-l 1 M=t 1 fir ny = ny,
T Z 1(wn1 wng)Tk —_ e = 1—ei2m(n1—n2) .
M M AT — 0 fiir ng # ne.

np—n2

k=0 M (1_61'271' i

Aus dieser Orthogonalitatsrealtion folgt auch unmittelbar, daf§ die Transformation von

den ¢ zu den a, eine unitare Transformation ist, dafl also die Funktionaldeterminante
|det(%)| = 1 ist, denn:

aq 8Qk _ 1 ei27r % n =

(aa) = aian \/M )

ML 9q dq MZL 9q dq 1M
e — . — ’ T e _— o ([ —— */ _ — 27 M n g 5 /
n§:0: (aa)]ﬁn ((aa)”hk ) E:O: (aa)k,n (8(1)/6 n M — € k.k =
Jq dq, ., dq
det(a&) de t(é?a) 1 = |det(aa)| 1. (4.13.7)

Damit konnen wir das Integral iber die dg; jetzt als ein Integral tiber die da,, schreiben:

[ dag [ (T2 M/2 ' da, da* )fdaM/g, M gerade..
(4.13.8)

M-l da M /2 da, day, M ungerade ,
q(hB3)=q(0)

Um die Betrachtung hier weiter zu vereinfachen, wahlen wir wieder das Beispiel des

freien Teilchens, also V' (¢) = 0. Der Integrand der Zustandsdichte [4.13.1]ist also einfach:

M M-1
Qe —aj— q—qj— _1mM NM-1 2
e R T () = [] e s (T = o2 2o (BT dko1)
k=1 k=0

Fiir die Berechnung von (g — qk,l)z machen wir wieder die Fallunterscheidung: M eine
ungerade oder M eine gerade Zahl.

1. Sei wieder zunachst M ungerade, dann folgt mittels der Orthogonalitétsrelation
(dabei sei cc jeweils das konjugiert Komplexe des voranstehenden Ausdrucks):

(M=1)/2

1 ok —iom-L
Qe — Qo1 = —F— [a, €™M (1 — e ™M) + el
N>
M—1 M—1

S gk — qe-1)* = D (@ — qe—1)(qr — qr—1)"

k=0 k=0
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1 M—-1 (M-1)/2

M > > Alana, Z%%(nl_m)(l — e_’%Mm)(l - e“?”ﬁnz)

k=0 mni,n2=1

+ Gy, ez‘27r%(n1+n2)(1 . efi27rﬁn1)<1 . 67i27rﬁn2>] + CC}

1 M-b/2 B N
- M Z {[anla:;z 6”17712 (1 - e_zzﬂﬁnl)(l — e‘H?”ﬁnz)
TL1,TL2:1

+ Ay Ay Oy —py (1 — e_i%ﬁm)(l — e‘ﬂwﬁm)] + cc} .

Der zweite Term fallt weg, da ni,ne >0 = 0,, _pn, =0.

M—1 (M-1)/2 o
Yo —a)?= D {lanay, |1 — e ] 4 ec}
k=0 n=1
(M-1)/2 9 (M-1)/2 2N,
_ 2 1 _ 71271’* 2 el W 2 o 2 =0
nz::l al |l —e ¥ |? = i nz::l anal ( cos = )
(M-1)/2 ™ ™
=2 Z 2a,a’, (1 — (cos® S sin? M))

(M-1)/2 ™
=2 4a,, 2
z_: a CL Slrl M

Damit folgt fiir die diskretisierte Zustandssumme {4.13.1| des freienTeilchens (fur M
ungerade):

mM M/2 LM S gk —ar—1)?
Zu =g / dag / H dan day) e 2775 k=0
mM mM Z:(M—l)/2 dana* sin? I

n=1 n M

M/2 r
27?7126 /da/ H danda e ®

Mit Hilfe von konnen wir die [ da, da’ Integrationen durchfithren und erhalten:

(M=1)/2
2y = mM /2 /d 1
2ﬁh2ﬁ H(M 1)/2

1
)i/2 /_/dao R

s 2 71
h2[3 4 sin® 77

= (5523

277125 4 sin? ™
M
Nun ist auch sin 77 periodisch:
. (M —n) in 7m) ) ™ ™ ™
sin ——= =¢gin(mr — —) = sin7T cos — — cos 7 sin — = sin — .
M M M M M
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Hiermit und mit Hilfe einer Produktformel der sin-Funktion (siehe etwa |C.9.3|) folgt:

(M-1)/2 (M-1)/2 M—1
) o . (M —n) o
[I 4si®—= J] @sin—)@2sin———+—>)= ][] 2sin— =M.
it M st} M M st} M

(4.13.9)

Damit ergibt sich die diskretisierte Zustandssumme Z,,; fiir M ungerade also zu:

m v M m a
Iy = vt [ dag = v2 [l =5 4.13.10
2rh* : )
A= ist die sog. thermische Wellenlénge, (4.13.11)
mkT

wobei wir das Teilchen wieder in einen (eindimensionalen) Kasten der Linge a = [ d{q)
eingesperrt haben - siehe [4.9.8 und |4.9.9,

2. Sei jetzt M gerade, dann folgt wie oben:

| M2 - o )
QG — Q-1 = —F— [ay, €78 (1 — e 7™21"™) + cc] 4+ 2(—1) ans .
\% M n=1
M-1 M-1
(e — a1’ = D (@ — qe-1) (@ — qu—1)”
k=0 k=0
(M-1)/2
—9 da,a* si 4a?
nz::l Ay @y, sin? M + g2 -

Damit folgt fiir die diskretisierte Zustandssumme [4.13.1| des freienTeilchens (fir M
gerade):

M/2 1 1 mM M-1

I = 27Th?ﬂ M/2 /dao/ H day, day, /daM/Qe 225 Lak=0 (gk—ar—1)?

M/2-1
27rh25 M/2 /dao/ H da, da}) /daM/2

_mM M/2-1
e [2F] n=1

* 2mn__1mM
4anay, sin i 2h254aM/2

Mit Hilfe von4.7.7lund 4.7.2| kénnen wir die [ da, da;, [ dayr/, Integrationen durchfiihren
und erhalten:

M/2—1 1/2
7 mM /2 /d 1 2T 1
M = 27Th25 o mM HM/2—1 4 SiIlZ ™m mM 2

h2p n=1 i h23
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1
1/2 i /da
<27T712ﬁ ° %/12 ' 4 sin? o7
Ahnlich wie in [1.13.9 erhalten wir:
M/2-1 /o M2 M-
H 4 sin® — = 2 sin WM/ nl;[l (2 sin 7;\7”) (2 sin m)
M—1
™

= 2sin— =M. 4.13.12

nl;[l sin i ( )

Damit ergibt sich fiir M gerade die diskretisierte Zustandssumme 7, also genau wie
oben fiir M ungerade zu:

VM
ZM:<27:;;25)1/2 i /dao:(

1 . a
27Th%) /2 /d<q> =1 (4.13.13)

3. Die diskrete Fouriertransformation der Zustandssumme fiir ein freies Teilchen fiihrt
also wieder zu dem schon aus [4.9.8] und [4.9.9 bekannten Wert:

7= lim Zy = <

R N 4= Kastenlédnge, A := thermische Wellenlange (4.13.11J).
—00

(4.13.14)

4.14 Feynman-Propagator und Fouriertransformation ||

Fir das diskretisierte fouriertransformierte Pfadintegral hatten wir in [4.13.4]und 4.13.§]
(bei M ungerade) gefunden:

1 (M— 1)/2

Qk m[ao—f— Z

127rMn+a e 127rM )]’

2wh2f3

mM M-—1
N [ Dula@]i= ()™ [ da [(]] dae)
4(hB)=q(0) 4(hB)=q(0) =t

(M—1)/2

27rh26 e / dag / H day da,)

Dies legt nun eine alternative Definition des Pfadintegrals nahe (cc bezeichne wieder
das konjugiert Komplexe des verangegangenen Terms):

= - 27
qt)i=qo+r(t)i=q+ D (ane™ " +cc), w,:i= %n, a_p, = a,. (4.14.1)
n=1
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J\/lliincxJ Ny - / Dylq /)\dqo/ H pnday, da) . (4.14.2)
q(hB)=q(0)

Wir summieren also tiber alle Matsubara-Frequenzen. Das bedeutet, daf§ wir alle (pe-
riodischen) Pfade tiber einer kontinuierlichen Zeitvariablen 7 betrachten und nicht wie
im urspriinglichen Pfadintegral nur stiickweise lineare Pfade iiber einer diskreten Zeit-
variablen 7. Hierbei miflen wir nattrlich das Integrationsmafi p, /A auf der rechten
Seite geeignet bestimmen. Da die Zustandssumme fiir das freie Teilchen Z = a/\ ist
(4.13.14)), haben wir die thermische Wellenlénge A im Integrationsmafl separat aufge-
fithrt. Um das Integrationsmafl zu finden, betrachten wir also wieder den einfachen Fall
des freien Teilchens.

Die Orthogonalitéatsrelation gilt in der folgenden Form:

’ o o) hB3, fir wy,, = wp,
/dTe el — BB Onymy . (4.14.3)
sk s | = 07 ﬁirwm 7£ Wny

Wnq —Wno
Fiir die Wirkung des freienTeilchens erhalten wir:

0 .
= (iwpa, €7 +cc), =
n=1

oo
-2 ) 3 —
=Y [(~wnwnpe @ T)Ta, )+ W w0, 0k ) o], =

ni,n2=1

% -
/d7q2 = 2hp Z wianaz, =
0 TZ:1

Und damit folgt fur den inneren Teil des fouriertransformierten Pfadintegrals (mit
17.7):

nda, da e R = tnda, da’) e” o whanaj
finday, da’; Se(q) day, da* mB 3% w2 ana
n=1 n=1

B H MnmﬁwQ '
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Wir wihlen p,, = mBw?/(2m), damit wir wieder [4.13.14] erhalten:
Z = /)\dqo/ Hundanda e~ iS5 /)\dqo

Damit lautet jetzt also die Definition unseres neuen Fourier-Pfadintegrals fiir die Zu-
standssumme:

1 (o)
Z:/quo/(n mf:”d da®) e~ #SE@ (4.14.4)
n=1

bzw. mit [4.7.8k

1 e 1
2= [ S (I 2% a3, )) 1550 (1115)



5 Vielteilchen-Systeme

5.1 Beschreibung im Fock-Raum

Der Hilbert-Raum $),, eines n-Teilchen Systems ist einfach der Produkt-Raum der
Hilbert-Raume H; der einzelnen Teilchen i =1...n:

D i=H1QH @ -~ @Hp = [[H: .

i=1

Im folgenden moge es sich immer um n identische Teilchen handeln, also:

D i=HOH® - H=]]H. (5.1.1)

=1

Sei {| k)} :={| k)| j = 1...m} eine orthonormale Basis in 1. Wenn keine Gefahr der
Mehrdeutigkeit oder Verwechslung der Indizes besteht, kiirzen wir diese Schreibweise
héufig einfach ab zu {| k)} :={| k) |k = 1...m}. Dabei kann m auch unendlich sein,
wie z.B. beim harmonischen Oszillator oder beim Wasserstoffatom.

(k| KY=0m  und: > |k)k|=14. (5.1.2)
k=1

Dann kénnen wir eine orthonormale Basis in §),, einfach als Produktbasis konstruieren:

= Oky k! Okakty " Ok, (5.1.4)

kika...kn

Die Erfahrung zeigt nun, daf§ fiir n identische Teilchen der Hilbert-Raum $),, tasach-
lich zu grof3 gewéhlt ist, da in der Natur nur symmetrisierte, bzw. antisymmetrisierte
n-Teilchen Zustinde vorkommen. Beispiele fiir symmetrisierte Zustédnde, Bosonen ge-
nannt, sind z.B. Photonen, Pionen, Mesonen, Gluonen, *He-Atome; Beispiele fiir anti-
symmetrisierte Zustdnde, Fermionen genannt, sind z.B. Protonen, Neutronen, Elektro-
nen, Myonen, Neutrinos, *He-Atome.
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Also definieren wir Projektions-Operatoren Py und Pr in §,, auf die beiden Hilbert-
Unterrdume B,, und §,, fir Bosonen und Fermionen :

%n = PBf)n s
) (5.1.6)

Sei jetzt m(P) die Paritat einer Permutation P von (1,2,...,n), also die Anzahl der
Vertauschungen von je zwei Elementen, um (P(1), P(2),...,P(n)) in (1,2,...,n) zu
iiberfithren, dann kénnen wir die Projektoren Pg und Pr folgendermafien konstruieren:

~ 1
Pp | kiky.. k) = EZ | kpaykp@) - - kpm)
'P

. 1
Pr | kiky. . k) = QZ(—U“P) | kpaykpe) - - - kb)) -
P

Dies 1a83t sich zusammenfassen VAR

P | k1ks .. = — Zéﬂ( | kpykpe) - - - kP(n)) )

mit: €= {—1—1 fiir Bosonen |, (5.1.7)

—1 fur Fermionen .

Dieser Operator P ist tatsichlich ein Projektor, denn es gilt Pt = P und P? = P:

P | kiks .. ZZ&“(P "IV kppapkep@) - - kppmy) -

unv

Sei Q := P’ - P, so gilt:
gﬂ(P/)éﬂ(P) — gW(P')Jrﬂ(P) — éﬂ(P"P) — gﬂ(Q)

und damit folgt fiir ]32:

P? | kyksy .. Z Zé | kouykow) - - - kom)

1 s
= 29 T howkae) - ko)
T Q

=P | kiky.. k). (5.1.8)

AusA der Vollsténdigkeit der | k1ks . .. k) in $,, folgt die Vollstandigkeit der P | kika ... ky)
in P$),, also:

So P lkika.. k) (kiks.. k| P =N, . (5.1.9)

kika...kn
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Der hier auftauchende Normierungsfaktor N wird weiter unten bestimmt. Zuvor wol-
len wir aber noch die Besetzungszahlen- Darstellung und den Fock-Raum einfiihren.
In einem n-Teilchen System im Zustand P | kiky...k,) moge jetzt ein bestimmter
Einteilchen-Zustand | £7), mit j = 1...m, gerade n; mal vorkommen. Fiir Fermionen
kann n; nur die Werte 0 oder 1 annehmen, fiir Bosonen muf lediglich n; < n gelten. Fiir
Fermionen wie Bosonen gilt als Nebenbedingung die Erhaltung der Gesamtteilchenzahl:
n=>"m"n;.

Als eine Abkiirzung der Schreibweise fithren wir die Besetzungszahlen-Darstellung ein:

| njy gy - My,) =

1

D J1 .71 Jj1 o 1.J2 J2 Jm Jm
\/N P ‘ kitky' .. .knjl knj1+1 o knj1+nj2 - k”j1+"’+njm71+1 .. k”j1+"'+njm) .
(5.1.10)

Das heif3t, der n-Teilchen Zustand ist gerade ein symmetrisierter oder antisymmetrisier-
ter n-Teilchen Produktzustand, bei welchem sich die Teilchen 1...n; im Einteilchen-
Zustand | k71), usw., befinden.

1

Damit schreibt sich die Vollstandigkeitsrelation in 8,, und §, als:

Yo I ngng ) (g, - n, = T, (5.1.11)
{n;}
”:Zl ng

Der Fock-Raum wird jetzt definiert als die direkte Summe aller n-Teilchen Raume, also:

B=B OB, D DPB, D,
(5.1.12)
F=F0DE1 D OFnD--- .

Die Vollstédndigkeitsrelation im Fock-Raum kann also folgendermafien geschrieben wer-
den:

‘ 0><O ‘ + Z ’ nj1><nj1 ’ + Z ‘ njlnj2><nj1nj2 ‘ toe= 1‘3|3 : (5'1'13)
1 15 Mg
11271” nj 2:ZT g

Jetzt soll noch die Normierung der symmetrisierten, bzw. antisymmetrisierten n-Teilchen
Zusténde bestimmt werden. Sei | k1kL ... k!) eine Permutation von | kiky ... k,) , dann
gilt:

(KiK. K| P? | ko k) = (KUK KL | Pl kiky .. k)

1 , , /
= mz:gr(P)U{jl | kp(1)><k‘2 | kP(2)> ce <kn | kP(n)> .

P
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Wegen der Orthogonalitit der | k;) ergibt sich nur ein Beitrag ungleich 0 fir diejeni-
gen Permutationen P , welche die n;-Teilmengen gleicher Einteilchen-Zusténde | k;)
ineinander iiberfithren, und das sind gerade n;! Permutationen.

nilng! - ny!

(Kiky -k | PP | kiky k) = {(_1),,’}}3>

! fiir Fermionen .

fiir Bosonen |,
(5.1.14)

Dies lafit sich mit £ aus wieder zusammenfassen (wobei fir Fermionen alle n;! = 1
sind):

. Ingl - my)
KK K| P2 kiky. . k) = (¢)7) 02 T 5.1.15
12 n |
n!
Also ergibt sich fiir den Normierungsfaktor V:
. mng!
N o= (i b | P2 | bk ) = =L (5.1.16)

n!

Damit kénnen wir fiir den normierten n-Teilchen Zustand | njn,, ...n;, ), den wir im
folgenden manchmal auch als | kiks ... k,) bezeichnen, (mit Ket-Klammer rechts, im
Gegensatz zu den unsymmetrisierten Zustanden mit runder Klammer rechts), schreiben:

n! A
| kiko oo kn) = ngimg, ooy = | mm— Pl kike . k) (5.1.17)
j=1""

5.2 Koharente Zustande fiir
Bosonen-Vielteichen-Systeme

Ein beliebiger Zustand | o) im Fock-Raum kann als Linearkombination der n-Teilchen
Zustande | k1ks ... k,) aus|p.1.17 dargestellt werden:

o0

)y =3 S Dk [ k) (5.2.1)

n=0 k‘l...k‘n

Im folgenden werden wir aber ausschliefilich eine Entwicklung von | «) nach den
| njnj,...n;,) der Besetzungszahlen Darstellung (ebenfalls verwenden. Im
Einteilchen-Zustand | j;) befinden sich gerade nj, Teilchen des n-Teilchen-Systems. Da-
bei bezeichne {| j;)} eine orthonormale Basis des Einteilchen-Systems. Da im folgenden
eigentlich keine Verwechslungen in den Indizes moglich ist, vereinfachen wir die Schreib-
weise weiter zu: | nyng ... ny) :=| n;ynj, ... n;, ), d.h. der Index ¢ = 1...m der n; zéhlt
die moglichen Einteilchen-Zusténde ab. Wie bereits bei der Einfiihrung der Besetzungs-
zahlen Darstellung gesagt, kann m endlich oder (abzdhlbar) unendlich sein.
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| a) = Z Dying | MM M) (5.2.2)

ning...Nm

Im Falle eines einzelnen harmonischen Oszillators konnten wir alle Einteilchen-Zustande
mit jeweils einem einzigen Erzeugungs- und Vernichtungs-Operator aufbauen. Wenn wir
die Vernichtungs-Operatoren ¢; auf die koharenten Einteilchen-Zusténden anwenden, so
erhalten wir (siehe [3.3):

G| ag) = a; | i),
mit
an

o
g2 - L2 el
| ;) = e~ 2ol — | n) = ezlul et | o)
| NG
Jetzt moge | a) ein Eigenzustand aller Vernichtungs-Operatoren ¢ zu den entsprechen-

den kohérenten Einteilchen-Zusténden sein! Wir definieren | «) also durch die Forde-
rung:

Gila)=a|a). (5.2.3)

Daraus folgt:

\/n_i Z q)nlng...ni...nm | ning. .. (nz - 1) o nm>

NIN2...Nj...m

= Z ®n1n2‘..ni...nm ‘ ning ... Ny .. nm> =

NIN2...Nj... N,

Vv 1y (Dn1n2...ni...nm =y (I)nlng...(ni—l)...nm =

g

ni no
Q; oy o%)

Gy L A S
TlZ' ninz...0... Nom, \/n—ﬂ\/n—2| \/n_Tn' ......

(I)nlng.“ni.‘.nm -

sehen werden, gerade dann der Fall, wenn wir setzen:

_1 2 _1 2 _1 2 _1 m |2
@0000 = e 2|a1‘ e 2|0¢2| .. e 2|Oém| .= 2 Zi:l ‘Oél| . (5.2.4>

Damit ergibt sich | «) zu:

| a) = 03 Dy lol? Z (H % "> | ning...ni . np) . (5.2.5)
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Mit konnen wir einen Besetzungszahlen-Zustand vom Vakuum-Zustand her auf-
bauen:

6"2 fne C;nTnnL

é Tn1

|0> (5.2.6)

Ining ... ny) =

und daraus folgt fiir | a):

ni » fn;

la) = e s il il 30 HO‘ G

nin2..nm =1

1 m ol
— 7721’: |ovil? (gl
S ASL R Y S0 )
1=1 ning..nm 7
= e73 2 [P0, eadiT ) gy (5.2.7)

Fiir das Skalarprodukt zweier kohédrenter Vielteilchen-Zustdnde ergibt sich analog zu
den kohérenten Einteilchen-Zustédnden (3.3.13)):

_1Nym 21N m 2 m *"iﬁm
<Oé ‘ 6> =€ 2 Zi:l |evs | 2 Zizl |Bj| Z Z (H )

/

*n n

_1 2 B
— 73 2 (il P+1Bil?) Z Z (H — |) 5n,1m(5n,2n2 5%”2_ R

n;. \/ M1

— 67%21:1(‘a2|2+‘61‘2) Z H ? ¢

i1 !
LS (asHB) T ;™
_e 3 Q) +/Bz ? ?
m m
= e_%zz':l(‘o‘ipﬂﬁi‘z) H e®i i
i=1
— o3 i a8 D00 fﬂz (5.2.8)
a| B)* =e =2l el B oD T @i Bi 3T, Bl — o= 0L leu—Bil? (5.2.9)

Wir sehen also, daf§ die Normierung von | «) in tatsachlich zu («

a) =1 fiihrt.
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Ebenso folgt die Vollstandigkeits-Relation der kohérenten Vielteilchen-Zustidnde aus
derjenigen der koharenten Einteilchen-Zustande (3.3.16|):

T docdog, m da*dak a N oz*ngo/”
JUT =) Jayfa | = [(IT RIS i1
k=1 4T k=1 T i \i=1 /15!
A ningoonbooonl Ynang o ong o ony, |
=Y g onng)(nang .0 Ny, |
—1. (5.2.10)

Ein grofler Vorteil der kohérenten Zustdnde und ein Grund fiir ihre beliebte Verwen-
dung ist die einfache Form, die Matrixelemente von normalgeordneten Operatoren in
Besetzungzahl-Darstellung annehmen. Ein Operator A:= A(c}T, ¢;) heifit normalgeord-
net, kurz : A(¢',¢&) :, wenn alle Erzeugungs-Operatoren ¢ links von den jeweiligen
Vernichtungs-Operatoren ¢; stehen. Seien | a) und | 5) zwei kohérente Zusténde, dann

folgt aus [5.2.3| und [5.2.8}
(- AGT, &) 2] ) = 72 ma (0P 220 Ao, ) (5.2.11)

Ebenso einfach stellt sich die Spur fiir normalgeordnete Operatoren dar. Sei {| ¢)} ein
beliebiger vollstandiger Satz von Zustandsvektoren im Fock-Raum, dann folgt fir die
Spur von : A :

Sp@)ZZ(QzMIQz)z/kHdakdak El:qﬂoz (| A|q)

l

O dagday, ~ O dagday, A
o) ol Aladarl o) = (T3 01 Al )
_/ do‘kdo"“ Alal, o) . (5.2.12)

5.3 Pfadintegral mit koharenten Zustanden

Das Pfadintegral mit kohédrenten Zustédnden wird vollig analog zum gewohnlichen Pfa-
dintegral abgeleitet, nur daf§ an den Punkten zwischen Anfangs- und Endzustand jetzt
nicht Ortszustdnde eingeschoben werden, sondern jeweils ein vollstdndiger Satz von
kohéarenten Zustanden. Hier folgen wir im wesentlichen der Darstellung von [Negele u.
Orland| (1998). Fiir eine vertiefte Diskussion siehe Klauder| (2010)).
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Seien | a(i)) der kohdrente Anfangszustand zum Zeitpunkt ¢; und | a(f)) der kohérente
Endzustand zum Zeitpunkt ¢;.

Dann wird der kohédrente Propagator definiert als:

Ui (f)sty (i), ti) = (a(f), ty | a(i), ti) = (a(f) | e~ wH(t—t:) (1)) . (5.3.1)

Das Zeitintervall [t;,t;] wird jetzt in M gleiche Zeitintervalle der Lange € := (t; —
ti)/M zerlegt. Der Anfangszustand werde als | ap) :=| (7)) mit den Komponenten «;
bezeichnet und der Endzustand entsprechend als | aps) :=| a(f)) mit den Komponenten
a; vr- Dabei zahlt der Index ¢ = 1...m die Einteilchen-Zusténde ab. An den Zeitpunkten
e-kmit k=1... M — 1 wird jeweils ein vollstandiger Satz von kohdrenten Zustidnden

| a) :=| a(k)) mit den Komponenten «; ; eingeschoben:
e dolda; A
JAT=EE) atkatk) | =1.
i=1

Wir gehen hier der Einfachheit halber davon aus, daf der Hamilton-Operator H =
H(&, é) normalgeordnet sei, kurz : H(é1, &)« daB also alle ¢-Operatoren links von
den jeweiligen ¢;-Operatoren stehen. Dann kénnen wir den im folgenden auftretenden in-
finitesimalen Zeitentwicklungs-Operator durch einen normalgeordneten Zeitentwicklungs-
Operator ersetzen, denn:

emweH(@NE) . omgeH(&la) . Z(—%e)"(]:!”— H” N)=0(H1 =
n=2

M_Lm o do kda £ M .
e 1 % ¢ L€ (Cz C'L) _
L H H kll( alk) [ e alk—1))
ML doy da M i ot e N
= lim [ ( — ) [T (k) |: e meHEE 0 +O(2)1 | a(k — 1))
Moeo) "y 27 f=1
MoL m o dal M o
= lim ( kTR k H 1)) FeH (o] o0 1)
M=oo )21 i f—1
_ M= medof do k
= lim [ ( :
M—o0 2

M )
. H [e*%ZZl(Ialkl e k—11?) Zzl(a;kai,kfl) e_%ﬁH(a;k’ai,kfl)}

k=1
_ M=b medof do x
- ]\}gnoo ( H 2 )
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M-—1 M m ;
. [6_; Yo (a0 +le,a1?) e~ Yoy 2o e kl? ezkzl[Zizl(a;kai,k—l)_%EH(O‘;kuai,k—l)]

1 m 2 M— m
— o3 i (ol +Hlei v ) iy H H

M—oo

) [6271 lai a2 ez Zm ai,k|2+a;kaiyk_1)—%EH(a;“yk,ai,k_l)]:|

M—-1 m * .
— 73 2img(aiolPHoeim ) iy ( H M)
Moeo 2y i 2w
) i M . m 1
. [ezz'l s a2 ezezk_lmzi_la;-ikew—W-l*Hmik’“"”“‘”]] : (5.3.2)

Der Ubergang zur Pfadintegral-Darstellung geschieht, indem wir im limy;_,., von der
diskreten Darstellung der o, mit k = 1... M zu einer Trajektorie o;(t) iibergehen.

804,» t . 1
825( ) = lg% g(ai,k - Oéi,k71> )
tf M
[t F(@; (1), ai(t)) == lim 3" ef (@l i) |
tz k=1

H(aj(t), ai(t)) := H(aj, cin) = H(aj g, qip-1) -

Das Integrationsmafl schreiben wir als Funktionalintegral, wobei aber die richtigen
Randbedingungen zu beriicksichtigen sind. In der Definition des Propagators
werden die Randwerte durch | a(i)) und (a(f) | vorgegeben, d.h. in der diskreten Dar-
stellung durch die Komponenten ;o und «; ), und in der Trajektorien-Darstellung also
durch «;(t;) und o (ty) :

al(ty)
U (f), by, cili), ti) = e 3 Sima(lasoPHaiarl?) 7 / Dlai(t) ai(t)]

7
a; (tz)
m ty . m * da; (t) «
. ezz n ‘Ocl tf)|2 LL dt [Zh Zi:l oy (t)TiH(al (t)7al (t))]

(5.3.3)
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Jetzt konnen wir noch von der Hamilton-Form des Pfadintegrals zur Lagrange-Form
iibergehen:

L(al(t), ai(t)) := mim;‘(t)aogt@) — H(a(t), ci(t)) (5.3.4)

bzw. in Operatoren-Form geschrieben:

N 0 ~
L:=th— —H
ot ’

i (ty)
Ui (f)ty, ai(i), ;) = e~ Limalonolonal®) v / Dla(t) a(t)]

a;(tq)

feXimtaitenr i Ji] deite; ‘”"”“”} . (5.3.5)

Wie beim Feynmanschen Pfadintegral gilt auch hier, daf die Formulierungen von [5.3.3]
und mit der Summierung tiber alle Pfade von (¢;, ;) nach (g, t;) nur eine (sugge-
stive) Abkiirzung fiir den Grenzwert der Gitterpfadsumme darstellt. Wenn man
namlich im umgekehrten Weg versucht, das Pfadintegral von als Ausgangspunkt
zu nehmen und daraus eine Diskretisierung abzuleiten, so zeigt sich, dafi es nicht nur
eine Diskretisierung gibt , sondern auch andere, physikalisch unzutreffende Dis-
kretisierungen. Ein instruktives Beispiel dafiir geben etwa Negele u. Orland| (1998)) (S.
134).

Ein wesentlicher Unterschied zwischen dem Feynmanschen Pfadintegral und dem kohé-
renten Pfadintegral ist die Abhéngigkeit von A. Im Feynmanschen Pfadintegral steht im
Exponenten einfach i/h, dagegen taucht im kohérenten Pfadintegral in der Langrange-
Funktion ein weiterer Faktor h auf. Daher unterscheiden sich die aus den beiden Pfadin-
tegralen ableitbaren Storungsreihen und es hingt vom jeweiligen physikalischen System
ab, welcher Ansatz eine bessere Naherung darstellt.

5.4 Zustandssumme fiir Bosonen-Vielteichen-Systeme

Die groflkanonische Zustandssumme ist als Spur iiber e~BUH=1) definiert und dies kén-
nen wir als Pfadintegral mit koharenten Zustanden schreiben:

Z = Sp(e_ﬂ(ﬁ_‘m)) = /(H dog;lai) (a | ) | a) . (5.4.1)

=1

Wir gehen im Pfadintegral mit 7 := (i/h)t zu imagindren Zeiten tber (Wick-
Rotation), so da8 wir statt dem Pfadintegral tiber ¢ € [¢;, t] jetzt ein Pfadintegral tiber
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7 € [0, 5] erhalten. Damit ist dann € = % . Bei der Spurbildung sind der Anfangszustand
| @(0)) und der Endzustand | a(8)) des Propagators gleich, d.h. a; o = a; ar , so dafl im
Pfadintegral also iiber alle zyklischen Trajektorien zu summieren ist.

4 :/(fjl W) (a(B) | e P71 | a(0))

=g [T T T

M—o0

Mmoo do g
= lim (HH ULt )
M=o oty 2w
. l:e—ezgl1[2;”l(a;k(i(Oéi,k—ai,k—1)—uai,k_1))+H(o¢;k,o¢i,k—1)]] ' (542)

Der Ubergang zur Pfadintegral-Darstellung geschieht, indem wir wieder im lim;_,., von
der diskreten Darstellung der «; , mit kK = 1... M zu einer Trajektorie o (t) ibergehen.

a;(8)=a;(0)
Z=N. / Dla

)

12}

(7) s (7)] _effdr[ i (@ (N (Fp =i (7)) +H (@ (1), (7))] (5.4.3)

(77 (0)

5.5 Nichtwechselwirkende
Bosonen-Vielteilchen-Systeme

Wir withlen eine Basis, in der H = H(&', &) =: H(¢, &) - diagonal ist.

=1

Aus und € := % folgt:

i M do, doy o U O
Z=jm 11 U (I] = 5) e b iaarms (5.5.2)
=1 k=1
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* (4) . * * *
O p Spp Qi = =0 Qg Ok + [ i g1 — M(Ez — )0 Q1] O -1 -

Mit a; 0 = a;py und a :=1 — %(EZ — 1) sieht die Matrix S@ folgendermafen aus:

10 0 0 —a
—a 1 0 0
, 0O —a 1 " 0
S0 = : (5.5.3)
: 0 .. - 0 )
0 —a 1 0
0 0 0 —a 1

Damit wir anwenden konnen, soll zunéchst gezeigt werden, daB S normal ist.
Dabei verwenden wir wieder a; g = o; ar und ;1 = o ar41:

||S(i)T | ai)|| = [(qip — acz, io —acys, ..., aga — acy))||
M
= > (laiwl = 2a (@i 0y yy) + a°aiea]?)
k=1
M M M
= Z |ozi,k|2 —2a Z R pvipr1) + a? Z |ai,k+1|2
k=1 k=1 k=1
M M M
= Jaigl* —2a> R(aj)_oup) + a® > |aipl
k=1 k=1 k=1
1S9 ai)ll = [[(ix — aciar, @in = aiy, - @i — acip)|

M
= > (Jaixl = 2aR(ip0} o_y) + @*|ovip1]?) ,
k=1

ISOT [ ag)ll = 1S | )] -

Also ist S@ normal und wir kénnen die Berechnung des GauBschen Integrals in der
Zustandssumme auf die Berechnung der Determinante von S® zuriickfithren:

det S = (14 (=) (=a)™) = (1 —a™) = (1 ~(1- WW) |
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Hier erkennen wir die Definitions-Gleichung der Exponential-Funktion:

: xM_z
am, (L )™ =t

und damit folgt

lim det S =1 — ¢ AEi—n)
M—co

Also erhalten wir fiir die Zustandssumme Z und das groflkanonische Potential ) eines
nichtwechselwirkenden Bosonen-Vielteilchen-Systems die bekannten Ausdriicke:

A | m 1
2=l 1 Geso = U 1— w0 (5:5.4)
Q=—kTInZ=kT Y In(l—e By, (5.5.5)

=1

wobei das chemische Potential p, bzw. die Fugazitit z := e# gerade so zu bestimmen
sind, dal die vorgegebene mittlere Teilchenzahl N angenommen wird:

0N —56 Ei=p) U 1

Der einzelne Summand in ist gerade (n;), wie man folgendermafien sehen kann:

o2

—B)(—e BEi—p)
=28 (5 )_

= kT 1 — e BE~p)  eBEi—n) _1°

wV, Ex#E

(5.5.7)

Da nun (n;) > 0 sein muB, folgt E; > p, und wenn E; = 0 ist, muf} also gelten: p < 0,
bzw. z < 1.

Aus dem groflkanonischen Potential folgen alle anderen thermodynamischen Zu-
sammenhange mittels:

o0
S(T7 Mﬂ) = _aiT )
V,
01 5.5.8
p(T7V7M) = _W ) ( )
T

T, V,u) =U —TS — uN = —pV .
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5.5.1 Nichtwechselwirkende harmonische Oszillatoren

Wir betrachten als erstes Beispiel ein System nichtwechselwirkender harmonischer Os-
zillatoren, wobei wir die Nullpunkt-Energie weglassen (was der Verwendung des nor-
malgeordneten Hamilton-Operators entspricht).

Fir die Energie-Eigenwerte gelte also: E(i) := E; = hwi mit ¢ = 0...00. Da wir die
Summe im groflkanonischen Potential in ein Integral umwandeln wollen, miissen
wir den Grundzustands-Term mit Ey = 0, der ja im Integral nur einen Beitrag von 0
liefern wiirde, aus der Summe herausnehmen und explizit behandeln.

QT,V,p) = kT > In(1 — ze ?%) + kT In(1 — 2)

=1

~ kT /dz’ In(1 — ze P20 L T In(1 — 2)

= I;;Z /dE In(1 — ze %) + kT In(1 — 2)

0 kT 7 —BE
== [E 1n(1—ze-ﬁE)}0 — /dEElz_ﬁ;BE+kT In(1—2).

Der erste Term aus der partiellen Integration verschwindet an der Ober- und Unter-
grenze (es ist z < 1).

2—-1

1 7 E
Q(T,V,u):—ﬂ/dEm%—len(l—z)
0

= _hw152 O/dxz—lex—l + kT In(1 — 2)
= _Ufhz)z ['(2) - g2(2) + kT In(1 — 2)
= — (kf_i;)g g2(2) + kT In(1 — 2) . (5.5.9)

Dabei haben wir die Funktion ¢»(z) eingefithrt mit:

o0 n—1

1
W(2) = d N
gn(2) '(n / —1635—1 /a: 1—2695

0

o0

L 7 - L I
=—— [dzxa" " (ze7") ) (ze” —/ dx z" zve™®
oy S = [ S

k=0
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1 / n 1 izke—zk 1 izk /dl’l’n le—zk
F 0 k=1 T(n 0

k=

—_

1 & 7 ey = 1 &z o Z
“T(n Zk/ M) = =2
k=1 0 =
Wir finden also fiir g,,(2):

gn(2) 1= F1> /dxzxnl = i z. (5.5.10)

Die Funktion g,(z) ist monton wachsend und sie wird nach oben (z = 1) durch die
Riemannsche Zeta-Funktion ¢(n) beschrankt:

7)< 0ul) =3 1 = Cln) (5.5.11)

1,2

Abbildung 5.1: g,(z)

Im Ausdruck fiir das groflkanonische Potential stellt der erste Term gerade den
klassischen Grenzfall dar und der zweite Term den Beitrag des Grundzustandes Fy = 0,
der ja nur bei tiefen Temperaturen wesentlich bevolkert ist (Bose-Einstein-Kondensat).
Jedoch eignet sich nicht besonders, um hier den limy_,., oder limy_,o durchzu-
fithren, da kT In(1 — 2) scheinbar divergent wird - tatséchlich ist aber z, bzw. u, eine
Funktion von 7" und gerade so zu bestimmen, daf} die vorgegebene mittlere Teilchenzahl
N angenommen wird. Man konnte jetzt genauer untersuchen, um festzustellen,
daf im limp_,.gilt: z — 0, bzw. g — —oo . Dies soll im néchsten Beispiel (freie Teil-
chen im Kasten) gezeigt werde. Hier jedoch 1afit sich der klassische Grenzfall leichter
folgendermaflen ableiten:
o0 ' o0 0ok, —phwik

Q(T,V,p) = kT Y In(l —ze ™) = kT Y (-1) > —
i=0 k=1

=0
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o Lk 1

Im limy_,, oder limy_, gilt Shw — O:

(kT)2 00 k
Q(TV“__kTZkﬁm he Zk?
sy

5.5.2 Ideales Bose-Gas (freie Teilchen im Kasten)

(5.5.12)

Wir betrachten ein System nicht wechselwirkender Teilchen ohne Spin in einem kubi-

schen Kasten, der von den Flachen x =0,z =L, y=0,y=1L, 2z =

0, z = L begrenzt

wird. Die Losung der stationdren Schrodinger-Gleichung liefert mit den Randbedingun-

gen:

S
m

¢<?Rand) = 1/}(07 Y, Z) - 77/)(113, 0, Z) = ¢($a Y, 0) =0,

¢<?Rand) = ¢(Lay72) - ¢(957 L,Z) = 1/}<$,y, L) =0,

zp?(?)) = A sin(k,x) sin(k,y) sin(k,z) fiir K >0 :

s —
[ %z mit  ig,iyi, =1...L—1,
_>
hik? R, L,
Ez:=FEi,; = 2 = 373 (i + 14, +i2),
h2m?
Ey:= FEj11 =3—— ist die Grundzustands-Energie .
2m L2

(5.5.13)

Da wir von einem makroskopischen Kasten ausgehen, also L sehr grof} ist, konnen wir
im folgenden Ey ~ 0 annehmen. Wir berechnen das grofilkanonischen Potential
und da wir, wie oben bei den harmonischen Oszillatoren, die Summe in ein Integral
umwandeln wollen, nehmen wir den Grundzustands-Term mit Ey aus der Summe heraus

und behandeln ihn explizit.

L-1

QT, Vo) =kT Y In(l — ze PPaiviz) + kT In(1 — 2)

Tplylz=1
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~ kT / / / diydiydi, In(1 — ze~ PPz 4 KT In(1 — 2) |
0 0 O

Hier erstreckt sich die Summation, bzw. die Integration tiber die i,i,4, nur iber den
ersten Oktanden. Da E; ; i, = E; . (22) ist, konnen wir die Integration auch iiber den

ganzen i,1,i,-Raum erstrecken. Auflerdem gehen wir wieder von einer 4,%,i,-Integration
zu einer Energie-Integration tiber mittels:

h2m?
E; : iwiyis = g b
sivis = o2
(5.5.14)
2mL2 1 1 2mL2 11 1
i= 252 )2 E} und  di = ( T2h2 ) §Ez ‘dE;

47T8kT /dm In(1 — ze 5Ei$iyi2) + kT In(1 — 2)

_ 7?(?;5 ZdEEz In(1 — ze~") + KT In(1 — )

_ m}gv 3 /dE E% In(1 — ze~#F) + kT In(1 — 2)

_ 27?1:5‘/ (Qm)% ([iEg In(1 — } O/OO 2 ?iﬁ;e ﬁj)
+ kT In(1 — 2) .

Der erste Term aus der partiellen Integration verschwindet an der Ober- und Unter-
grenze (es ist z < 1).

47V 3 b E3
AT, V,p) = = @m)} [ B + KT (1 - 2)
0
47V s 1 31
——3h3(2m)253/dx2_16 — + kT In(1 — 2)
47V 2mkT s _ 5
= kT == (55 )gF(g)gg()—i—len(l—z)
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AV 2mkT s 3 1
= T Y (ER NG 2 _
3 ( 2 ) 53 ﬁgg(Z)%-len(l z)
2rmkT
= KTV (%)% g5 (2) + kT In(1 - 2)
V
= —kT — 33 93(2) + KT In(1 = 2) . (5.5.15)

Hierbei haben wir wieder g,(z) aus verwendet und die Konstanten durch die
‘thermischen Wellenlénge’ A := (%)5 ausgedriickt. Diese 'thermische Wellenlénge’

ist definiert als die Wellenldnge eines freien quantenmechanischen Teilchens mit der
Energie: F := kT = I

2m 2mA2

Fiir die vorgegebene mittlere Teilchenzahl N erhalten wir mit und

N S S S
07 eBBo—pw) — 1 e Bu_1 11 1-—z°

L-1 1

B(Biyigis—1) _
iiyiae1 e igiyiz 1

00 00 0O 1
///dzxdzyd@z g, —1 TV
000 o

1 777 1
g / / /d%dlydlz —1eﬂEiziyiz—1+N0

1
:—W/dm + No
8 0

Z—leﬁEiwiyiz -1

T 2mL? 51 T ) 1
— 2= [ dEE2 N,
2(7T2h2) 20/ z—leﬂE—1+ 0
2mL2 3 7 1 1
— 2 (% )b [dEE — =+ Mo
0
omL? s 1 7 m%_l
=2 (% )2B§/d:cz_16x_1+No
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g%(z) + Ny . (5.5.16)

Jetzt wollen wir kurz noch die Temperatur-Abhéngigkeit von z, bzw. von p, und die
damit verbundene Bose-Einstein-Kondensation (Ansammlung der Bosonen im Grund-
zustand Fy) betrachten.

3
\% 2rmkT \ 2 z
2rmkT\? 3 2rmkT\ 2
mar __ T™m —~ m™m
Ng < Npar =y ( e ) ((5) ~26-V <h2> . (5.5.18)

Fiir hohe Temperaturen und nicht zu groe Dichten n = & ist N9 > N und nahezu
alle Teilchen befinden sich in den hoheren Enegieniveaus - also wird z =~ 0 sein, d.h.
p ~ —oo. Bei hoheren Dichten oder bei sehr tiefen Temperaturen (7' — 0) werden
die hoheren Energieniveaus aber nicht mehr alle Teilchen aufnehmen kénnen, da dann
N > Nz ist und mehr und mehr Teilchen werden den Grundzustand bevolkern:
N~ Ny = z~ 1, bzw. 4 = 0. Man kann eine kritische Temperatur 7. definieren, bei
welcher der Ubergang der Bosonen in den Grundzustand beginnt:

<I

27?ka6>3 ).

N=Npe o NzV(

h? 2
n 2 h2
kT, = 3 . 5.5.19
) o (55.19)
Fiir den Druck gilt nach [5.5.8;
1 kT kT
PTV,0) = =3 AT, V) = 5 g3(2) = o (1 = 2) (55.20)
Hier konnen wir eine Unterscheidung in 7' < T, und T > T,.vornehmen.
Fir kleine Temperaturen, d.h. T' < T, gilt z — 1:
kT kT ET 5 kT L. kT 5 In(N)

pzﬁgg(z)—vln(l—z)mﬁ (5)—71H(ﬁ)—)\3 (§)+k’T v
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Im thermodynamischen Grenzfall (N — oo, V — oo, n = L = const.) verschwindet
w und es gilt:
ET .5
p=3¢5) fT<T. (5.5.21)

Fir grofle Temperaturen, d.h. T" > T, gilt z < 1 und damit ist In(1 — z) endlich und

w verschwindet im thermodynamischen Grenzfall:

kT kT kT KT, 22

p:ﬁgg(z)—v 1“(1—2)“Fgg(2) %F(er i

+--). (5.5.22)
Aus[5.5.16] folgt bei hohen Temperaturen, wenn man nur den ersten Term der Entwick-
lungen von 9s (z) und 93 (z) berticksichtigt, das ideale Gasgesetz:

v Vo2 N KT'N
N:ﬁg%(z):ﬁ(2+2—%+~~) = z%v)\ = p:FVA =

pV = NkT . (5.5.23)

5.5.3 Ultrarelativistisches Bose-Gas (Photonen)

Zunéchst einmal mufl man bei Teilchen mit Ruhemasse mg = 0 die Frage des che-
mischen Potentials p diskutieren. In diesem Fall ist es namlich gar nicht moglich, die
Gesamtteilchenzahl N fest vorzugeben. Wegen der verschwindenden Ruhemasse ist es
ja ohne Energieaufwand moglich, beliebig viele Teilchen im Zustand Ey = 0 zu erzeugen
und dem System ohne Kosten an Energie hinzuzufiigen. Also setzen wir p = 0, bzw.
z = 1, wodurch das groflkanonische Potential Q(7,V, u = 0) identisch mit der freien
Energie F(T,V) wird.

Wir betrachten nun ein System nicht wechselwirkender, relativistischer, masseloser Bo-
sonen in einem Kasten mit den Kantenléngen L und mit (der Einfachheit halber) peri-
odischen Randbedingungen. Die Losung der stationdren Maxwell-Wellengleichung, oder
der Klein-Gordon-Gleichung mit Ruhemasse my = 0 liefert dann:

_h262€2w — EQw ’

L%
W(?):mek : (5.5.24)
- 2
k:%? mit iy, iy i = —L...0...(L—1),
— 27h
Eo = he| K| = T @2+ 2 42)2.

L
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Wie oben wollen wir wieder das groflkanonischen Potential berechnen:

L—1
QUT,V,u=0)=kT Z In(1 — e—ﬁEiziyiz)

igiyiz=—L

[S SIe Ol o]

~ kT / / / dipdiydi, In(1 — e PBiatiz)

—00 —00 —OQ

Und wir gehen ebenfalls wieder von einer i,,i.-Integration zu einer Energie-Integration
iiber mittels:

2

Ei = Eiziyiz = thZ =
. (5.5.25)
i= <27Thc> E; und di = (27rhc) dE; .

QT,V,p=0)=kT 4w /dz’ i? In(1 — e*ﬁEi)

A7V T
— kT /dE E? In(1 — e~PF)
3
() |
v (11 WO
— kT CE In(1 - ] /dE .
(he)? ({3 ( 31— e ﬁE)

Der erste Term aus der partiellen Integration verschwindet an der Ober- und Unter-
grenze (es ist z < 1).

v T E? 47rV 1
(T, V, 11 = 0) = — [ ae = / d
(TVon=0) = =355 P 1 Ter 1
ATV 1 87TV
= — —I'4 1) =— ET)* ¢ (4 5.5.26
Mit g4(1) = ((4) = g—g folgt also:
87TV 7r
T, V, j1 = 0) = kT)* 5.5.27
Fur die innere Energie ergibt sich mit [5.5.8}
o0
UT,V,ip=0)=QT,V,u=0)—T | =Q—40=-3Q, (5.5.28)

aT |,
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und wenn wir hier [5.5.26| einsetzen und einen zusétzlichen Faktor 2 fiir die zwei Spin-
Freiheitsgrade der Photonen beriicksichtigen, so erhalten wir gerade die Plancksche
Energieverteilung eines Schwarzen Korpers:

o0

87V E3
U(T,V)phot. = W /dE oBE 1" (5.5.29)
0



6 Regularisierung mit der spektralen

Zeta-Funktion

6.1 Stephen Hawking (*1942)

Stephen Hawking wurde 1942 in Oxford gebo-
ren, wohin seine im Norden von London leben-
den Eltern wegen der deutschen Luftangriffe
auf London geflohen waren. Sein Vater arbei-
tete bei Stephens Geburt als Biologe am Na-
tional Institute for Medical Research in Lon-
don. Das Interesse von Stephen Hawking an
Mathematik und Naturwissenschaften wurde
wohl hauptsachlich durch seinen Mathematik-
Lehrer geweckt. Er studierte dann Physik am
University College in Oxford und sein Haupt-
interesse galt Themodynamik, Relativitat und
Quantenmechanik. Hawkings Physik-Tutor in
Oxford, R. Berman sagte spéater iiber seinen
Schiiler: It was only necessary for him to
know that something could be done, and he
could do it without looking to see how other
people did it. ... He didn’t have very many
books, and he didn’t take notes. Of course, his
mind was completely different from all of his
contemporaries.”

Nach seinem Batchelor-Abschlufl 1962 wech-
selte Hawking zur Fortsetzung seines Studi-
ums an die Universitat Cambridge. Kurz da-

- . ; 1

Abbildung 6.1: S. Hawking
NASA (1980), PD
[http://de.wikipedia.org/wiki
/Stephen_ Hawking]

nach wurde bei ihm die neuromuskuldre Krankheit ALS (Amyotrophe Lateralsklerose)
diagnostiziert und ihm eine Lebenserwartung von 2-3 Jahren prognostiziert. Nachdem
sich sein Gesundheitszustand etwas stabilisiert hatte, heirateten er und Jane Wilde und
sie bekamen drei gesunde Kinder. Durch die Unterstiitzung seiner Frau und seines Dok-
torvaters Dennis Sciama hatte Hawking dann den Mut, 1965 mit seiner Doktorarbeit
zu beginnen. Bei einem Gastaufenthalt 1985 am CERN in Genf erlitt Hawking eine
Lungenentziindung, die einen Luftrohrenschnitt notwendig machte, wodurch Hawking
seine Sprechfahigkeit verlor und nur noch iiber einen Sprachcomputer kommunizieren
konnte. 1990 erfolgte die Scheidung von Jane Wilde. Danach lebte Hawking mit seiner
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Pflegerin Elaine Mason zusammen und beide heiratete 1995. Im Jahr 2006 trennten sich
Hawking und Mason.

Hawking hatte von 1979 bis zum Jahr 2009 den beriithmten Lucasischen Lehrstuhl der
Mathematik an der Universitdt von Cambridge inne, an dem vor ihm u.a. Newton und
Dirac gewirkt hatten.

Seine wichtigsten Beitrage zur theoretischen und mathematischen Physik sind: die
Singularititen-Satze der Allgemeinen Relativitdtstheorie (zusammen mit Roger Pen-
rose), das No-Hair Theorem (zusammen mit Carter, Israel, Robinson), welches besagt,
daB ein klassisches Schwarzes Loch durch drei GroBen (Masse, Drehimpuls, elektrische
Ladung) vollstandig beschrieben ist, die Bekenstein-Hawking Strahlung eines Schwar-
zen Loches. Im Zusammenhang mit seinen Forschungen zu einer quantenmechanischen
Beschreibung von Schwarzen Loéchern mit der Methode der Euklidischen Pfadintegral
Quantengravitation fithrte Hawking die Methode der Zeta-Funktions-Regularisierung in
die Physik ein (Hawking| (1977)).

Dariiber hinaus arbeitete Hawking tiber Quantenkosmologie, kosmische Inflation nach
dem Big Bang, Topology und Struktur des Universums, Wurmlécher, Yang-Mills In-
stantonen, Anti-de-Sitter-Raume, Entropie und Zeitpfeil, Supergravitation und String-
Theorien, Gravitationswellen, und, und, und ...

Daneben verfaite er eine Reihe populdrwissenschaftlicher Biicher, am bekanntesten
sind: ,,Eine kurze Geschichte der Zeit” (engl. 1988), ,Das Universum in der Nussschale”
(engl. 2001), ,Giganten des Wissen” (engl. 2002), ,Die kiirzeste Geschichte der Zeit”
(engl. 2005). Zusammen mit seiner Tochter Lucy veréffentlichte er auch zwei Kinder-
biicher.

Hawking erhielt sehr viele Preise, Auszeichnungen und Ehrungen, so etwa 1979 die
"Albert Einstein Medaille’ und 1988 den "Wolf Prize in Physics’ [Quelle: [Wikipedia-
Hawking (2010))]

6.2 Spektrale Zeta-Funktion bei bekanntem Spektrum

Sei H der Hamilton-Operator unseres Quantensystems, plus Randbedingungen, plus
einem moglichen Hintergrundfeld, plus einer méglicherweise nichttrivialen Metrik (die
eine gekrimmte Raumzeit beschreibt), so fithrt das alles aus mathematischer Sicht
letztlich einfach zu einem entsprechenden Differential-Operator A mit gewissen Rand-
bedingungen.

Das Auftreten von Divergenzen, insbesondere UV-Divergenzen in den Quantenfeldtheo-
rien, zeigt aber, dal diese lokalen Theorien nicht bis zu beliebig kleinen Wellenldngen
(d.h. hohen Energien) giiltig sein kénnen.

Damit stellt sich die Frage, ob es moglich ist im Rahmen der bisherigen Theorien ge-
wisse Zusatzforderungen zu stellen, welche die genannten Divergenzen beseitigen und
es uns erlauben diese Quantenfeldtheorien im Bereich niedriger oder mittlerer Energien
sinnvoll zu verwenden. Diese Idee wurde tatsédchlich in vielen Féallen unter den Begriffen
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Regularisierung & Renormierung erfolgreich durchgefithrt. Wir wollen uns hier nur mit
dem Thema Regularisierung beschéftigen, und auch dieses Thema einschranken auf die
Zeta-Funktion-Regularisierung.

Der einfachste, naheliegendste und auch gelegentlich angewandte Ansatz ist es natiirlich,
das (Energie-) Spektrum der Operators A nach oben mit einer Frequenz-Abschneide-
Funktion y(w,w.) zu begrenzen.

Ein anderer Weg besteht darin, in unseren zu berechnenden physikalischen Grofien auf
definierte Weise die auftretenden Pole zu entfernen. Ein mathematisch besonders gut
definierter und einsichtiger Weg besteht in der Methode der analytischen Fortsetzung in
der komplexen Ebene. Man definiert die zu berechnende physikalische Grofle zunachst
in einem Bereich der komplexen Ebene, in welchem die Konvergenz gesichert ist und
dehnt dann diese Definition mittels analytischer Fortsetzung auf jene Punkte aus, an
denen man die physikalische Grofe tatsichlich berechnen méchte (sofern dieser Punkt
nicht gerade ein Pol ist). Als Vorbild dient das Vorgehen bei der Riemannsche Zeta-
Funktion ((s), die ja als Reihe zunéchst auch nur fiir Werte von s > 1 definiert ist, sich
aber analytisch eindeutig auf die ganze komplexe Ebene (mit Ausnahme des Pols bei
(s = 1) fortsetzen 1aft.

Die beiden prominentesten Methoden der Regularisierung durch analytische Fortset-
zung sind die Dimensions-Regularisierung und die Zeta-Funktion-Regularisierung. Ste-
phen Hawking hat gezeigt, dafl die Dimensions-Regularisierung in gekriimmten Raum-
zeiten, etwa in der Schwarzschild-Metrik, sich nicht mehr eindeutig durchfiihren 14t
und hat bei dieser Gelegenheit die Zeta-Funktion-Regularisierung in die Physik einge-
fiihrt, die wir im weiteren betrachten wollen.

Beginnen wir erneut mit den Pfadintegralen. Wir haben oben die Pfadintegrale als
Grenzwerte einfach formal abgeleitet, ohne uns mit den problematischen Fragen der
Existenz dieser Grenzwerte zu beschaftigen. Wenn man sich etwa das Funktionalintegral
als Grenzwert endlich-dimensionaler Integrale, hinschreibt, also:

a(1) M-1 M
L= ] = 1 I 7l(qkAqk)
7 : ]\}ll)nooZM A}@OONM dqo /(kl—ll qu)kl:[le 2 :
q(0) - -
dann kann man fiir jedes endliche M das Funktionalintegral Z,; als Z,, = Nj, -

(det Apr)~/2 berechnen (wobei man noch versuchen wird, N} in das MaB [Jdg, zu
stecken). Man beachte auch, dafi dgy und damit A so umskaliert werden miissen, dafl
A jetzt dimensionslos ist (siehe etwa die Herleitung von . Wenn die Folge dieser
Zy konvergiert, dann kann man die Determinante des Operators A (ein Operator in
einem unendlichen Hilbert-Raums) als diesen Grenzwert Z = limy; o, Z); definieren:

N-12 . 7 1 _ Ao\-1/2
(det A) =7 A}linoo A, Nl[gnoo(det Anr) :
Manchmal aber, insb. in Quantenfeldtheorien, existiert dieser Grenzwert nicht, und es

stellt sich dann die Frage, ob und ggf. wie man dem Funktionalintegral doch vielleicht
eine sinnvolle Bedeutung geben kann.
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Eine Methode der Regularisierung des obigen Funktionalintegrals ist es, als Verallge-
meinerung der normalen Determinante eines Operators eine regularisierte Determinante
des Operators A zu definieren. Wie oben bereits ganz allgemein gesagt, 148t man sich
von der Idee der analytischen Fortsetzung in die komplexen Ebene leiten.

Sei A ein selbstadjungierter, nichtnegativer Operator mit den diskreten dimensionslo-
sen Eigenwerten \; (wir setzen entsprechende Randbedingungen, z.B. System in einem
endlichen Kasten voraus). Dann definieren wir die spektrale Zeta-Funktion (;(s) als:

Cals) := - (6.2.1)

- NS
i=1 >‘i

Sei zum Beispiel A = f der dimensionslose Hamilton-Operator des eindimensionalen
Oszillators ohne Nullpunkt-Energie, also A; = i, dann ist die zugehorige spektrale Zeta-
Funktion gerade die Riemannsche Zeta-Funktion (4(s) = (r(s):

i=1

Bei einem Spektrum von \; = a(i + b) erhalten wir fiir {;(s) die Hurwitzsche Zeta-
Funktion (z(s) und bei einem Spektrum von )\; = a(i? + i3) eine Epsteinsche Zeta-
Funktion (g(s).

Wenn das Spektrum bekannt ist und sich mittels einer der verallgemeinerten Zeta-
Funktionen beschreiben 1afft, so kann man als regularisierte spektrale Zeta-Funktion
einfach die analytische Fortsetzung der entsprechenden Zeta-Funktion vom Riemann-,
Hurwitz- oder Epstein-Typ verwenden.

6.3 Casimir-Effekt

Dieser Abschnitt stiitzt sich auf die Arbeiten von [Elizalde (1995]) und [Hawking] (1977)).
Es war ja insbesondere diese klassische Arbeit von Hawking, welche die Methode der
Regularisierung mittels der spektralen Zeta-Funktion in der Physik etabliert hat.

Wir betrachten ein masseloses Skalarfeld (bzw. ein Photonenfeld) in einem Kasten mit
den Kantenldngen d* Lx L. Dieses Feld beschreiben wir mit der Klein-Gordon-Gleichung
mit Ruhemasse mg =0 :

c? Ot?

Op(7,t) := <182 - ?2> W7, 1) =0. (6.3.1)

Fiir die Zeitabhangigkeit wahlen wir wie tiblich

BT =(P)e™ = —EVER(T) = 2(T) . (6.3.2)
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Wir wéhlen der Geometrie entsprechend Dirichlet-Randbedingungen

10(07% Z) = ¢($7077~’) = ¢<$,y,0) =0 )

U(d,y,z) =v(x, L, z) =¢(z,y,L) =0, (6.3.3)
und erhalten als Losung
1 T
-2\ __ ik T
g (1) = aizr2/z © ’
- | an n=—d...0.. . (d—1)
k = = mit o ’
— = by i, =—L...0...(L—-1),
kT EZT
— —
wo =c|k|= c((gn)Z +Rr?)E (6.3.4)
Die Nullpunkt-Energiedichte oder Vakuum-Energiedichte dieses Feldes ist
11
Ey=—==-) hw 6.3.5
TV % ® (6.3.5)
1 he & 22 g 2.1
— o X X (G ki)’

1 he & , ez 4
“v 2 > / /dlﬂd@z ((dn)2+kT(2y722) )?
h 2 2\ 1
_ 1he dk: dk. ((Zn)? + k2 + k2)?
2
1 he 1
_ 1 e Z /27Tk ) dk (( )2+k2)5
V 2 n=—oo 0
47Td /dk:k )+ k%)3

Offensichtlich divergiert diese Energiedichte wegen der hochfrequenten Anteile (UV-
Divergenz). Die klassische Losung dieses Problems stammt von Casimir aus dem Jahr
1948, siche Greiner| (1993)), S. 159 ff. Casimir fihrt zunéchst ein UV-Abschneideverfahren
(UV-cutoff ) ein, indem er Ey durch ein E)ersetzt

w—=

11
Ex==2Y hwp e (6.3.6)
V2 =
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danach die Differenz der Energiedichten zweier verschiedener Kasten-Konfigurationen
berechnet (d < L):

Er(N) :=[E\(d,L,L)+ E\(L —d,L,L)] — [E,\(s, L,L)+ E,\(s, L, L)] (6.3.7)

bildet und zum Schlufl im Abschneideparameter den Grenziibergang A — 0 durchfiihrt:

Ep = lim Ep()) . (6.3.8)

Statt dieses Casimir-Verfahrens soll hier zur Regularisierung des Ausdrucks der Vakuum-
Energiedichte die Regularisierung mittels der Zeta-Funktion Methode vorgefiihrt wer-
den werden. Ej ist bis auf einen Vorfaktor gerade gleich der spektralen Zeta-Funktion
Ci(s) mit A = (— 2€2)1/ 2 an der Stelle s = —1. Wir berechnen also zunéchst die Funk-
tion Ey(s) ~ ¢ ;(s) mit einem s € R, s > 0 und wihlen s so groB, da§ Ey(s) konvergiert.
AnschlieBend setzen wir dieses Fy(s), genau wie die Riemannsche Zeta-Funktion, ana-
lytisch fort zum Wert s = —1:

- h I , -
Ey(s) := v w? = W(’A(s) mit  Ey = Ey(—1), (6.3.9)

. he & F k
Bo(s) = € /dk—s 6.3.10
0(3) Ard n;m J ((gn)Q + /{32)5 ( )
he T l—s .
_Mo/dk;k 4ﬂd220/dkk2);.

Der erste Term [3° dk k', der vom Summanden n = 0 (und damit letztlich von unseren
periodischen Randbedingungen) herriihrt, scheint fiir grofie positive s eine Infrarot-
Divergenz zu ergeben. Wenn wir aber die Kastenldnge L endlich lassen, so ist der

kleinstmogliche k-Wert gerade € = 2% und der Wert des Integrals ~ ¢>7%. Setzen wir
dies analytisch fort zu s = —1 und lassen erst dann das Kastenvolumen gegen unendlich

gehen (L — oo, d.h.e — 0), so sehen wir, daf der Beitrag dieses Integrals verschwindet.

_ he T b %
= R I A a—
(d 0/ (1 + k12)§

Eo(s) = 5, d 4

||M8

Mit der Substitution t = k&, k' = V/t, dk' = 1 L. dt folgt:

e & 7T 1 Sl
=5 2.5 dt —2— = —Q*S/dt —
omd Z:: d" / 1+0)5 4nd 2. (g ) @ D
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Das Integral erkennt man mit (oder |Abramowitz u. Stegun (1970), 6.2.1) gerade
als einen speziellen Wert der Beta-Funktion, die dann mit (oder |Abramowitz u.
Stegun| (1970), 6.2.2) auf ein Produkt von Gamma-Funktionen zurtickgefithrt werden
kann:

Bols) = g Do Bu,g ~1)= g S Eayper LG
he = F(s o0 he TE-1)
“imd I z:: =5 @’ Ty T2

Mit Hilfe der Reflektionsformel fiir die Zeta-Funktion (oder Abramowitz u. Stegun
(1970), 23.2.6):

C(x) = 2771 sin(%)m —2)¢(1 - 2) (6.3.11)

ergibt sich

~ he r'eE-—-1) (s —2)
E —5 2 28 2 s 3 r o o )
o) = g (e 2 T2 T - 3 - o
Jetzt werten wir Ey(s) an der Stelle s = —1 aus:
~ fic 7w ,(=2) —37
Ey = Eo(—1 =) 22273 sin(——) I'(4) ¢(4
= Eal) = o () gy 2 s T
B 13 I'(-2) 1 . m he
CAr (=9HT(-2) 8t 90 d4
7% he
= (6.3.12)

In der Literatur (z.B. |Greiner (1993), S. 163) findet man statt dem Wert E, fir die
Vakuum-Energiedichte iiblicherweise die Energie U(d) = Ey-V = Ey-d- L* angegeben:

LQ hel?
720 d3

U(d) = — (6.3.13)

und fir die anziehende Kraft pro Fliche zwischen den beiden Platten bei x = 0 und
r=d

1 1 0 w2 he
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6.4 UV-Cutoff und spektrale Zeta-Funktion

Dieser Abschnitt stiitzt sich auf die Arbeit von Svaiter u. Svaiter| (1993), die gezeigt
haben, dafl die Regularisierung des Ausdrucks der Vakuum-Energiedichte nach Casimir,
d.h. mit einem UV-Abschneideverfahren (UV-cutoff ) und der anschliefenden Subtrak-
tion des verbleibenden Pols, mathematisch dquivalent zur Regularisierung mittels der
spektralen Zeta-Funktion ist.

Sei also ein Spektrum gegeben als eine Folge positiver Zahlen u,,, m € N mit der

Eigenschaft

O<u; <uy<... und lim u,, = +oo. (6.4.1)

m— 00

Zusétzlich zu [Svaiter u. Svaiter| (1993) setzen wir hier noch eine Wachstumsbedingung
der wu,,voraus:

Uy >m®  mitd > 0 fiir allem > M . (6.4.2)

Héufig tauchen in der Physik die folgenden zwei Funktionen auf (z € C, R(z) > 0):

i e um (6.4.3)

m=1

= upe . (6.4.4)
m=1

Im folgenden soll gezeigt werden, dal g(z) genau dann konvergiert, wenn h(z) konver-
giert.

Beweis. Aus der Konvergenz von ¢(z) folgt sofort die Konvergenz von h(z):

2)| < Z le™?vm | < — Zum|e m| < 0o .

1m1

Svaiter u. Svaiter (1993)) behaupten nun, da§ auch umgekehrt ganz allgemein aus der
Konvergenz von h(z) die Konvergenz von g(z) folge. Dies zu beweisen gelingt mir hier
nur unter der zusitzlichen Annahme der Wachstumsbedingung [6.4.2] nédmlich, da8 die
Folge der u,,, zumindest ab einem gewissen Indexwert M, nicht langsamer anwachsen
moge als m® mit einem § > 0. (Nebenbei: es gibt keine am langsamsten wachsende
Folge.)

lim wu,, [e”**"| = lim u,e “REum = Jim g, e ) vm
m—00 m—0o0 Um—>00
T 1
= lim ———— = lim

T—00 6%( z)x T—00 §R( )6%(2)1
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—ZUm

Mit der Regel von I’'Hospital erkennt man, dafl die Folge der u,, e gegen 0 konver-
giert, wenn dies die Folge der e~*“" tut. Durch fortgesetzte Anwendung der Regel von
I’'Hospital gilt diese Aussage auch fiir alle Folgen v, e™**™ mit festem n € N, n > 0.

Sei nun 0 < ¢ < 1, so wahlen wir ein » € N mit § - r > 1, (bei 6 > 1 kénnen wir r = 1
wéahlen), und erhalten damit also:

lim e ®@un — 0 = lim u?tle —R@um —

m—r0o0 m—r0o0

= 2! e @ um A

A A A
e R(z) um il
= Um € < u2r < m20r m2

I

Zum Z“””<Z—<oo

Somit haben wir eine konvergente Majorante fiir unsere Reihe g(z) mit R(z) > 0 ge-
funden und gezeigt, dal g(z) konvergiert, wenn h(z) konvergiert. O

Wenn h(z) fur R(z) > 0 konvergiert, dann konvergiert diese Reihe fir R(z) > ¢ty > 0
auch gleichméfig, denn

s 00
‘h<z)| < Z —zum‘ Z e—%(z Um Z e~ )—to) um e toum
m=1

m=1

< o~ (R()~to)m i e~ toum — o—(R(z)—to) w h(to) )

m=1

Wenn h(z) und g(z) existieren, d.h. wenn die obigen Reihen konvergieren, dann gilt:
9(z) = ——h(z) . (6.4.5)

Héufig zeigt sich nun in physikalischen Anwendungen, dafl h(z) in einen Bereich (2
analytisch fortgesetzt werden kann, der den Punkt z = 0 als einen Pol der Ordnung N,
enthélt. In diesem Fall kann g(z) in den selben Bereich 2 analytisch fortgesetzt werden
kann und weist bei z = 0 einen Pol der Ordnung Ny + 1 auf. Wir kénnen in diesem Fall
also die Laurent-Reihen von h(z) und g(z) angeben

= 3 B, (6.4.6)
=—Ny

92)= D g (6.4.7)
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Das Verfahren von Casimir zur Regularisierung der Vakuum-Energiedichte besteht ma-
thematisch gesprochen gerade darin, die divergente Reihe

Ei= Y = (6.4.8)
m=1

durch die Reihe g(z2) mit dem Abschneideparameter z zu ersetzen, alle Pol-Terme
zu subtrahieren

-1

grea(2) :=9(2) = 3. gn?"

n=—(N()+l)

und schliefllich in gyes(2) den Abschneideparameter z gegen 0 gehen zu lassen

Ei = greg(0) (6.4.9)
d - n—1

g(z)=——"nh(z) == > hynz =
dz TN

Greg(2) = Z gn 2" = — Z hon 2"t =
n=0 n=1

E1 == greg(o) = go = —hl . (6410)

Die Regularisierung mit Hilfe der spektralen Zeta-Funktion besteht darin, statt der
urspriinglichen Reihe fur E in [6.4.§ die spektrale Zeta-Funktion fir einen Bereich

R(s) > s¢ zu definieren und sie dann analytisch fortzusetzen und am Punkt s = —1
auszuwerten:
C(s):i= > u’, (6.4.11)
m=1
Ey:=((-1). (6.4.12)

Wenn die Reihe konvergiert, dann I8t sich analog zur Riemannschen Zeta-
Funktion eine entsprechende Integraldarstellung fiir die spektrale Zeta-Funktion ((s)
gewinnen. Mit Hilfe der Gamma-Funktion, der Substitution y = w,,z, und der gleich-
méfigen Konvergenz von h(z) folgt:

Z u, * /dyysfle*y = Z /dz 257 lem7um
0 0

=1 m=1

C(s)I'(s)

3

/dz 2Ty e = /dz 1 h(z),
0 0

m=1
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“Lh(z) . (6.4.13)

Nun kann man zeigen, dafl diese Darstellung der spektralen Zeta-Funktion fir R(s) >
Ny konvergiert:

N
—~
NG

I
—
QU
N
N
»
—
=

I
e
w7
\
QL
N
N
CIJ
3‘
\
QL
N
N
CIJ
D‘
I—I

T

— dz 21 S hnz"—l—/dzzs_lh(z)
o(s) / ENO J
L +/d2281h()],

h s+n
[(s) nZNO s+n
womit gezeigt ist, daBl diese Darstellung der spektralen Zeta-Funktion fir R(s) > Ny
existiert und dort regular ist. Man sieht unmittelbar, daf§ wir diese Darstellung der
spektralen Zeta-Funktion

1 [e’¢) s+n
C(s) = —— hn 22— + / dz 2~ h(z) (6.4.14)
[(s) nENO s+
analytisch nach C — {Ny, Ny — 1,...} fortsetzen kénnen. Da wir am Punkt s = —1

interessiert sind, nehmen wir den entsprechenden Summanden mit n = 1 aus der Summe
heraus:

1 s+1 0o s+n
((s) = 1;0 + Z by, ro /dzzs Lh(z
n;ﬁl

Nun hat die Gamma-Funktion bei s = —1 einen Pol erster Ordnung mit einem Residu-
um von —1 (siehe z.B. |Abramowitz u. Stegun| (1970), 6.1.3):

Res I'(s) = —1,

s=—1

1 .
SHTE) . n (L) Jim (=1)(s+ 1),
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s——1

Wenn wir jetzt [6.4.10| mit [6.4.15| vergleichen, so sehen wir, dafl die UV-cutoff Regula-
risierung nach Casimir zum gleichen Ergebnis fiihrt wie die Regularisierung mit Hilfe
der spektralen Zeta-Funktion:

El = greg(0) = lim ((s) = E» . (6.4.16)

s——1

6.5 Determinanten, Greensche Funktionen und
Resolvente

Sei A ein linearer Operator auf einem Hilbert-Raum # mit einer Spektralzerlegung (also
z.B. ein kompakter, selbstadjungierter Operator) mit den Eigenwerten ), und einem
orthonormalen und vollstandigen Satz von Eigenvektoren { | gpm>} Um die folgenden
Uberlegungen moglichst einfach zu halten, nehmen wir an, daf8 A keine Nullmoden
habe, daf also der Eigenwert 0 im Spektrum nicht vorkommen mége (ggf. gehen wir
dabei von A iiber zu A, := A — > 10,5)40,51).

Al om) = A | @m) | (6.5.1)

bzw. mit ¢(2) := (x| ¢) und (Ap)(z) := (x| A] ¢) :

(Awm)(l“) = Am‘Pm(x) ) (6.5.2)
| o0) =n & [ A2, (2) 9u(@) = O (65.3)

S lem)em =1 & 2 @n(@) enly) =0z —y). (6.5.4)
Die Funktionaldeterminante vonA 1a8t sich als das Produkt der Eigenwerte definieren
(in der Eigenwertbasis ist A2.2.5| diagonal):

det(A H Am (6.5.5)

Dann existiert der Greensche Operator G als inverser Operator von A und 1sst die
entsprechende inhomogene Operatorgleichung zu A:

A~

AG =1, (6.5.6)

Aloy=lf) = |loy=G|f) <« (6.5.7)
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p(z) = /dy (|G ly) fly) = /dyG(x,y)f(y)- (6.5.8)

Viele Methoden zur Untersuchung des Spektrums von A und damit auch zur Berechnung
von Funktionaldeterminanten eines Operators A verwenden einen Weg iiber die Analyse
der Resolvente R(\) von A, die ja gerade der Greensche Operator von (A — Al) ist:

(A- MR\ =1, (6.5.9)

oder, in der Ortsdarstellung - wobei wir voraussetzen, dafl A lokal sein moge (wie z.B.
die in der Physik vorkommenden typischen Differential-Operatoren), also:

(x| A2y =(x|A|z)d(x—2'):=A(z)d(x —2'), (6.5.10)

[ da! @) AG) =N | RO) [9) = o — )
(A(z) — A) R(z,y,\) =d(x —y) . (6.5.11)

Die Resolvente 1afit sich nun in der Spektraldarstellung von A schreiben als:

" 1 1

R(A) = A = %: Y | m) (em | (6.5.12)
Rie,y, ) =3 W . (6.5.13)

Bilden wir die Spur und integrieren tiber A, so erhalten wir:

/d)\/de(:v,x,)\):/d)\/dx%:W

:/d)\ ;Aml_A - —;ln()\n—)\)

=-—InJJAn—-N =

det(A) = e J [ de Rz 2=0) (6.5.14)

Die Integrationskonstante kann dann durch eine weitere physikalische Randbedingung
festgelegt werden, in der Quantentheorie etwa, indem man vom Propagator Unitéari-
tit verlangt, oder in der Quantenstatistik, indem man die Giiltigkeit des Nernstschen
Hauptsatzes fordert.
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6.6 Warmegleichung und spektrale Zeta-Funktion

Wenn das Spektrum komplex oder nicht explizit bekannt ist, so kann man die spektrale
Zeta-Funktion tiber die Methode des sogenannten "Wéarmekerns’ berechnen, was im
folgenden gezeigt werden soll.

Sei A jetzt ein elliptischer Differential-Operator der Ordnung d auf einer n-dimensionalen
kompakten Mannigfaltigkeit, so kann man zeigen, dafl die Potenzsumme fir C4(s)
fir R(s) > 4 konvergiert (siche oder Schwarz, 1993, S.132 ff.). Jetzt kann man
diese spektrale Zeta-Funktion analytisch in der komplexen Ebene fortsetzen und dann
an den uns interessierenden Punkten s berechnen.

1 —Ss In —S in A
Ci(s) = Y Z e smAm — Qp(emsn Ay (6.6.1)
= m m=1
d -
—Ci(s)] == InA,e ™ =—>"In\, =—In[] A= —1In det(4),
ds s=0 m=1 s=0 m=1 m=1
det(A H e @ (6.6.2)

Um eine analytische Fortsetzung von (4(s) zum Punkt s = 0 hin zu erhalten, betrach-
tet man den zu A gehorige Warmekern, einen aus den Eigenwerten von A gebildete
Operator K (t), der die folgende Warme-Differentialgleichung mit Anfangswert erfillt:

(A+ aat)f((t) =0 mit K(0)=1, (6.6.3)
(A(x) + g)f((x y,t) =0 mit K(z,y,0) =8z —y). (6.6.4)

Mit Separation der Variablen und mittels der Eigenwerte A,, und der Eigenfunktionen
©m(x) := (x| p,) von A(z) findet man:

K(t)=e =3 e | o) om | . (6.6.5)

K(x,y,t) Z e o (2)er (y) - (6.6.6)

Tatséichlich héingen der Wirmekern K'(t) und die Resolvente R(\) von A eng mitein-
ander zusammen:

—%d)\‘”R —%d)\‘“A A
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*]{d)\_AtA Z|90m 90m|
= fdAe-” ——— [ on){om

_ 1
=fzfdxeﬁ 5 | omien |

= 5r 221 | o) (om |
= Ze_)\mt | om) (Pm |
=M= K1), (6.6.7)

oder in der Ortsdarstellung:

m

AR,y ) = e () ) = K (w,0,1) (6.6.8)
C

Mittels K (t) := Sp(K(x,x,t)) kann jetzt die gesuchte analytische Fortsetzung der spek-
tralen Zeta-Funktion [4.8.2] (ganz analog zur Riemannschen Zeta-Funktion) konstruiert
werden:

o0

1 17
Fo/ dtt*~ 1 K(t) Po/ ttS*l/de(x,x,t)

F(17tt‘31/dee At o () @, (2)
:F(ls)/oodttslze mt/dms@m ) ()

m=1

o0
b / dt "= e mt
0
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Ci(s) = 1“(13) /dtts—l K(t) = F(ls) /dtts_l 2_:1 et (6.6.9)

Damit haben wir einen Weg gefunden, iiber eine analytische Fortsetzung der spektralen
Zeta-Funktion eine regularisierte Determinante von A und das entsprechende Gaufische
Funktionalintegral sinnvoll zu definieren und zu berechnen:

1. finde die Losung K (z,y,t) der Warme-Gleichung mit der Anfangsbedingung
2. berechne damit nach die spektrale Zeta-Funktion (;(s),
3. bestimme (’;(0) und daraus mit m det(A) .

6.7 Warmekern-Entwicklung und spektrale
Zeta-Funktion

Wir haben oben gesehen, daf3 der erste Schritt auf dem Weg zur Berechnung der spek-
tralen Zeta-Funktion {;(s) bei unbekanntem Spektrum von A das Auffinden der Losung
K(z,y,t) der Warmegleichung mit der Anfangsbedingung ist. Nun lat sich aber
héufig eine geschlossene Losung K(z,y,t) der Warmegleichung fir den Operator A
nicht ohne weiteres finden.

In diesen Fillen gibt es jedoch ein sehr bedeutsames mathematisches Hilfmittel, die
sogenannte Warmekern-Entwicklung, eine asymptotischen Entwicklung von K(x,z,t)
fiir kleine ¢, die hier und in vielen anderen Féllen sehr hilfreich ist.

Sei A also wiederum ein elliptischer Differential-Operator der Ordnung d auf einer n-
dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit. Um die folgenden Uberlegungen méglichst
einfach zu halten, nehmen wir auch wieder an, daf3 A keine Nullmoden habe, daf} also der
Eigenwert 0 im Spektrum nicht vorkommen méoge (ggf. gehen wir dabei von A iiber zu
A=A > 10,5)¢0,7 ), dann gilt fiir ¢ — 0 die folgende Wéarmekern-Entwicklung
(zum Beweis sieche Anhang oder |Elizalde u.a.| (1994), S.285 ff. und [Kirsten| (2002),
S.20 ff.) mit dem Warmekern- oder Seeley-Koeffizienten By:

K(t)y=Y ta B, firt—o0,. (6.7.1)
k=0

Gelegentlich taucht in der Literatur statt der Reihenentwicklung mit ganzzahligen
Indizes k auch eine Reihenentwicklung mit rationalen Indizes ¥’ = k/d auf, insbesondere
halbzahlige Indizes &’ = k/2 im Fall von w = 2. Wir werden von dieser Darstellung mit
rationalen Indizes keinen Gebrauch machen.

Fir den Grenzwert von K (t) fiir t — oo gilt, wenn Ay der Eigenwert mit dem kleinsten

Realteil sei (wegen [6.6.6)):
lim K(t) = tlg& doe = lim e M. (6.7.2)

t—o0 t—o00
m=1
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Damit folgt fiir ¢4(s):

dtt*' K(t)

ﬂ\
—_
0\8

2|
—_
o _

1T
o K(t)+r<8)1/dtt K(t)

— dt ! Z 7" By, + 5 /dtts ! Z et

k=0

2|
—_
o _

(s)

Das zweite Integral konvergiert wegen des starken exponentiellen Abfalls und wir be-
zeichnen es als p(s).

Cals) = Fj i [ Bt s s

Das erste Integral existiert nur fir s > % und ergibt sich dann unmittelbar zu:

(6.7.3)

Diesen Ausdruck kann man nun in den Bereich 0 < s < % analytisch fortsetzen. Nehmen
wir als Beispiel den Laplace-Operator Og, d = 2, in vier Dimensionen, n = 4. Hier
ist (o, (s) zunédchst nur fur s > 2 definiert, 1aBt sich aber folgendermafien analytisch
fortsetzen:

2

i 1
Cop(s) = ; - +mp(s). (6.7.4)

Cop(s) hat bei s = 2 einen einfachen Pol mit dem Residuum By, bei s = 1 ebenfalls
einen einfachen Pol mit dem Residuum Bs. Bei s = 0 ist (q,,(s) regulér, da sich der Pol
von 1/(s + £1) gerade mit dem Pol der I'-Funktion aufhebt:

(o, (0) = By . (6.7.5)

Fiir ungerade & sind alle By, = 0, siehe im Anhang die Anmerkung nach [[..2.28]

6.8 Zustandssumme des harmonischen Oszillators

Natiirlich konnte man die Zustandssumme des harmonischen Oszillators auf herkomm-
liche Weise viel miiheloser berechnen, da das Spektrum ja bekannt und sehr einfach
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ist, dennoch ist es recht lehrreich, den Formalismus der spektralen Zeta-Funktion und
Wiarmegleichung einmal an diesem Standardbeispiel durchzufithren.

Wir folgen hier im wesentlichen Ramond| (1989), S. 92-93, der den Losungsweg mit
den folgenden Worten skizziert: ,Rather we do a little bit of (perverted) mathematical
physics.” Dennoch bin ich mir sicher, dafy Euler an diesem Weg durchaus seine Freude
hatte.

Wir hatten in fur die Zustandssumme gefunden:

hB
—# [ drH(i(7).a(7))
Z=N- [ Dlr)e 0 ,

q(hB8)=q(0)

und setzen jetzt die Hamilton-Funktion des harmonischen Oszillators ein:

hB
—m [ dr () +w?a(n)?)
Z=N- [ Dl "
a(hB)=4q(0)

Damit wir die Zeta-Funktions-Methode verwenden konnen, ist es notwendig 7 und ¢(7)
umzuskalieren, so dafl diese beiden Gréflien dimensionslos werden:
, T 1 /m

T=0 und ¢'(7') = F EQ(T) =

—. N / D[g(r)] &% @Ak}

q(1)=4(0)

wobei wir mit A, den Operator fiir die Zustandssumme des eindimensionalen harmoni-
schen Oszillators eingefiithrt haben :

A d2 232, 2
A.,-iz—ﬁ—i‘ﬁhw .

Man sieht leicht, daf die folgende Greensche Funktion K (7, 7', 0) die Warme-Gleichung
und die Anfangsbedingung erfullt:

[e.9]

K(r,r,o)= Y e2m—r)-(B tinin)o (6.8.1)

?
n=—oo
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A(T) K(1,7,0) = (—=(i2mn)* + *h*w?) = (B°h’w® + 47°n?) = —;K(T, o),

g

K 7' 7! 0 Z el2ﬂ'n T—1') _ (S(T i 7_/) .
Mit folgt:
1 7 ; o0
CA(S) = T /dO' 0'871 /dT Z e*(5252w2+47r2n2)cr
<S) 0 0 n=-—00
17 1 5
— /do’ 0"371 /dT 6*52h2w20[1 + 2 Z —474n 0']
F<S) 0 0 n=1
1 7 1 —B2K2,2
— do- 0-3 Bh*w o
) J
2 0 o oS l(ﬁhw)Zl l a2y
i [ D e

210000

Z/dUO’S—H 1 _—4n?n?o

1 2) 0 ﬁhw 21 oo e o
- (Bhw)?s + T(s) Z(_l)l( l') Z 47r2n2 s+l /dg e

=0 : n=1

~

| %0 (ﬂhw)% S 1
= (Bhw)® ; 1T 712::1 (472)5H 2+ [(s+1)
) 1\l hw 21
— (6711))28 + <452>s§(25) - F(QS) l; (iﬂl)zﬂ (8 l!) C2(s+1)T(s+1).
Im néchsten Schritt miissen wir ¢’;(0) berechnen:
! _ 1 2 4 dC(QS)
(i(s) = =2 In(fhw) W — In(477) (i) C(2s) + () d(2s)
00 )l (ﬁhw)2l

2 dsF Z 47T2 st ]l C2(s+1)I(s+1)

=1
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4 & (1) ()

2
Fi ds 477'2 s+l ! <(2(3 + l)) F(S + l) .

=1

Im ll_I)l”é verschwindet der letzte Term von (;(s), da li_r}ré ['(s) = 400 ist und wegen der

Regularitit von ¢ (2(s 4+ 1))['(s + 1) in der Umgebung von s = 0 bei [ > 1 die Summe
begrenzt bleibt.

¢4 (0) = —2 In(Bhw) — 41n(2m)¢(0) + 4¢'(0)
+ 2 i 1 5717) ¢(21) .

=1

Dieser Ausdruck 148t sich noch weiter vereinfachen, indem wir die Werte fiir ¢(0), ¢’(0)
und (I'~1)’(0) einsetzen:

¢(0) = —3, (siche [D.10.11} oder |Abramowitz u. Stegun| (1970), 23.2.11).
¢'(0) = =1 In(2m), (siehe oderAbramowitz u. Stegun| (1970), 23.2.13).

(T1)(0) = 1, (siehe [C.8.8, oder Abramowitz u. Stegun! (1970)), 6.1.3). Damit folgt fiir
41(0):
A

¢4(0) = —2 In(Bhw) + 2In(27) — 2In(2m) + 23 4 1)) (5717)
=1

Die ((21) konnen auf die Bernoulli-Zahlen By, zurtickgefithrt werden (siehe |D.12.6[oder
‘Arfken u. Weber] (2001)), 5.152, oder /Abramowitz u. Stegun| (1970)), 23.2.16):

¢2l).

¢(2) = (=1)"'By =

. 00 Bhwm
; —2 In(phw)
¢4(0) = =2 In(s lz; o

By .

Die hier auftretende Summe kénnen wir nun (etwas trickreich) auf hyperbolische Funk-
tionen zuriickfithren. Fir den coth z gibt es die folgende Reihenentwicklung mit den
Bernoulli-Zahlen By, als Entwicklungskoeffizienten (siehe [D.10.9| oder |Abramowitz u.|

(1970), 4.5.67):
00 )2l—1

cothz—f—!— Z

=1

Wenn wir beide Seiten integrieren erhalten wir mit Abramowitz u. Stegun| (1970), 4.5.82:

/ coth 2'dz" =
In(sinh z) .

Z (22)%
{lnz + 35 El 1 l(2l)' B?l )
0
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Mit z = %miw folgt:

2l 5771&) 5771&)

> (3 By =2 In(sinh(—~)) — 2 In(—-) .

hw)
1(20)!

=1

¢3(0) = =2 In(fhw) + 2 ln(ﬁ;w

) —2 ln(sinh(ﬁ;w))

1 1 1
=2 ln(i) -2 ln(i(eﬁﬁh‘“ — e 2PMY)

1 1 1
=2 ln(i) -2 ln(i) — 2 In(e2?™(1 — ¢ M) |

¢3(0) = —Bhw — 2 In(1 — e ™) . (6.8.2)

Mit ergibt sich fiir die Zustandssumme:

Z =N (det(A) "2 = N'- (e 50)3 = N7 2%©

7 — N’ . e~ (5= +In(1—e=Pre)) (6.8.3)

Weiter unten werden wir zeigen, dafl mit dem Nernstschen Theorem N’ = 1 folgt. Zu-

nachst aber soll noch kurz fir die Zustandssumme der klassische Grenzwert betrachtet
werden (3 = %):

kT

Zkl — hm Z = hm e*(%+ln(176—ﬁﬁw))
h—0

h—0
h—0 h—0 ’
kT

Wir kehren wieder zurtick zur Zustandssumme [6.8.3| und wollen daraus die freie Energie
F, die Entropie S und die innere Energie U berechnen.

1 1 ho 1
F=——InZ=—-—-In(N)+ — + —1In(1 — e PM™
5 5N + 57+ S In( )

= —kTIn(N') + h; + kT In(1 — e’%) )



126 6 Regularisierung mit der spektralen Zeta-Funktion

Mit Hilfe des 3. Hauptsatzes der Thermodynamik (des Nernstschen Theorems), ndmlich
dem Verschwinden der Entropie am absoluten Nullpunkt, limy_,.S = 0, wollen wir jetzt
versuchen, den Normierungsfaktor N’ zu bestimmen.

F » i lw
5= 90 pn(NY) = kin(1 — e~ 3#) — g
ar|, (1—e7%1)
w 1 hwe it
— kIn(N) — kIn(1 — e #) 4 — ——
(V) k(1) g P
1 hwe it hw
lim S = lim[kIn(N') + = ¢ khw | =lim[kIn(N') + = —
T-0 T—0 T (1—e 51 T—0 (ext —1)
1
= lim[kIn(N") + = — fiw | = lim[kIn(N")],
T—0 T > L(M)n T—0
=1 n! \ET
imS=0 = N =1, (6.8.5)
T—0
1 hwe i
S=—kln(l —e #) 4 — — 6.8.6
1) g (6:56)

Damit folgt fiir die Freie Energie des harmonischen Oszillators:

F=—kTlhZ= h; + kT In(1 — e #7) (6.8.7)

und fiir die Innere Energie:
U=F+TS

hi
hwe™ kT

(1 H)

Y

h/CL) W W
=5t kKT In(1 — 6_%) — kT In(1 — 6_%) -

hw

hwe™ ®¥T

hew
U=F+TS="+ (6.8.8)

Wir erhalten also tatsachlich die aus der gewohnlichen statistischen Mechanik bekann-
ten Zusammenhange.
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Funktionaldeterminanten und die spektrale Zeta-Funktion finden ihre haufigste An-
wendung in den semiklassischen Naherungen der Feldtheorien der statischen Physik
und der Quantenfelder (QFT) und der Theorie des Quantenchaos. Ohne tiefer in die
Quantenfeldtheorien eindringen zu wollen, sei die semiklassische Entwicklung an einem
einfachen Beispiel eines neutralen, bosonischen Feldes (Klein-Gordon-Feld) gezeigt. Wir
folgen hier im wesentlichen [Zinn-Justin| (2002), Kapitel 7 und Ryder| (2003)), Kapitel 9,
und betrachten eine euklidische Feldtheorie (siche auch [4.5]).

7.1 Das Funktional Z der Green-Funktionen

Das erzeugende Funktional der n-Punkt Green-Funktionen (Korrelationsfunktionen)
der hier betrachteten bosonischen, euklidischen Quantenfeldtheorie sei also

N/D o= H(S(@)~(J19) _N/D o~ (8(0)— [ dz J(2)6(x)) (7.1.1)

Hierbei sei S(¢) die euklidische Wirkung, J(z) ein Quellterm und N eine Normierung
so, da8 Z(0) =1 ist.

Die n-Punkt Green-Funktionen werden folgendermaflen definiert:

GO (1, T, ..., 1) = N/D[Qs] (1) b(x2) - - - D) e~ HE@

/ Dl o R0y ks a @)
5J (1) 6J(x2) 0J () J=0
W ho ho
_ o (] ) 7.1.2
[6(](901) 6J (x2) 0J () ( >1J:0 ( |

Man kann zeigen, dafl diese n-Punkt Green-Funktionen in der QFT gerade die Vakuu-
merwartungswerte des Produktes der zeitgeordneten Feld-Operatoren sind. Hierbei ist
T der Zeitordnungs-Operator.

GO (21,29, ... 1) = (T G(21)(22) - - - H(,)) (7.1.3)

Damit schreibt sich das erzeugende Funktional Z(.J) als

Z(J): » /dxld@ dxn(h) GO (1, @, .. a0) J(21) T () - T(wn) .

(7.1.4)
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Im folgenden gehen wir davon aus, daf§ das Wirkungsfunktional S (qb) einen in ¢ qua-
dratischen Term (¢ | A | ¢) mit einem selbstadjungierten Operator A und einen lokalen
Selbstwechselwirkung-Term V(| ¢)) haben moge. Wir schreiben hier | ¢) fir einen ab-
strakten Vektor im Hilbert-Raum H und, wie in der Physik iiblich, ¢(z) := (z | ¢)
fir eine Funktion ¢ im zu #H isomorphen Hilbert-Raum £5(R™). Wie tiblich bezeichne

(716) = f do J()o(x)).
S(16) =501 A1)+ V(6. (715)

Im wechselwirkungsfreien Fall konnen wir Zy(J) und Gy (21, x2) einfach bestimmen.
1 N
So(| 0)) =50 [ A]¢) . (7.1.6)

Da wir Funktionalintegrale im wesentlichen nur fiir in ¢ quadratische Terme exakt
16sen konnen, formen wir Sy — (J | ¢) zu einem quadratischen Term um (quadratische
Ergénzung). Dies geschieht am einfachsten, indem wir von | ¢) zu einem | ¢') tiibergehen,
das gerade die Differenz von | ¢) zu | ¢g), dem Minimum von Sy — (J | ¢), sein moge:

| ¢) =| do)+ [ ¢') -

Das Minimum | ¢g) von Sy — (J | ¢) finden wir durch Losung von:

00— (1) _ 51 v |
sTor - =Ale-1a=0. (7.1.7)

Mit dem zu A inversen Operator A= A, der auch selbstadjungiert ist (auch freier
Propagator genannt) erhalten wir:

| po) = AT | ) =AJ). (7.1.8)

Damit folgt fiir So(| ¢)) — (J | ¢):

Sl 60~ (71 6) = 361 A1)~ (7] )
:;<<|¢/>+A|J>>|A|<|¢'>+A|J>>>—<J|<|¢’>+Au>>>
S0 1A16) + A A1 6) + (6 | A|AT) + (T | 4] AJ)
(1) (A

1, a1
= (G ALg) — ST A1) (7.1.9)
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Damit folgt fiir Zy(J):
Zo(J) = NO/D¢ o~ 1 (So(@)—(J1#))
_ No/D<be FG (@Al -3 (I1A1D)
— e IA) N, /D¢f o3& 1Ale)
ez 1A Ny Z(0)

ez (TIA) (7.1.10)

Damit gilt fiir die wechselwirkungsfreien Green-Funktionen G(()l) und Gé2)

ho Zy(J) L
GW(z) = =200 AJ)esAN | 7.1.11
o (w1) 5I(e) |, (1] AJ)e \JZO : ( )
R262 Z,(J)
G(Z)x,:c _ e ad)
0 (v1,72) 8J(21)0 (22) | ,_,

- 35 (J1A17)
= h{xy | A | z9) e2r ‘J:O

1

+ (w1 | AJ) (AT | ap) e8]

Wir gehen jetzt zum Fall mit Wechselwirkungspotential V' (¢) iiber, wobei wir voraus-

setzen, daBl V'(¢) sich in eine Potenzreihe nach ¢ entwickeln lasse. Weiter nutzen wir
aus, daf

hé

= 7 rlie) 1.1
57(2) e (7.1.13)

Damit 148t sich Z(J) umformen zu

Z(J) = N / D e iV @ = 014190+ 10)

_N / Do e V(3 g3 (0lAlo)+1(716)

_ V) N /ng o= 77 ($lAle)+ 1 (T16)
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= e #V I eHmUIAY) (7.1.14)
Die Entwicklung von Z(J) nach der Wechselwirkung V' liefert die Storungsreihe fir Z,

bzw. fiir die Green-Funktionen G,

Wenn man sich diese Storungsreihe genauer anschaut, dann stellt man fest, dafl einige
n-Punkt Green-Funktionen faktorisieren, also

G(”)(ml, cey Tp) = G(p)(xl, Ce ) G(”_p)(a:p+1, ceyTy)

d.h. die entsprechenden Feynman-Graphen sind unverbunden.

7.2 Das Funktional W der zusammenhangenden
Green-Funktionen

Neben dem erzeugenden Funktional Z(J) taucht haufig das erzeugende Funktional
W(J) auf. In der Thermodynamik stehen Z fiir die kanonische Zustandssumme und
F fur die freie Energie.

;W(J)‘Zln(Z(J)) & Z(J)=e") (7.2.1)

Aus der Normierung fiir Z(J) folgt die Normierung fir W (J) zu W(0) = 0.

Analog zu Z(J) kann man auch W (J) als erzeugendes Funktional von n-Punkt Green-
Funktionen betrachten:

hé hd hé 1

0J(z1) 8J(xa)  0J(xn) 7V = (7.2.2)

G§”>(:c1,a:2, ey Tp) = [

1 =01 1
%W(J) - Z ! /dxldac2 o dxy (ﬁ)n ng)(%, To, .o @) J(@1)J (22) -+ (@) -
n=0 """
(7.2.3)
Man kann nun zeigen (siehe z.B. |Zinn-Justin| (2002)), daf diese Green-Funktionen G{™

nicht faktorisieren, d.h. im Sinne der Feynman-Graphen verbunden sind. Daher heiflen
die G zusammenhéangende n-Punkt Green-Funktionen.

Fiir den Fall nichtwechselwirkender Felder gilt:

1
Wold)= 207 [A]]). (7.2.4)
6L ()
Gc,o(xl) (5J(x1) - <$1 | J>|J:[) 0, (7- -5)
R252L W, (])
(2 _ Y — KA
Gc,O(x17$2) 5J(.7§'1)5J(.T2) - (xla 1'2) =

G((:?g(xl,@) = G(()2)($1,$2) = hA(z1,72) . (7.2.6)
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7.3 Das Funktional I' der effektiven Wirkung

Das erzeugende Funktional I' der effektiven Wirkung (bzw. erzeugendes Funktional der
Vertexfunktionen) taucht in der QFT sehr haufig auf, weil es eine einfache physikalische
Interpretation erlaubt und weil die Renormierung tiblicherweise an den Vertexfunktio-
nen vorgenommen wird. Man gelangt mittels einer Legendre-Transformation von W (.J)
zu I'(p). In der Thermodynamik entspriche das dem Ubergang von der freien Ener-
gie zum thermodynamischen Potential. Wir folgen in der Definition wieder Zinn-Justin
(2002) - viele andere QFT-Lehrbiicher definieren I' mit umgekehrtem Vorzeichen!

L) +W(J)=(J|e), (7.3.1)
o(x) = 5§(x) und J(z) = 5:2(2) . (7.3.2)

Aus der Normierung fur W (.J) folgt die Normierung fiir I'(¢) zu I'(0) = 0.

Wir kénnen I'(p) als Erzeugende der Vertexfunktionen schreiben

o 9 ' 1y N (7.3.3)

n) _
DYy, @9, @) [5@@1) do(xs) do(zn) =0

|
L(p) = Z o /dmldxz oo dxy, F(")(:vl,xz, o Tp)e(x)e(xa) - plz,) . (7.3.4)
n=0 :

Sehr hilfreich ist auch der Ubergang zu den Fouriertransformierten der o(x;)
plas) = 2% [ dpie™ ().
Damit kénnen wir [7.3.4] schreiben als
C(p) = ni; ;' /dxld:vQ oo dxy, F(")(xl, Toy ...y Ty) -
@) B [ dpy - dpa 6(E po) € 2P G ) E(mn) -+ B1)

-5 71' /dpl < dp 6 p) TS (P pas - pa) @(p1)E(P1) -+ @(p1) - (7.3.5)

Dabei haben wir die aus der Translationsinvarianz
p(x1 +y)p(re +y) - 0(vn +y) = p(z1)p(r2) - o(r,) =

o)y — 1 = > pi=0
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herriihrende Erhaltung des Gesamtimpulses explizit in der Delta-Funktion (3 p;) auf-
gefithrt. Die F}(D”) sind folgermaflen definiert:

F;”)(pl,pQ, ) = (2m)7E /dmldxg oo day @ 2P0 (3 o )
(7.3.6)

Wir kénnen das nichtlokale Funktional jedoch auch als eine lokale Entwicklung um
einen Punkt x( schreiben, indem wir jede einzelne ¢-Funktion um zy herum entwickeln:

N(p) = [ dr[U(g) + 5 S Oupla)w — z0), ) Falsp) + ] (7.7

Der lineare Term in dieser Entwicklung ist ungerade in = und féllt daher bei der Inte-
gration fort. Die effektive Wirkung I'(¢) hat in erster Ordnung, bzw. bei konstantem
¢ auch exakt, dort ein Minimum, wo auch das effektive Potential U(p) ein Minimum
hat, denn

or AU (p)
= . 7.3.8
Sp(@) 39
Um die Vertexfunktionen I'™ (zy, s, . . ., x,,) zu erhalten, mufl man die Gleichung ¢(z, J)
sukzessiv invertieren zu J(zx, ¢).
g%
(=l oot | 1D+, bow (73.9)
6J),_,
dep(x)
= d
Po) = ¢+ [dn ST T
Mit [7.3.2] folgt
dp W 1 @)
v _ = ) 3.1
57 = 5757 hGC . bzw (7.3.10)
do(z) 52w 1
= =-GY .
5T(m) ~ ST(a) () R Ce @)
Damit folgt fiir | J):
1
19 =1 @)= | hrco =GP | )+ ..
[ J) = RGP & —m(GD) .. (7.3.11)
Und hiermit kénnen wir I'® bestimmen
6°r ) 0
r@ — S0 h(GP)) baw. (7.3.12)

T opbp  0p 06
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(2) R _ 52F _ 5J(.I’1) _ 5J(l’1) _ (2) - -1
) = G 0o ) () O ()

Erneut betrachten wir den Fall wechselwirkungsfreier Felder:

e =r(@) T =n(GP) =4, (7.3.13)
3) 5T 52J RGPt SA
g g —= = — = O’ usw
dpdpdp  dpdp o dp
To(p) = (¢ | T 0) = (¢ | Ap) = So(e) . (7.3.14)

Aus diesem Grund heifit I'(¢) das Funktional der effektiven Wirkung.

Im Fall eines wechselwirkenden Feldes kann man I'® ansetzen als

I (z,y) =T (@,y) + S(2.y) , (7.3.15)

mit dem Operator 3 der effektiven Masse (oder der Selbstenergie), der die Korrekturen
durch die Vakuumfluktuationen enthélt.

=P rs=A+3%,

A

I I L he "ER A - (7.3.16)

—hA(1—SA+...). (7.3.17)

Zum Abschlufl wollen wir noch einige Folgerungen fiir ein konstantes ¢(x) = a ziehen.
Wir betrachten zunachst den Fall J = 0:

I
Cm(n(Z(D)| 1 heZ(J)
A |, Z(0) 8I(x) |,
 o(a _ (0] é(x) | 0)
= (¢(2))s=0 o0 -~ (7.3.18)

Wegen der Translationsinvarianz des Vakuums ist also ¢(z)|,_, = a konstant. Haufig
kann diese Konstante a = 0 gesetzt werden, nur im Falle eines nichttrivialen Vakuums,
z.B. bei spontaner Symmetriebrechung, wird a # 0 sein. Damit folgt fiir die effektive
Wirkung;:
°° l
[(a) = /dxld:r;g - dx, T™ )(3:1 Ty ..., Ty)a™,
0

n—=
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> a
F<a> = Z ﬁrg()n)qyl :07p2 :07"'7pn :O)a

D(a) = / dz U(a) = QU(a) . (7.3.19)

Im Fall J # 0 wird man versuchen, ¢(z) um ¢(z)|,_, herum zu entwickeln, was als
Néchstes geschehen soll.

7.4 Semiklassische Naherung

Betrachten wir jetzt Z(J) in fir b — 0, so vermutet man sofort, daf§ nur das
Minimum des Exponenten zum Integral beitragen wird. Dies ist gerade der Inhalt des
klassischen Sattelpunkt-Theorems (siehe Anhang7 das bei geeigneten Voraussetzun-
gen auf Pfadintegrale iibertragen werden kann. Das Minimum des Exponenten ist aber
gerade die Losung ¢ (x, J) der klassischen Feldgleichung:

05
= J(z) . 7.4.1
OO(2) | g,y 2. @ (741)

Dabei ist ¢y (x,J) ebenso wie ¢(z, J) eine Funktion von z, aber ein Funktional von J.
Fir J = 0 (und nach Vorraussetzung fiir 1 — 0) ist ¢(z,0) das Extremum von S(¢)
und ist auch gleichzeitig eine Konstante, denn

(0] ()| 0)ymo=a,
da wir das Vakuum als translationsinvariant voraussetzen. Bei einem einfachen Vakuum
wird a = 0 gelten, wenn eine spontan gebrochene Symmetrie vorliegt wird a # 0 sein.
Zugleich gilt
(01 3(x) | 0o = N[ Dlg] o(x) e 45
Y ~15(9)
lim N [ D[6] galw,0)
= da(@,0) lim N[ Dlge H5@ = 64(2,0) =
i—

(0] d(x) | 0)s=0 = pulz, ] =0)=a. (7.4.2)

Sei jetzt also ¢q(x, J) ein bekanntes ,Hintergrundfeld”, dann entwickeln wir das Feld
¢ als Potenzreihe in A um dieses klassische Feld ¢;:

¢ = da+Vhy. (7.4.3)
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Ebenso entwickeln wir die Wirkung S(¢) von nach ¢, setzen zur Abktlirzung

629

(2) VIR SRy
S (@, y, ¢a) = 0(x) 66(y)|,

und erhalten

—/d:c J(2)p(x) = S(Pa) +/d:c 55

~ [ do (@) V(@) /M@$<xy%><>@+n-

_ / d J(z)bu(z)

S(pa) — [ dr J@)a(w) + 5 [ dedySP(e,y, 60 x(@x(y) - (749

Wenn der Operator S (x,y, ¢) lokal ist, 1aBt sich vereinfachen zu:

5(2) (.’l’, Y, (bcl) = loc( ¢cl> ( ) = (745)

—/d:r; J(2)p(z) = S(bu) /de e Q/dxsl(og L a) 2(2) .
(7.4.6)

Damit folgt fiir das erzeugende Funktional Z(.J) (wieder mit der Normierung Z(0) = 1
und der Normierung N := exp(3S(a)) ):

- N / D[] e~ #5@)=[ dz J@)())
— Nye~#8@a)—[ do J(@)¢a() Ng/D[qb] o1 (5 [ dedy SO (z,y.60) hx(x)x(y))
= Nye#8@a)=[de I @@ [det (SO (2, y, ¢ur)) /det(SP (2,5, a))] 2

= exp{ 1 (S(0u) — S(a) — [ dr J(x)ou(e))} -

. exp{—; ln[det(S(2)(JJ,y, ¢cl))/det(5(2)(x,y,a))]}, (7.4.7)

W (J) = ~[S(6a) = S(a) = [ dw J()6u(w)

(et (S (2, . 60)) /et (S (2 . )))} (7.48)
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Man sieht also, daf sich die Korrekturen zu Z(J), bzw. W (J) in der ersten Ordnung
von h gerade durch die Determinante des Operators der zweiten Funktionlableitung
der Wirkung ergeben. Diese Determinante werden wir weiter unten mit Hilfe der Zeta-
Funktion regularisieren.

Um eine physikalische Vorstellung von der Art dieser Naherung zu bekommen, wollen
wir die beiden Beitrage nullter und erster Ordnung in A noch etwas genauer betrachten.

W(J) = Wo(J) + FW1(J) (7.4.9)
Wo(J) = —[S(6a) — S(a) — / dz J(2)da(z)] (7.4.10)
Wi(J) = —; {ln[det(S(z)(:c,y, ¢cl))/det(8(2)(x,y,a))]} ) (7.4.11)

Wenn jetzt die Wirkung gegeben sei als S(| ¢)) = (¢ | Al ¢)+V (| ¢))—(J | ¢), dann
1aBt sich formal eine Storungsreihe nach Potenzen in A gewinnen, wobei wir nur die 0.
und die 1. Ordnung betrachten.

Die 0. Ordnung von W (J) in h:

Aus der Wirkung S(| ¢)) folgt die Sattelpunktgleichung:
oV
09

Mit der Green-Funktion (dem Propagator) A zum Operator A, d.h. AA = 1, ergibt
sich

Al ga)+ | 5 (0a)) =| J) - (7.4.12)

[6a) = 1.7 = A] G (6) (7.4.13)
:A|J>—A|?;(A]J>))+.... (7.4.14)

Stellt man dieses Ergebnis als Feynman-Graph dar (mit einer Linie fiir den Propagator
A und einem Vertex fiir die Funktionalableitung %, so sieht man, daf} diese Storungs-
reihe fiir | ¢(J)) nur Baumdiagramme und keine Schleifen enthélt. Setzt man dieses

oa(J) in Wy(J) aus|7.4.10] ein, so erhalt man die Stérungsreihe fiir Wy (J).

Die 1. Ordnung von W (/J) in h:

Nun wollen wir die Quantenkorrekturen von W (.J) in erster Ordnung in A, d.h. Wy(J),
untersuchen. Wir beginnen mit der Darstellung von [7.4.11}

W(J) 1= — {nldet(5®) (x, 9, 6u))/det(5) (x,y, )]}
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:_;spun<s<2><x,y,¢d>/m>] (S (z,y,a)/u?)] .

Hier haben wir adhoc einen willkiirlichen Faktor u? mit der Dimension eines Mas-
senquadrates eingefithrt, damit wir fiir das Argument des Logarithmus von S®) eine
dimensionslose Grofle erhalten. Mehr zu diesen Dimensionsbetrachtungen findet sich in

Kapitel [7.5]

Jetzt sehen wir sofort, dal wegen der Spurbildung nur Integrale (Feynman-Graphen)
mit einer Schleife auftreten. Wenn zuséatzlich gilt, dafl

@(la)) =0, (7.4.15)

wie etwa bei der (¢*)s-Theorie (ohne kosmologische Konstante), dann folgt

= )| =0,

=0= V&g,
a = (¢ l) be 92! cl bu=a

dann konnen wir den Ausdruck fir W;(J) noch weiter entwickeln:

Wi(J) = 5 Splin(A -+ V(| 6u)/A)
— 5 Splin(i + AV gu)
= 2 SPAVE (| 9a)) — JAVO( pa))AVE (| ga)) + .. ] (T416)

Im letzten Schritt wurde die Entwicklung In(1 + z) = x — %x2 + ... angewandt, die ja
auch fiir Operatoren mit einer Spektraldarstellung gilt (was wir hier voraussetzen). Fir
| ¢a(J)) konnen wir wieder den Baumgraphen aus einsetzen und erhalten die
Storungsreihe fiir W (J). Hier sehen wir nun, daf tatséchlich nur Integrale (Feynman-
Graphen) mit Propagatoren, Vertices und einer einzigen Schleife aufgrund der Spurbil-
dung auftreten. Daher ist die A-Naherung identisch mit der Ein-Schleifen-Naherung.

Hilfreich ist es auch, die effektive Wirkung und das effektive Potential zu betrachten:

[(¢a) :=To(da) + Al (¢a
=-W(J)+{J | ¢
= =Wo(J) = iW1(J) + {J | da)
= (5(0a) = S(a)) = (J | ¢a) + (J | $a) — BW1(J)

)
)

= (5(6u) ~ 5(a) + 5 SPIn(S (z, . 6) /1) ~ (S .y, ) /)]
(7.4.17)
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oder bei einem lokalen Operator S (z,y, ¢) = SZ(OQC) (x,¢a) 0(z —y)
h
D(6a) = (S(da) = S(a)) + 5 Spn(Si (. 6)/*) (S (2. 0) /)] . (74.18)

Wenn nun ¢4(z) = ¢ = const. ist (d.h. bei einem homogenen Hintergrundfeld), dann
folgt fur das effektive Potential (mit [7.3.19)):

L(¢a) = QU (pa) ,

S(¢a) = ;<¢cl | A | da) + QV (o) -

Fiir den Klein-Gordon-Operator A, = —O,+m? mit einer lokalen Selbstwechselwirkung
V(pa) ist SP(z,y,dq) lokal. Zusitzlich nehmen wir den Massenterm noch mit ins
Potential herein und schreiben V,,(¢y) := %m2 %+ V(de). Damit folgt

(S((bcl) - S(&)) = Q(Vm(¢0l) - Vm<a)) )

U(6) = (Vi(60) = Vin(@)) + 5 Sp0(SE (, 60)/12) — (S, 0) /)]
(7.4.19)

Aus diesem Grund wird U als effektives Potential bezeichnet, ndmlich als Summe von
V. plus den Vakuumfluktuationen der Ein-Schleifen Naherung in erster Ordnung in A.

7.5 Dimensions-Analyse

In der Quantenfeldtheorie wird zumeist das energetische Einheiten-System verwendet.
Zur Frage der physikalischen Einheiten-Systeme und ihrer Zusammenhéange siche sehr
schon die Anhédnge A.2 bis A.4 in Zeidler (2006). Das energetische Einheiten-System
wird definiert durch

c=h=¢=k=1. (7.5.1)

Wenn wir die Einheit der Wirkung S mit [S] bezeichnen, dann ist also S ohne Einheit,
also [S] = [h] = 1. Daraus folgen nun:

E=mc = [E]=[m],
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sz/wxz P

Es gibt also im energetischen Einheiten-System nur noch die eine Grundeinheit [E] =
[m] = [p] und Potenzen davon. Fiir den Klein-Gordon-Operator mit ¢*-Potential ergibt
sich:

S= [deo)(-0,+mAo(r) = 1= = 6= [m]E
[¢] = [m] bein=4, (7.5.2)
9 [ i P

s=% g = 1=l = ="

lg] =[1] bein=r=4, (7.5.3)

=3 [ [eeaysP@pon@xw > 1= bPSPe gl -

5w 0)) = [mP"* = [$P(x,y.0)] = [m]® bein=4, (7.5.4)
SO(e,0.0) = 52w 0z —y) > S=1 [Pr5@w0)x) >

1= []"[Si(z, 9]¢ = [Si(z,9)] =[m]"? =

loc

152 (z,¢)] = [m]> bein=4. (7.5.5)
Eine Dimensions-Analyse physikalischer Gleichungen erscheint auf den ersten Blick eher
trivial, jedoch ergeben sich héufig allein daraus bereits so starke Nebenbedingungen,
dafl die funktionale Form von Losungen weitgehend festgelegt ist.

Wenn man sich die Ein-Schleifen Naherung der effektiven Wirkung genauer anschaut,
dann stellt man fest, daf det(Sl(Ozc) (x, 0a))/ det(Sl(fC) (x,a)) fir viele QFTs UV-divergent
ist. Wir werden das am Beispiel der (¢?)4-Theorie im néchsten Unterkapitel kurz zeigen.
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Deshalb geht man von der vorliegenden QFT zu einer 'regularisierten” QFT fiber.
Ob man nun jedoch eine Impuls-Abschneide-Regularisierung wahlt (siehe etwa Hoch-
berg u. a.[ (1998a))), eine Dimensions-Regularisierung, oder wie hier die Zeta-Funktions-
Regularisierung, stets kommt eine neue Variable und damit eine neue Energieskala
ins Spiel. Bei der Zeta-Funktions-Regularisierung umgeht man Pole der UV-Divergenz
mittels analytischer Fortsetzung in der komplexen Ebene. Wenn das Spektrum des Ope-
rators S'2 nicht bekannt ist, wahlt man zur Bestimmung der Zeta-Funktion den Weg

loc

tiber die Losung der Warmekern-Gleichung [6.6.4}

(Si) (ar, () + ;%Kusz:m mit K (2,y,0) = d(z —y) . (7.5.6)

In dieser ,Warmegleichung” wurde die neue Variable ¢’ eingefiihrt. Da [Sl(fc) (z,0)] = [m]?

2

ist, haben auch die Eigenwerte A; von S ) und die Variable 1 /t' die Dimension [m]?.
8.2

C

Die Zeta-Funktion von S'? wurde in 4. definiert als:

loc

Co (s

loc

Z S Pl RN = (G (s)] = [m] 7 (7.5.7)

j=1 loc

Dieses Ergebnis fiir die Dimension der Zeta-Funktion ist nun aber nicht besonders
hilfreich, da wir ja d%( (s) berechnen wollen, und dieses dann mit einer Dimension von
(In [m?]) - [m]~2* dimensionsméafBig nicht definierbar ist.

Stattdessen d1v1d1eren wir die ganze Warmekern- Glelchung [7.5.6] durch d1e Skala von

1/, also durch p? mit [] = [m] und erhalten mit Sloc /i und mit & = 2 /%, = t=
t- ,u2 eine dimensionslose Wérmekern-Gleichung:
0.~
(St (2, 6(2)) /1" + 5K (2,9.1) =0, mit K(z,4,0) = 3(x ~ ). (7.5.8)

Damit sind Sl(fc) (2, ¢(x))/p? und t dimensionslos. Und auch K'(t) mit dimensionslosem
t, siehe [6.6.9] ist dimensionslos:

R(t) = e~ Sl@e@)/u)t

Ebenso definieren wir eine dimensionslose Zeta-Funktion mit A, /p?:

(s ,2(8) = Z(A TR =Y e o (e L (s)] = (1] (7.5.9)

j=1 j=1 loc
Wir haben also die Skala p? der urspriinglichen Variablen 1/#' mit der Dimension [m]?
auf die anderen Massenquadrat- bzw. Energiequadrat-Terme abgewélzt.

Mit dieser dimensionslosen Zeta-Funktion werden wir als néchstes unsere QFT regu-
larisieren, d.h. von einem UV-Pol befreien, allerdings um den Preis des neuen Skalen-
parameters . Mathematisch gesprochen gehen wir mit der Regularisierung also von
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unserer urspriinglichen divergenten QFT({k;}) mit den Kopplungsparametern {x;} zu
einer durch p gekennzeichneten Schar von weniger divergenten, evtl. sogar endlichen,
QFT (i, {x;}) uber. Im Renormierungsprogramm suchen wir schlieflich nach einer kon-
vergenten Untermannigfaltigkeit im Parameterraum der duch {u, ;} gekennzeichneten
QFT’s. Wenn wir eine solche Untermannigfaltigkeit {x;(u)} gefunden haben, suchen
wir dort nach einem geeigneten Fixpunkt pu,, an welchem wir die Kopplungsparameter
experimentell bestimmen und damit die Theorie festlegen konnen.

7.6 UV-Divergenz der (¢*);-Theorie

Hier soll ganz kurz die UV-Divergenz der (¢*);-Theorie in der 1-Schleifen-Niherung,
d.h. in erster Ordnung von h gezeigt werden.

Unter der (¢*);-Theorie verstehen wir, wie auch schon weiter oben immer wieder als
Beispiel herangezogen, die bosonische QFT in 4 Dimensionen mit der folgenden eukli-
dischen Wirkungsfunktion:

S = /d%; 6(2)(=0, + m?)é(x) + %/d“x $4(z) , (7.6.1)

Stot (0, $(2)) = =0, +m? + L¢(a) (7.6.2)

Wir betrachten hier nur eine massive Theorie, d.h. m > 0, um uns nicht mit der IR-
Divergenz masseloser Theorien befassen zu miissen. Weiter setzen wir der Einfachheit
halber auch voraus, dafi das Hintergrundfeld ¢, homogen sei, denn dann kénnen wir
mit einer Fouriertransformation in den Impulsraum tibergehen und das Ortsintegral
iiber das endliche Volumen € leicht durchfiihren. Wir beginnen mit dem Ausdruck fiir
die effektive Wirkung in erster Ordnung von % (siehe [7.4.18):

Iy (6u) = 5 Sp(SE2 (2, 60) /) — (S (. 0) )]
= 5 Soln(S{2 (. 6u) /52 (. )]
=5 [t e (S, 0a) /S, 0)) | )
=5 [ [da [ date oo (S 0a) /S 0) @) | 2)

1
= B) /d4$ /d4Q1/d4Q2

(@ | @) (g | In((qr +m* + %d)?z)/((ﬁ +m?)) | @)d(a — ¢2){a | z)
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- ; [z [l a)a] (@ +m?+ L62)/ (¢ +m?)
1 4
=5 /d x

- (22)4 3 [ dami(@ +m? + 26/ +m?)

a n((q* +m? + 56%)/(¢* +m?)

_ /d4q1 (1+ 300 ). (7.6.3)

q? + m?

Fiir den Fall £¢2 < (¢*+m?), d.h. kleine Kopplungskonstante und kleines Hintergrund-
feld, konnen wir den Logarithmus entwickeln und erhalten:

R Y=o TR

Hieran sieht man bereits, dafl der erste Term von I'i(¢y) fir A — oo divergiert, denn
mit 4-dimensionalen Kugelkoordinaten (siehe z.B. |Hassani| (1999), S. 594) ergibt sich:

: 1
. 4 ET
Alzﬂo/dqqumz—g&' il JJf a0
q|=0
(27)? / |al®
_ 1 =0 . .6.
T A im d|q| G2+ 00 (7.6.5)

\|0

['1(¢a) in erster Ordnung von £ fiir die (¢*),-Theorie wird z.B. in[Hochberg u. a.| (1998a))
noch ausfiuhrlicher berechnet und diskutiert.

7.7 Regularisierung der (¢'),-Theorie mit der
Zeta-Funktion

Wie schon oben sei also unser Sloc der (¢*)4-Theorie der Operator:

Sl ¢(x)) = =0, +m? + Seh(x) (7.7.1)

Wir wollen uns nun die Wéarmekern-Funktion G(z,y, 7) von (Sl(fg( é(x))/p?* verschaf-

fen und daraus die Zeta-Funktion, ihre Ableitung an der Stelle 0 und die effektive
Wirkung berechnen.
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Die Green-Funktion Gg(z,y,7) der homogenen Wéarmegleichung in 4 Dimensionen ist
definiert als Losung von

0
[E - Dz/MQ] GO(‘Ta Y, 7—) =0 und G()(ZE, Y, +O) = 5($ - y) . (772)
Hierbei sei 7 dimensionslos, d.h. [7] = 1, sowie [u] = [m] und [z] = [y] = [m]~!. Wir

wollen zeigen, dafl die folgende Green-Funktion G(z,y, 7) eine Losung von ist:

M4 _ B2 (a—y)?

GO([E, Y, 7’) = m e At . (773)

Beweis: Zunéachst zeigen wir, dal Go(z,y, 7) die Warmegleichung erfillt:

O ,u2 4 82 _u2(w*y)2

i G = 4T

I G, [(_Q“Z(xi_yi))e—”2<i_y)2]
~ 167272 &= Oy At

_ :U’2 [_8:u2 i 4M4<J]Z - 91)2] o “2(2;9)2
16 w272 " 47 py 1672
o [—2u2 G y)2] -’
16wt 7 472 ’
9] pt 0 1 pPe—w?
—@ = —|—e &
or o(2,4,7) 162 o7 [7'2 c ]
_ M4 [_3 i (MQ(x - y)2 )] 677“2(279)2
1672t 3 2 472
2 2 4 2
0 2p  pt(r =)’ we-w?
pr— —_— T . D
16 w272 [ T * 472 JJem

Damit ist die Differentialgleichung erfillt. Jetzt zur Anfangsbedingung:

wt W2(@—y)

em = f(y).

I := lim /d4yG0(x,y,7)f(y) = lim d4y

’T—>0+ 7’—)0+ 16 7T2T2

Wir substituieren

m(z —y) VAT
1

Zi=——— = Yy=x—

VAT

z

und benutzen m (in 4 Dimensionen mit A =1 und | J) =| 0)):
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4 1672 V4
I= lim 2 / o7 d*ze? f(z — T 2)
o

=04 16 w272 et

:f(:zc);2 /d‘lze"z2 =f(z). O

Wir suchen jetzt die Warmekern-Funktion der (¢*);-Theorie, d.h. die Green-Funktion
G(z,y,7) in 4 Dimensionen mit:

[ (-Ou 4+ LG4 ) Oy 7) =0 wnd Gy, +0) = bz — )
(7.7.4)

Diese Gleichung ist fiir ein beliebiges ¢ () sehr schwer zu l6sen, und wenn, dann meist
nur numerisch. Wir sind an Losungen langsam veranderlicher Felder ¢, (x) interessiert
und machen daher wieder die einfachste Naherung eines homogenen Hintergrundfeldes
¢a(r) = ¢ = const. Diese Naherung 148t sich durch eine Gradientenentwicklung von
['(¢u(z)) verbessern, siehe etwa Hochberg u. a. (1998a) Abschnitt IX, und [Zinn-Justin
(2002) Anhang A9.2, worauf wir aber hier nicht eingehen wollen.

Die Green-Funktion fiir [7.7.4] ist:
4

2692 (248 -
G(z,y,7) = 16’;%2 e P LN (7.7.5)

Beweis: Der Beweis ist ganz analog zum obigen Fall bei Go(z,y, 7). Zunichst also die
Warmegleichung:

(O —m? = §62) /11 G,y 7)]

2 2 4 2
% —2u H (JC - y) g _ i @—y)? —(m?+2¢2) %
T 167272 [ T + 472 —(m® + §¢zl)] e 4 e 2re e
0
7G IR
2 Gy
2 2 4 2
peo =2t pt (T —y) g _p2@?  _(m24842) 1
- 16 w272 [ - + 472 - (m2 + 5@5(231)] € am e 2helw O

Damit ist die Differentialgleichung erfiillt. Jetzt zur Anfangsbedingung (wie oben):

lim G(z,y,7) = lim Go(z,y,7) =0(z —y). O
T—=04

7’—>0+
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Jetzt zur Berechnung der Zeta-Funktion:

1 _
C[—Dz+m2+%¢gl]/u2(3) = @ /dTTs L /d493 G(z,x,T)

4
B : /dT'rsil /d4$ B m*+§40) 2
['(s)

16 w272

Q,u4 1 —(m2+2¢2) =
— dr 573 2Pa) 2
1672 T(s) / T ’
Q/L4 1 m2 + % gl

T 1672 I'(s) ( 12

_ —3
)2 s /dT’T’S e T

Qut T(s—2)

— <m2 + % gl
1672 T(s) i

92—
: )

Q,u4 1 m2 + g gl

- (

)275 ’

1672 (s —1)(s — 2) w2
Q g
eonm oz (0) = 55— (m® + S02)? (7.7.6)
Q 4
<[7D1+m2}/,u2 (0) = 39 2 m- . (777)

Als néchstes benétigen wir die Ableitung der Zeta-Funktion nach s an der Stelle 0:

d d o 1 m? 80,
% C[7Dx+m2+%¢>§l}/u2 (S) o~ - % [16 2 (S _ 1)(8 _ 2) ( ,UQ ) ] o
_ Q:u4 [ (_1)(23 B 3) (m2 + %¢gl)2—s
1672 (s — 1)2(s — 2)2 2
W
bty (T 80y (M By
(s =1)(s—2) I T =0
_ Q:U4 (m2 + %(bzl)Z [§ i lln(mz + %(/bzl)]
16 72 12 4 2 2
) g 3 m? + £¢>
= gz (4 50 [ — (5] (7.78)
d Q 4.3 m?
% C[,Dz+m2]/‘u2(8) = W m [5 — IH(F)] . (779)
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Mit 4.8.3, [7.4.11] und [7.4.18| folgt fiir die effektive Wirkung;:
[(¢a) = To(pa) + A1 (¢) ,  mit

L4 (ga) = +3 Infdet[(~0, +m* + L62) /7)) — In{det|(~, +m?)/ 4]}

1

= —§[C'[7mz+m2+g¢gl]m2 (0) - C/[fDIerQ]/p,Q (0)]
Q 5 G .,9\9,3 m? + 4¢2 3 m?

- _ < S o In(——2ZEE) — (2 —In(—))] . (7.7.10
s [+ 5020 (5 = (2% — e (G =25 (7.7.10)

Hiermit haben wir die effektive Wirkung einer durch die Massenskala p charakterisierten
Schar von (¢*)s-Quantenfeldtheorien QFT(z, m, g) gefunden. Dies ist die Basis fiir die
Renormierung im folgenden Kapitel.

7.8 Kenneth Wilson (*1936)

Kenneth Wilson wurde 1936 in den USA geboren. Sein Vater war der berithmten Che-
miker E. Bright Wilson, ein Schiiler von Linus Pauling. Kenneth Wilson studierte in
Harvard und promovierte 1961 am Caltech in Pasadena / Los Angeles unter Gell-Mann.

Von 1963 unterrichtete und forschte Wilson an der Cornell Universitéit in Ithaca, New
York.

Seine wichtigsten Beitrdge zur theoretischen Physik sind seine Forschungen zu Renor-
mierungsgruppen und deren Anwendung sowohl in der Quantenfeldtheorie, als auch
in der Statistischen Physik der Phaseniiberginge. Mit diesen Renormierungsmetho-
den konnte er kritische Exponenten von Phaseniibergiangen 2. Ordnung auch nume-
risch berechnen. Mit einer weiteren Anwendung der Renormierungsmethoden in der
Festkorper-Physik erklarte er den Kondo-Effekt. In der Quantenfeldtheorie formulierte
er eine Gitter-Quantenchromodynamik und begriindete damit das Gebiet der Gitte-
reichtheorien.

1985 wurde er Leiter eines der nationalen Supercomputer-Zentren der USA in Cornell.

Wilson erhielt 1980 den "Wolf Prize in Physics’ (zusammen mit Fisher und Kadanoff)
und 1982 den Physik-Nobelpreis.

[Quelle: Wikipedia-Wilson| (2010))]

7.9 Renormierung der (¢?),-Theorie

An dieser Stelle soll keine Einfiihrung in das weite und tiefe Gebiet der Renormierungs-
theorie gegeben werden. Fiir eine allererste Orientierung empfehlen sich die beiden Ar-
tikel Wikipedia-Renormalization| (2008)), [Wikipedia-RenormalisationGroup (2008)). Lei-
der hat die philosophisch und didaktisch klare Sichtweise der Exakten Renormierungs-
Gruppen-Gleichung (ERGE) nach Wilson und Wegner in den géngigen Lehrbiichern
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der QFT und auch in den Standardwerken von Colling| (1984) und |Zinn-Justin| (2002)
noch nicht ihren gebiihrenden Platz gefunden. Deshalb sei hier der sehr schéne Uber-
sichtsartikel zu den diversen ERGE von Bagnuls u. Bervillier| (2008)) empfohlen.

Bei der Renormierungstheorie geht es um die Frage, ob wir eine Beschreibung eines dy-
namischen Systems finden kénnen, die tiber viele Gréenordnungen einer Langen- oder
Energieskala hinweg giiltig ist. Wenn sich herausstellt, dal unsere Beschreibung des Sy-
stems bei einer Skalentransformation exakt oder ndherungsweise selbstahnlich ist, dann
sprechen wir von einer renormierbaren Theorie. Selbstahnlich heifit eine Theorie genau
dann, wenn die dynamische Gleichung fiir die Zustandsdichte, die Hamilton-Funktion
oder die Wirkungsfunktion bei einer Skalentransformation forminvariant bleibt, mit in
der Regel angepafiten (="renormierten’) jetzt skalenabhéngigen Kopplungsparametern.

Die Selbstdhnlichkeit 18t sich sehr gut mit einer Semigruppe beschreiben und erlaubt
im allgemeinen Fall auch nichtstorungstheoretische Einsichten in das Verhalten des
Systems. Aufgrund der Komplexitiat der ERGE-Gleichungen wird man aber rasch zu
Néaherungen oder der numerischen Integration gezwungen sein. Die iiblichste Naherung
bleibt nach wie vor eine Storungstheorie um einen Fixpunkt des Systems herum. Im
Fall der (¢*);-Theorie hat Polchinski den Beweis der Renormierbarkeit dieser Theorie in
allen Ordnungen der Storungstheorie mit Hilfe einer ERGE drastisch vereinfacht. Fir

einen modernen und nochmals vereinfachten Beweis auf den Spuren Polchinskis siehe
Salmhofer| (1998).

Wir gehen im Folgenden also von dem Wissen aus, daf§ die (¢*),;-Theorie in storungs-
theoretischer Naherung in der Nahe des Infrarot-Fixpunkts renormierbar ist. Damit
ist das Zustansfunktional Z, bzw. die effektive Wirkung I' forminvariant unter einer
Skalentransformation und die Kopplungsparameter m und g werden skalenabhéngig.

Weiterhin liege keine gebrochene Symmetrie vor, d.h. es gelte a = 0, und es gebe auch
keine kosmologische Konstante, also a =0 = S(a) = 0.

= Mai [(¢a) = Maa [Co(¢a) + A1 (¢a) + O(R?)]
— i3 ((5160) = S(@) + HT4(6)] + O1?)
— iy [5(0m) + M4 (6a)] + O) (7.9.1)
0L g {5(6) = g [0+ 26207 (G — ("2 — it (3 — ("))

+ O(R?) .

Wir sind hier nur an der 1-Schleifen-Naherung der Stérungstheorie interessiert, die ja
eine Naherung in der ersten Ordnung von £, also O(h) ist. In diesem Sinne entwickeln
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wir auch die Kopplungsparameter m?(u) und g(p) in eine Potenzreihe in A:

m? = m () = (o) + hfom?) () = m3 + hlom?)(u),  m = (o)

g = g(p) = g(uo) + h[og](1) = go + Rlog](1), go := g(po) -

= O(h), und Tl O(h) . (7.9.2)
0= “aé,; I'(¢a)
~ g " g7 )
T |
) iy ER) o)
=g I g ) )~ B g+ 827 = )+ 0
— g I g 2 ) — B gl + Lot + 00

Wir bringen die Ableitungen der Kopplungskonstanten m?(u) und g(u) auf die linke
Seite

U gtk LI gt — (g + TPk + 00)

und gewinnen mit einen Koeffizientenvergleich in den ¢ und ¢% Termen die Renor-
mierungs-Gleichungen der 1-Schleifen-Naherung:

D) )+ O (7.9.3)
) s ¥ gl) + O (7.9.4)

Héufig werden in diesem Zusammenhang auch die f— und die y—Funktionen eingefiihrt:

8o = n 5 = 8le) = ), (1.9.5)
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1 0lnm?(p) 1 dm?(u) h

Tmlg) =50 o 20" o = %(9)23%29(#)- (7.9.6)

Die Renormierungs-Gleichungen [7.9.3| und [7.9.4] lassen sich integrieren und ergeben die
Losungen:

h p
— a1 — 1 O(R)H1 1 7.9.7
00) = 0011~ 1oy g0 I 2+ O 7.7
m?*(u) = mj (lZ)IZ?Q O (7.9.8)

Beweis: Zunéachst g(u):

dg(n) 9 3 f

p gl = o[ g o I ot
= uaé/; goll— 1?6)2290 In 50]‘1 +0(?)
= 0 (DL = g0 I 2] (et gn) B2 - 0(1)
= R L o)
- 12Z2 g

Und jetzt m?(u):
om?(u 9, [ B9 oo
W) 2 g (i o0

—) 1672 @

op op [0

a (E%)(ln %)] (1 + O(ﬁ?))

_ 9

M50 3 1 ) (1 + O(2))

2
1

hgo po 1
2 2
=1 — — +O(h
m0167r2uu0 (7

h,
= mi =55 + O(I?).

167
Wegen ist Aim?(p) = hmg + O(R?) und hg(p) = hgo + O(h?) und damit folgt:
2
,uam ) _ _h m?g+O(h?) . O

ou 1672
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Damit haben wir gezeigt, dafl in der Nédhe des Infrarot-Fixpunktes die p-Abhangigkeit
der (¢?)4-Theorie in erster Niaherung in A, d.h. in der 1-Schleifen-Niherung, als eine
p-Abhéngigkeit der renormierten Kopplungsparameter m? und g verstanden werden
kann. Allerdings sehen wir im Ausdruck fiir g(u) bei py, einen Pol:

3h 167 x?
mbe o pHE_ 2T phr = uoeéﬁmo . (7.9.9)

1= —
1672 % Ho po  3hgo

Das zeigt, dafl unsere Naherung fiir grole pz nicht mehr giiltig ist, sondern nur in der
Néhe des Infrarot-Fixpunktes go = 0 = [(go) = 0. Der Pol bei uy heifit Landau-
Punkt, weil Landau ihn bei seinen Untersuchungen zur QED gefunden hatte.

7.10 Renormierung und Warmekern-Koeffizienten

Wir haben oben gezeigt, daf die (¢*),-Quantenfeldtheorie in der Ein-Schleifen-Ndherung
auf Funktionaldeterminanten fithrt, die mittels der spektralen Zeta-Funktion regulari-
siert und renormiert werden konnen. Diese Vorgehensweise ist jedoch keineswegs auf
die (¢1)4-QFT beschrinkt, denn jede QFT fiihrt ja in der Ein-Schleifen-Ndherung
auf Funktionaldeterminanten, und daher eignet sich die Methode der Zeta-Funktion-
Regularisierung mit anschliefender Renormierung fiir jede in 1. Ordnung in A re-
normierbare Theorie. Dies ist allgemein bekannt. Weniger bekannt ist, daf§ sich die
Renormierungs-Gruppen-Gleichungen (RGE) jeder QFT in n Dimensionen aus der
Kenntnis des entsprechenden Warmekern- oder Seeley-Koeffizienten B,, := [dxb,(z)
(siche ableiten lassen. Wir folgen hier im wesentlichen der schénen Arbeit von
Hochberg u. a.| (1998b).

In vielen physikalischen Veroffentlichungen zur Zeta-Funktion-Regularisierung findet
sich die folgende Formel:

¢ a2 (0) = (Inp*)C4(0) + ¢ 4(0) (7.10.1)

gelegentlich "hergeleitet’ aus der folgenden Darstellung der spektralen Zeta-Funktion

(A/yQ(S) = z@: ()\Z/IMQ)S = MQS(A(S) .

Diese 'Herleitung’ ist natiirlich so nicht haltbar, weil zum einen die Reihendarstellung
der Zeta-Funktion ja nur fiir R(s) > % (siehe und nicht fir s = 0 definiert ist,
zum anderen, weil fiir dimensionsbehaftete Operatoren A der Ausdruck ¢’ ;(s) nicht
definiert ist (siehe Diskussion von [7.5.7)). Daher wihlen wir zum Beweis von die
Darstellung der Zeta-Funktion [6.6.9] die auch fir s = 0 konvergiert:

Caje(s) = F(ls) /dttH K(t)
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1 7 2
= dt =1 N e/t
TEN ALY

Mit ¢/ :=t/u? folgt

s 1
CA/,ﬂ(S) =’ @

A
j=1

151

(7.10.2)

Hieraus folgt zunachst einmal, dafl ;4 /HZ(O) von p? unabhéngig und in n Dimensionen

gleich dem Wérmekern- oder Seeley-Koeffizienten B, ist (siche Diskussion bis

6.7.5)):
Cape(0) = Gz (0) = C4(0) = By = [ drbu(a)
Damit folgt fiir die Ableitung der Zeta-Funktion ('(s) = J-((s):

1 7’ . N
dt't'* et
O AP

¢ a(s) = (np) 2

d. 1 T ., ,
2s & dt' ¢'° 1 —Ajt
T ds[F(s) 0/ jZ::le ]

Jj=1

d. 1 7T, oy
= (1) Capas) + 12 5 Jaret e,
0

¢ 4y,2(0) = (In ) €4(0) + ¢'4(0) ,

(7.10.3)

(7.10.4)

(7.10.5)

und fir die Differenz zweier Zeta-Funktion-Ableitungen bei verschiedenen Energiepa-

rametern u:

C,A/Mz(s) - C’A/#g(s) = (In %) CA/;@(S) — (In M?}) CA/;%(S)

d. 1 T . o
+ (N%_M(Q)S)ds[r(s)/dtt 126 AT
0

j=1
Dieser Ausdruck ist bei s = 0 regulir und daher folgt

¢ (0) = € a(0) = (0 12) Cs,2(0) = (In 22) 1 ,2(0)

12

= (In ;73) Casp2(0)

(7.10.6)
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2
L
= (In'5) By (7.10.7)

Wir betrachten hier nur den Fall von lokalen QFTs, und fiir diese ist
Ay = 526, M(w) (7.10.8)
ein Differential-Operator 2. Ordnung. Dabei verwenden wir im folgenden die Abkiirzung

S d, 0 (1)) 1= S (@ A (1) -+, Malp)) -

Damit schreibt sich [7.10.7]

12

! ! — =
Cs@ a0 = 5,008 = 10 7) Ba- (7.10.9)

Wegen der Renormierung in 1. Ordnung in # gilt (siehe etwa [7.9.3)):
() = Aj(po) + O(R), und damit folgt:
2

(s)+O(h) = (n2) B, . (7.10.10)

/ /
5@t () = s 12

loc loc

Unser Wirkungsfunktional schreiben wir jetzt ganz allgemein
S(@ (1) = 3 Aul) [ d'a felw) | (7.10.11)
k=0

mit einer endlichen Zahl von Kopplungskonstanten A () und einer endlichen Zahl von
Basisfunktionalen fi(z).

Fir die ¢"-Theorie haben wir dann fo = £(9¢)? und f,, = -5¢™, fiir Fermionen f; =
V[0, — AW und fy = mapep, fiir Eichtheorien fy = F - F und f; = F - F (plus
Unitaritét-erhaltende Terme), usw.

Der néchste Schritt ist nun, die Renormierungsbedingung fiir die effektive Wirkung
[C.9.1] auszuwerten:

0

0L M;L T(6.0) = - [To(6 0) + AT (6 00) + O(1)]

= /i;; [(S(0, A (1) — S(¢o, Xj (1)) + A1 (&, do, Aj(1))] + O(R?)

_ u;; [(S(6, \5(12)) — (o, A3 (1))

h

- (o

! 2
2 Sioc (@i (w)/n? (5) = ¢ Sz(fc)(¢o,/\j(u))/u2(5))] +O(R) .

(7.10.12)
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Wir setzen fiir den Ubergang von p — g in ¢'(s) ein und erhalten:
0
"o [S(¢, A (1)) = S (0, Aj(14)]

h 0
2" s@ 60125 = Cs@ 0,072 (5)]

loc loc

+ O(R?)

2

ho0
~ 2" (s 65 mong(®) + (I E2) Ba(6, ()

loc :LLO

2

W
= (s oy oy (8) — (I ,Tg) B0, A ()] + O(R7)

Da wir in der 1. Ordnung in & arbeiten (siehe etwa [7.9.3)) gilt:
Bi(¢, Aj (1)) = Bn(9, Aj(po) + O(R)) = Bn(, Aj (ko)) + O(h) = (7.10.13)

uai 15(6, As(11)) — (0, Ay (1))]

h 0O 2
2o, € 5@ (g2 oy (5) + (I075)

loc

Bu(9, Aj(1o))

Ko
12

- CS( )(¢07)\j(,u0))/u(2)(8) - ( M%) <¢07 ( ))] + O(h2)

= 11 [Bu(9, Aj(110)) — Bu(o, A (10))] + O ()
= h[Bu(,A;(1) — Bu(do, i ()] + O(R%) (7.10.14)

OIS0 (0) = S0n A, (0)] 1

Zh/dﬂ? [bn(6(2), Aj (1)) — bu(do(@), A ()] + O(K?) . (7.10.15)

Oben in [7.10.11] hatten wir die S(¢, \;(i)) nach den Basisfunktionalen f;(z) ent-
wickelt. Wenn die vorliegende QFT renormierbar ist, miissen sich auch die Warmekern-
Koeffizienten b,,(¢(x), Aj(1)) nach denselben f; entwickeln lassen.

n

ba(6(), N (1)) = 3 k(g (1)) Fila) - (7.10.16)
k=0
Im Gegensatz dazu konnen bei einer nichtrenormierbaren QFT in den Warmekern-
Koeffizienten zusatzliche Terme auftauchen, die nicht im Wirkungsfunktional enthalten
sind.
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Damit folgen mit Koeffizientenvergleich in den ¢-Termen in[7.10.15|die 1-Schleifen Beta-
Funktionen:

O (1)

Br(Nj(p) :=p o

= hrgp(Nj(p)) (7.10.17)

Dies sind gerade die gesuchten Renormierungsgruppen-Gleichungen in 1. Ordnung in
h.

Hier sind einige Punkte sehr bemerkenswert:

e Man beachte, dal keine weiteren Naherungen fiir ¢, wie etwa homogene Felder,
etc., verwendet wurden.

e Da die Warmekern-Koeffizienten mit ungeraden Index verschwinden, sind also
auch alle S-Funktionen in ungeraden Raumdimensionen gleich 0, d.h. in diesen
Theorien sind die Kopplungsparameter nicht von der Skala p abhéngig. Dies gilt,
wie die Warmekern-Entwicklung, gleichermaflen fiir gekriimmte Raumzeiten.

e Tatsachlich werden die Vakuumfluktuationen einer jeden QFT in m Raum-Dimen-
sionen in 1. Ordnung in A allein von dem Wérmekern-Koeffizienten b, (¢(z), A; (1))
bestimmt. Da die Wéarmekern-Koeffizienten in der Regel Volumenintegrale (und
bei Randbedingungen zusétzlich auch Oberflachenintegrale) von geometrischen
Invarianten sind, lassen sich also die Vakuumfluktuationen auf geometrische Ei-
genschaften des elliptischen Differential-Operators auf der zugrunde liegenden
raumzeitlichen Mannigfaltigkeit zuriickfithren. Wir haben hier einen Hinweis da-
fiir, da3 Vakuumfluktuationen vielleicht ganz allgemein eine Eigenschaft der Geo-
metrie der Raumzeit sein konnten - aber das ist eine andere Geschichte, die ein
andermal erzahlt werden soll :-)
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Unter dynamischen Systemen wollen wir hier physikalische oder mathematische Syste-
me verstehen, die eine Zeitabhéngigkeit aufweisen. Weiter schranken wir das Gebiet auf
deterministische dynamische Systeme ein, d.h. wir schlielen stochastische dynamische
Systeme von den folgenden Betrachtungen aus.

In den Physik-Vorlesungen zur Mechanik werden ja tiblicherweise nur vollstandig integ-
rable hamiltonsche Systeme behandelt, vielleicht auch noch per Stérungstheorie kleine
nichtintegrable Storungen von vollsténdig integrablen Systemen. Aus einer umfassen-
deren Sicht handelt es sich aber bei den vollsténdig integrablen Systemen eigentlich nur
um winzige Inseln inmitten eines wilden Ozeans von nichtlinearen und nichtintegrablen
Systemen, in denen génzlich neue Phanomene, wie Chaos, seltsame Attraktoren, und
dergleichen mehr auftreten.

Deterministische dynamische Systeme werden tiblicherweise mit einem diskreten Zeit-
verlauf als interierte Abbildungen oder mit einem kontinuierlichen Zeitverlauf als Flisse
modelliert. Das Gebiet der deterministischen dynamischen Systeme ist in den letzten
Jahrzehnten geradezu explodiert und hat sich zu einem umfangreichen Teilgebiet der
Mathematik entwickelt, mit zahlreichen Verbindungen zu Differentialgeometrie, Topo-
logie, Zahlentheorie - und natiirlich auch der Physik. Das Buch Introduction to the
Modern Theory of Dynamical Systems von [Katok u. Hasselblatt| (2009) stellt auf 802
Seiten grundlegende mathematische Definitionen und Beweise iiber dynamische Syste-
me zusammen (ein unersetzliches Standardwerk). Wir werden uns vornehmlich an der
leichter zuganglichen und didaktisch sehr schonen physikalischen Darstellung von chao-
tischen Systemen im Chaos-Book von|Cvitanovié u. a.| (2009)) orientieren. Auch dieses im
Internet frei verfiigbare Chaos-Book bringt es auf iiber 900 Seiten Umfang (im DIN-A4
Format), und so beschrianken wir uns hier ganz bescheiden auf die Behandlung einiger
Zeta-Funktionen, die im Zusammenhang mit deterministischen dynamischen Systemen
auftreten. Schon im Zusammenhang mit den spektralen Zeta-Funktionen von ellipti-
schen Differential-Operatoren hatten wir gesehen, wie diese Zeta-Funktionen das lokale
Verhalten der Differential-Operatoren mit dem globalen Verhalten der Loésungsman-
nigfaltigkeiten und deren Topologie und topologischen Invarianten (Stichwort: Index-
Theoreme) verbinden. Eine dhnliche lokal-global Verbindung zeigt sich auch bei den
Zeta-Funktionen der deterministischen dynamischen Systeme und ist hier bekannt als
Periodische-Orbit- Theorie.
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8.1 Jules Henri Poincaré (1854 - 1912)

Henri Poincaré wurde 1854 als Sohn eines Me-
dizinprofessors in Nancy geboren. Ab 1873
studierte er Mathematik an der Ecole Poly-
technique und der Ecole des Mines in Pa-
ris. Danach arbeitete er zunéchst als Bergbau-
Ingenieur und anschliefend als Mathematik-
dozent an der Universitdt Caen. Schon zwei
Jahre nach seiner Dissertation wurde Poincaré
im Jahr 1881 auf eine Professur fiir mathema-
tische Physik an die Sorbonne in Paris beru-
fen, wo er bis zu seinem Tod im Jahr 1912
verblieb. Seit 1887 war er Mitglied der Acadé-
mie des Sciences, seit 1908 auch der Académie
Francaise.

Poincarés Arbeiten umfassen mehr als 30 Bii-
cher und viele wissenschaftliche Einzelpubli-
kationen aus einem weiten Bereich der Ma-
thematik und theoretischen Physik. Beson-
ders bedeutend waren seine grundlegenden
Beitréage zur algebraischen Topologie, Homo-
logie, Kohomologie, Mannigfaltigkeiten, Dif-
ferentialformen, automorphen Funktionen, n-
Korper-Problem, und seine frithen Denkansét-
ze zur Morse-Theorie, symplektischen Geometrie, speziellen Relativitédtstheorie und de-
terministischem Chaos. In der Theorie dynamischer Systeme ist gerade dieser letztge-
nannte Punkt hier von grofler Bedeutung.

[Quelle: Wikipedia-Poincaré| (2011))]

Abbildung 8.1: J. H. Poincaré
E. Pirou (1887), PD.
[http://de.wikipedia.org/wiki/

Henri_ Poincaré]

8.2 David Ruelle (*1935)

Ruelle studierte Bauingenieurwesen und parallel dazu Physik und Mathematik an der
Université Mons in Belgien und an der Université Libre de Bruxelles. Im Jahr 1959
promovierte er bei Prof. Res Jost an der ETH Ziirich tiber axiomatische Quanten-
feldtheorie. Bis 1962 arbeitete Ruelle bei Jost als Assistent. Danach konnte er fiir 2
Jahre an das Institute for Advanced Study in Princeton gehen. Von 1964 bis zu seiner
Emeritierung im Jahr 2000 war Ruelle Professor fiir mathematische Physik am Institut
des Hautes Etudes Scientifiques (IHES) in Bures-sur-Yvette bei Paris. Ruelle ist seit
1985 Mitglied der franzosischen Académie des Sciences, seit 2002 auch Mitglied der
US-amerikanischen Akademie der Wissenschaften und erhielt zahlreiche Preise, u.a. die
Boltzmann-Medaille und den Henri-Poincaré-Preis.
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Besonders bedeutend waren Ruelles Beitré-
ge zu den mathematischen Grundlagen der
statistischen Mechanik, zur Theorie dynami-
scher Systeme, zum deterministischen Chaos
und der Entstehung von Turbulenz. Sehr le-
senswert sind auch seine zwei kleinen popu-
larwissenschaftlichen Biicher: Zufall und Cha-

os (Ruelle, 1993), Wie Mathematiker ticken
(Ruelle, [2010).

Abbildung 8.2: David Ruelle

[Quelle: Wikipedia-Ruelle (2011))] G.M. Bergman (1973), CC BY-SA 3.0.
Im Zusammenhang mit der Theorie von Spin- (Math. Inst. Oberwolfach)
systemen und dynamischen Systeme hat sich [http://de.wikipedia.org/wiki
Ruelle auch intensiv mit den dort auftreten- /David_ Ruelle]

den Zeta-Funktionen beschaftigt.
Sehr schon ist das folgenden Zitat von Cvita-
novi¢ (Cvitanovi¢ u.a. (2009)), S. XV):

Long ago, when we were innocent and knew not Borel measurable o to
Q) sets, P. Cvitanovi¢ asked V. Baladi a question about dynamical zeta
functions, who then asked J.-P. Eckmann, who then asked D. Ruelle. The
answer was transmitted back: ,The master says: ‘It is holomorphic in a

M

strip’.

8.3 Iterierte Abbildungen

Ein in der Zeit diskretes dynamisches System wird mathematisch beschrieben als ein
Tripel (7, M, f), mit einer Menge von Zeit-Punkten 7 = Z bei invertierbaren Abbil-
dungen, oder 7 = Nj bei nichtinvertierbaren Abbildungen, einer nichtleeren Menge M
als dem Zustandsraum und einer Abbildung f : 7 x M — M, welche bzgl. der Zeit
eine Gruppe (bei invertierbaren Abbildungen), oder eine Halbgruppe (bei nichtinver-
tierbaren Abbildungen) sei:

fox) == f0,2) =z,
(™ (2) := f(na, f(n1,2)) = f(ne +ng, ) = 7 (2) . (8.3.1)

Man definiert fir ein festes xo € M die Bahnkurve (Orbit) als
w(zg,n) :={f"(xo) € M|zg € M, n e T}

Beispiel: Als einfaches Beispiel fir eine eindimensionale (nichtinvertierbare) Abbildung
werden wir im Folgenden die sogenannte Zelt-Abbildung betrachten. Dies ist eine un-
imodale Abbildung f : [0,1] — [0,1], d.h. eine stetige Abbildung mit nur einem
Maximum im Wertebereich, die linear auf den zwei Teilintervallen My und M; mit


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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M =10,1] = My + M, ist.
mix fur z € My := [0, m%] ;
o) = my(l —x) = =% fir x € M, ::]m%’ 1]. (8.3.2)
1
m m,
f(x)
0 X 1
Abbildung 8.3: Zelt-Abbildung
Das Maximum der Zelt-Abbildung liegt bei x = —. Fiir beide Steigungen gilt: |m;| > 1,

|mg| > 1. Die Zelt-Abbildung f( ) hat zwei lepunkte z,, d.h. Punkte mit f(z.) = x,,
nimlich z,; = 0 und .o = %2-. Wenn [f'(z.)| < 1 ist nennt man den Fixpunkt
einen Attraktor oder eine Senke, wenn |f’(x.)| > 1 ist spricht man von einem Repeller
oder einer Quelle. Der Hintergrund ist leicht zu sehen: wenn | f'(z,)| = limy, ., | f(21)—
f(z)]/|x1—2x4| < 1ist, dann ist der Abstand | f(z1)— f(z.)| kleiner als der Abstand |z, —
x|, und da f(z1) = z2, also der z-Startwert der néchsten f-Iteration ist, konvergiert
f™(z1) gegen f(x.) = m,, sofern z; nahe genug an x, liegt, d.h. im Einzugsbereich
des Attraktors. Im Fall der Zelt-Abbildung ist fur beide Fixpunkte |f’(z,)| > 1; also
handelt es sich bei beiden Fixpunkten um Repeller. O

8.4 Flisse

Ein in der Zeit stetiges dynamisches System wird mathematisch beschrieben als ein
Tripel (T, M, f), mit einer Menge von Zeit-Punkten 7 = R bei invertierbaren Ab-
bildungen, oder 7 = R™ bei nichtinvertierbaren Abbildungen, einer m-dimensionalen
Mannigfaltigkeit M als dem Zustandsraum und einer Abbildung f : 7 x M — M, wel-
che bzgl. der Zeit eine Gruppe (bei invertierbaren Abbildungen), oder eine Halbgruppe
(bei nichtinvertierbaren Abbildungen) sei:

o) = f0,2) =, f2(f"(2) := flta, f(tr,2)) = fta + 11, 2) = [0 (2) .
(8.4.1)
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Man definiert fir ein festes xo € M die Bahnkurve (Orbit) als
w(xo, t) :={f(z0) e Mg e M, t € T}

Haufig werden Fliisse durch Vektor-Felder definiert. Hierzu wird vorausgesetzt, dafl
M eine differentierbare Mannigfaltigkeit ist. Sei v(z) der Tangenten-Vektor bzgl. ¢ an
w(x,t) bei t = 0, dann ist v(x) ein Element des m-dimensionalen linearen Tangenti-
alraums T, M. Unter einem Vektorfeld auf M versteht man eine Abbildung v : z —
T, M fir alle x € M (bzw. in der Sprache der Differentialgeometrie einen Schnitt im
Tangential-Biindel TM = UpepT,M mit m ov = Idy, wobei 7 : TM — M mit
(T, M) = x die kanonische Projektion ist). Wenn das Vektorfeld v in lokalen Koordi-
naten als v(xy,...,z,) gegeben und hinreichend glatt ist (z.B. stetig differentierbar),
dann ergibt sich die Bahnkurve w(zo, t) als eindeutige Losung des Systems gew6hnlicher
Differentialgleichungen erster Ordnung;:

d.TZ‘
dt

Fiir kleine Werte von ¢, d.h. in einer Umgebung von x4, kann man also aus dem lokalen
Vektorfeld v auf die Transformation f schlieBen. Wenn sich das System der Differen-
tialgleichungen fiir alle Werte von ¢ 16sen 1afit, spricht man von einem vollstandigen
Vektorfeld, und hinreichend dafiir ist, dafl die Mannigfaltigkeit M abgeschlossen und
kompakt ist. Da die Losung eindeutig ist, konnen sich keine Bahnkurven tiiberschneiden,
sie konnen hochstens fiir ¢ — 400 in einem Fixpunkt zusammenlaufen.

=021, ), mit 2;(0) = w0, - (8.4.2)

8.5 Topologische Invarianten

Die Frage nach topologischen Invarianten allgemeiner topologischer Raume fiithrt in be-
liebig weite und komplexe Gebiete (z.B. die Homotopie-Theorie, darin enthalten auch
die im Anhang diskutierte Index-Theorie elliptischer (Pseudo-) Differential-Operatoren
, die Homologie-Theorie, die Kohomologie-Theorie, etc.). Hier sollen in Kiirze nur
einige einfach beweisbare Tatsachen im Zusammenhang mit periodischen Orbits, im Fol-
genden kurz Zyklen genannt, in m-dimensionalen differentierbaren Mannigfaltigkeiten
M erwahnt werden. Jede differentierbare Mannigfaltigkeit hat eine natiirliche Topolo-
gie, weil sie lokal einem R™ entspricht. Hier beschaftigen wir uns nur mit der Invarianz
unter topologischer Konjugation (d.h. unter stetigen Deformationen).

Definition 8.5.1 Zwei stetige Abbildungen eines topologischen Raumes in sich f,g :
M — M heiflen topologisch konjugiert (oder auch C°-dquivalent), wenn es einen Ho-
moomorphismus h : M — M (d.h. eine stetige und stetig invertierbare Abbildung h)
gibt, so dafl gilt: ho f = goh.

Seien f,g : M — M iterierte Abbildungen, die topologische konjugiert sind, so folgt
sofort, dafl auch ", ¢g" topologisch konjugiert sind, und ebenso Fixpunkte von f, bzw.
f™, auf Fixpunkte von g, bzw. g™ abgebildet werden:

f=htogoh = f"=htlog'oh. (8.5.1)
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f) =z = wz.=h"(g(h(z.)) = y.:=h(z)=g).

Also werden unter topologischer Konjugation periodische Punkte auf periodische Punk-
te und Zyklen auf Zyklen abgebildet. Das Gleiche gilt ebenso fiir Flusse f*, ' : M — M.

Wichtig zum Verstédndnis dynamischer Systeme ist die Untersuchung der Ableitungen,
bzw. der Jacobi-Determinante von iterierten Abbildungen und Fliissen. Wir betrachten
zunéchst iterierte Abbildungen f: M — M mit x; := f(2¢), zn := f"(20) = f(Tn-1).

npoy O (@0))i & O(f(zn1))i O(f" " (w0) )ry
i) = oy T 2 0 OG0,
= I;”_: Jik, (mn—l)Jgjl(ﬂfo) =...=J(xy1)J(xp) - J(x0) . (8.5.3)

Daraus folgt auch sofort die Gruppenstruktur (bzw. Halbgruppenstruktur):

JME2 (x0) = J"2 (2,) I (20) (8.5.4)

Die Jakobi-Matrix J"(z¢) eines Zyklus der Lange n hangt nicht vom Startpunkt z, ab,
da wegen der f"(zo) = xg sofort J"(xo) = J™(x;) miti € {1,...,n} folgt. Daher schreibt
man fiir die Jacobi-Matrix eines Zyklus der Lénge n einfach .J, := J" (). Diese Matrix
Jp wird auch Monodromie-Matrix des Zyklus p genannt und haufig mit M, bezeichnet.
Wird ein Zyklus der Lénge n gerade r-mal durchlaufen, so ist J; = (J"(z0))" = J"" (20).

Fir Flisse ist die entsprechende Analyse ein wenig umfangreicher. Ein Punkt z(¢) auf
einer Bahnkurve die am Anfangspunkt xy beginnt ist durch z(t) = f*(x¢) gegeben. Die
entsprechende Jacobi-Matrix ist:

t N
Jij(o) : Do

(8.5.5)

Wenn Eigenwerte der Jacobi-Matrix J zu einem Zeitpunkt ¢ kleiner als 1 sind, dann lau-
fen benachbarte Bahnkurven in Richtung der entsprechenden Eigenvektoren mit wach-
sendem t zusammen (stabile Richtungen), haben Eigenwerte von J den Wert 1, dann
bleiben die Abstdnde benachbarter Bahnkurven in Richtung der entsprechenden FEi-
genvektoren erhalten (marginale Richtungen), und sind Eigenwerte von J grofier als
1, dann laufen benachbarte Bahnkurven in Richtung der entsprechenden Eigenvekto-
ren mit wachsendem ¢ auseinander (instabile Richtungen). Eine besondere marginale
Richtung ist die Richtung der Flusses, denn:

o (x0) = fl(zo + v(x0)dt) = fi(x0) + Ju(m)dt

(o) = fOUz(t)) = z(t) + v(z(t))ot
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ftfat(xo) = f5tft(a:0) = v(x(t)) = Ju(zo) . (8.5.6)

Da dies auch fiir t = 0 gilt, ist die Richtung des Flusses v(zg) ein Eigenvektor von .J
zum Eigenwert 1.

Sei x+d0x ein Punkt in der Nachbarschaft von x, dann gilt fiir seine zeitliche Verénderung

L+ 6a); = il + 82) = vi(a) + 52 Ay + O(02%) it ) = ui(z)
it e,
(8.5.7)

Die Matrix A(z) heifit Stabilitédts-Matrix am Punkt z. Der Zusammenhang zwischen
der Jacobi-Matrix und der Stabilitats-Matrix ergibt sich mit z(t) = z¢ + dzo zu:

d d , B .

—dtéx( )= (dtJ (20))dzo = A(x0)0x(t) = A(x0)J (T0)0T0 =

d ¢ 70 _ 3

%J (o) = A(xg)J " (x0) , mit J"(z9) = 1. (8.5.8)

Wenn A eine konstante Matrix ist, so konnen wir diese Differentialgleichung sofort
integrieren und erhalten:

Jt(xo) = e (8.5.9)

Wenn A(zg) jedoch vom jeweiligen Punkt xy und damit implizit von ¢ abhéngt, dann
kann man ein Pfadintegral fir Jt(xo) herleiten. Man zerlegt den Pfad von ¢ty = 0 bis ¢
in k kleine Abschnitte mit 0t := f und definiert fiir J*(zo) eine Approximation Jf(xo):

T (o) := (1 + A(xp_1)0t) (1 + A(zp_2)0t) - - - (1 + A(xo)dt) .
Fir k£ — oo erhélt man dann das Pfadintegral

Jt(xo) — llm Jt (IO) — llm eA(mkfl)éteA(xk72)6t . 6A(x0)§t —
k—o0

= lim Al FAG At Jo Aw()dr (8.5.10)
— 00

Wie bei iterierten Abbildungen folgt auch hier bei Fliissen sofort die Gruppenstruktur
(bzw. Halbgruppenstruktur):

T (20) = Jt2(2(t)) I () . (8.5.11)

Anders als bei iterierten Abbildungen héngt aber die Jacobi-Matrix J*(x¢) von Zy-
klen der Lénge T}, bei Fliissen noch vom jeweiligen Anfangspunkt x, ab. Man schreibt
fir die Jacobi-Matrix eines Zyklus J,(zg) := J*(z,). Diese Matrix J,(zo) wird auch
Monodromie-Matrix des Zyklus p mit Startpunkt zy genannt und haufig mit M, be-
zeichnet. Wird ein Zyklus der Lange T, gerade r-mal durchlaufen, so ist JJ(zg) =
(T (w0))” = T (z0).
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Sehr bemerkenswert und wichtig fiir alles Folgende ist aber die Tatsache, dafl die De-
terminante der Jacobi-Matrix det(J,(z¢)) eines Zyklus der Lange T}, bei Fliissen vom
Anfangspunkt xy unabhéngig ist und eine topologische Invariante (unter topologischer
Konjugation) ist. Dies kann man folgendermaflen sehen.

Sei f* ein FluB mit Anfangspunkt x¢ und einem Zyklus der Lange T, und ¢' ein Fluf}
mit Anfangspunkt yg, topologisch konjugiert zu f!. Wir hatten oben bereits gesehen,
da unter topologischer Konjugation periodische Punkte auf periodische Punkte und
Zyklen auf Zyklen abgebildet werden. Also hat auch der Zyklus von ¢* die Lange T,.
Sei h der Homéomorphismus zwischen f* und g*, dann folgt:

_ohw) ()
Ox oy '

yi=h(z)=hh"(y) = 1

y(t) = g'(yo) = h(x(t)) = h(f'(x0)) = h(f'(h" (1)) .

o - 0 .50, . 20
det(J™7 (y0)) = det(J ™7 (z)) . (8.5.12)

Das heifit, wenn zwei Fliisse f! und ¢' topologisch konjugiert sind, dann sind die ent-
sprechenden Jacobi-Determinanten eines Zyklus der Lénge 7T}, gleich. Wenn man jetzt
als spezielle Konjugation y = h(x) := f7(z) wahlt, also eine Verschiebung auf dem Flufl
f* um die Zeit 7, dann ist

y(t) i= g'(yo) = h(f'(x0)) = [7(f'(w0)) = f7"(w0) = ['(a(7)),

und das heifit, dafl f7 und f! topologisch konjugiert sind und daher fiir einen Zyklus
der Lénge T, die gleiche Jacobi-Determinante haben:

det(JT (z(r))) = det(JT (x)) . (8.5.13)

Also ist die Jacobi-Determinante eines Flusses fiir einen Zyklus der Lénge 7, vom
Anfangspunkt xy unabhéngig und eine topologische Invariante (bzgl. der topologischen
Konjugation). Daher schreiben wir kiinftig einfach:

det(J,) := det(J™(x0)) . (8.5.14)
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Ebenso bedeutsam ist die Tatsache, dal auch die Eigenwerte der Jacobi-Matrix eines
Flusses fiir einen Zyklus der Lénge 7, vom Anfangspunkt z, unabhangig sind. Seien
Api und | €,:(x0)) die Eigenwerte und Eigenvektoren von J,(xg) und sei x = f*(z) ein
Punkt der Bahnkurve durch zy zum Zeitpunkt ¢, dann gilt:

Jp(T0) | epi(w0)) = Api | €pi0)) =

J (o) J 7 (o) | €pi(w0)) = JHT7 (o) | €pi(x0)) = T (o) | €p,i(20))
= J"(x)J (o) | €pi(z0)) = Apid'(z0) | pi(0)) . (8.5.15)

Also ist \,; auch Eigenwert zu J,(z) = J(x) mit dem Eigenvektor J(zq) | €,.:(x0)).
Also sind alle Spektralfunktionen, wie Sp(.J,), det(J,) und det(1 — JJ) topologische
Invarianten (bzgl. der topologischen Konjugation).

8.6 Symbolische Dynamik

Zahlreiche dynamische Systeme lassen sich recht gut mit gewissen symbolischen dyna-
mischen Systemen beschreiben, insbesondere wenn glatte (d.h. beliebig oft differenzier-
bare) dynamische Systeme eine endliche Anzahl invarianter Teilmengen aufweisen.

Zunachst seien hier einige einfache mathematische Definitionen und Zusammenhan-
ge aus dem Gebiet der symbolischen Dynamik zusammengestellt. Wenn sich der Zu-
standsraum M des dynamischen Systems so partitionieren léit, dafl sich das System
ausschlieBlich in einer endlichen Anzahl von Partitionen bewegt, also M = UN ' M,
dann konnen wir diese Partitionen durchnummerieren und bezeichnen diese Nummern,
bzw. Symbole, als das Alphabet des Systems: A := {0,1,..., N — 1}.

Den zeitlichen Weg des Systems kann man dann durch eine zweiseitig unendliche Sym-
bolsequenz s, € A bei invertierbaren Abbildungen, bzw. eine einseitig unendliche Sym-
bolsequenz s;, € A bei nichtinvertierbaren Abbildungen beschreiben, d.h. ein Bahnkurve
(Orbit) w ist ein Element von:

Oy =A% :={w={(...,51,50,51,...) | s € A, k €Z}, bzw.

QR = AN = L = (s0,51,...) | sk € A, k€ No}. (8.6.1)

Im obigen Beispiel der Zelt-Abbbildung kann man ein einfaches binéres symbolisches
dynamisches System aufstellen: das Alphabet besteht aus {0, 1}, die Systemmenge ist
QF = {0,1}" da die Abbildung f : [0,1] — [0, 1] nichtinvertierbar ist, und wir bilden
die Bahnkurve der zy := f*(x() auf die Bahnkurve der s, ab mittels:

(8.6.2)

0 fir x, € My ,
S =
F 1 fﬁr&lkEMl.
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Die Abbildung oy : Qn — Qn heifit Linksverschiebung, wenn die Zahlenfolge von w
um eine Position nach links verschoben wird, bzw. die Zeit um eine Position nach rechts
fortschreitet, also:

O'N<. ..,8-1,50, 51, .- ) F= ( ..,80,51,S52,.. ) . (863)

Wenn Q C Qp eine abgeschlossene Teilmenge ist, dann heifit (Q,oy) ein symboli-
sches dynamisches System, wenn () invariant unter einer Linksverschiebung ist, d.h.
wenn mit der Symbolsequenz w auch die zeitverschobene Symbolsequenz oy (w), im
System (2 liegt. Eventuell ergianzt man das symbolische dynamische System noch um
eine Grammatik G = {g1,...,gnln € N, g; = (si;, 841, -,8i,, )}, die nicht erlaubte
endliche Symbolfolgen (Worte) g; aufzihlt. Diese Grammatik bestimmt die sogenannte
algorithmische Komplexitit des Systems.

Die Menge aller symbolischen dynamischen Systeme ist sehr grof§ und daher wollen wir
hier nur eine spezielle, aber wichtige Teilmenge betrachten, die sogenannten Markov-
Ketten. Zu dieser Teilmenge von symbolischen dynamischen Systemen gelangt man,
indem man sich auf autonome (also nicht explizit zeitabhédngige) und deterministische
Systeme beschrankt. Beide Forderungen werden erfiillt, wenn man eine endliche N x N
Transfer-Matrix 7" mit Matrixelementen Tj, € {0,1} einfithrt, die definieren, ob der
Ubergang vom Symbol s; zum Symbol s, unméglich oder méglich ist - und zwar un-
abhangig von der Position in der Symbolsequenz w (d.h. unabhéngig von der Zeit).
Mathematisch formuliert heifit das, wir betrachten die Teilmenge symbolisch dynami-
scher Systeme 27 mit

QTZZ{WEQN’TM =1 fUI'TLEZ} . (864)

nWn+41

Nach Konstruktion ist 27 invariant unter einer Linksverschiebung. Die Einschrankung
der Linksverschiebung oy auf die Menge {27 bezeichnet man als o7, als eine toplogische
Markov-Kette (bzw. in der englischsprachigen Literatur haufig auch als subshift of finite
type).

Eine Matrix heifit nichtnegativ, bzw. positiv, wenn alle Matrixelemente > 0, bzw. > 0
sind. Die Transfer-Matrix 1" ist nichtnegativ, da alle T;; > 0 sind. Wenn nun das durch
die Transfer-Matrix 7" beschriebene symbolische dynamische System 2 von solcher
Art ist, daB fir alle n > ng € N alle (7™);; > 0 sind, dann heiit die Transfer-Matrix T
eine Perron-Frobenius-Matrix. Dies bedeutet, dafl ab dem Zeitpunkt ny der Ubergang
des Systems von jedem Symbol s; zu jedem Symbol s; in einem Schritt moglich ist. In
diesem Fall heifit das System Q7 topologisch mischend.

Die Anzahl der moglichen Bahnkurven der Lange n von j nach ¢ ergibt sich als

(T = > TaTeks Thors s (8.6.5)
ot k2, kn—1

denn jeder erlaubte Weg in der Summe liefert einen Summanden 1. Die Anzahl der
Zyklen, d.h. der geschlossenen Wege, der Lénge n von i nach i ist also (7™); und die
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Anzahl aller Zyklen der Lange n ist dann die Spur von 7', also >;(7™); = Sp(T™).
Ein Zyklus der Lange n von i nach ¢ lauft iiber n periodische Punkte, von denen jeder
ebenfalls als Anfangspunkt eines Zyklus der Lénge n angesehen werden kann - also ist
die Anzahl aller Zyklen der Lange n, d.h. Sp(T™), gleich der Anzahl N,, aller periodischen
Punkte der Periode n.

N, =Sp(T") = 2"N,=Sp((zT)") =

o T
Z 2N, = Z Sp((=1)") = Sp(3_ (:1)") = Sp(——) - (8.6.6)

n=1

Gleichzeitig ist jeder Zyklus der Lange n ein Fixpunkt von (oy)™. Wenn dem symbo-
lischen dynamischen System (€2, 0y) eine interierte Abbildung f zugrunde liegt, dann
entspricht jedem Fixpunkt von (on)" ein Fixpunkt von f"(xg).

Beispiel: Betrachten wir einmal die einfachste wvollstindige bindre symbolische Dyna-
mik: das Alphabet bestehe aus der Menge {0, 1} und es gebe kein grammtikalischen
Einschrinkungen, d.h. alle Ubergénge von einem Symbol zu jedem anderen Symbol sei-
en erlaubt, dann sehen die Transfer-Matrix T', bzw. der entsprechende Ubergangs-Graph
folgendermaflen aus:

T L m _ (8.6.7)

Eine Symbolsequenz w = (...,0,1,1,0,1,1,...) ist ein Fixpunkt von (03)® und die
Anzahl aller Zyklen der Lange 3 ist:

3

Sp(T?) = Sp =Sp =8. O

Hilfreich ist der Begriff der Primzerlegung von Bahnkurven. Es gebe eine abzéhlbare
und geordnete (!) Menge von endlichen Symbolsequenzen P := {pg,p1,...} mit p; €
A™. Dann konnen wir beliebige endliche Symbolsequenzen (Worte) der Bahnkurve w
eindeutig in der Form einer Primzerlegung {po iz p?j} schreiben. Nehmen wir als
Beispiel wieder die vollstandige binare symbolische Dynamik. Wir wahlen p, := 0,
p1 := 1 als Primsequenzen. Die vier Symbolsequenzen der Lange 2 konnen wir schreiben
als 00 = p2, 01 = pop1, 11 = p? und p, := 10 ist die dritte Primsequenz, denn p;py ist
wegen der vorausgesetzen Ordnung nicht erlaubt. Die acht Symbolsequenzem der Lange
3 konnen wir schreiben als: 000 = p3, 001 = papy, 010 = popa2, p3 := 100, 011 = pep?,
ps =101, 110 = pypo, 111 = p?, usw.
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Wenn wir jetzt Zyklen zéhlen wollen, konnten wir das direkt mittels der gerade vorge-
stellten Primzerlegung durchfiihren - was sich fiir eine numerische Implementation auch
anbietet. Wir folgen hier jedoch (Cvitanovi¢ u.a.| (2009) (Kap. 15), dessen Zahlweise im
Zusammenhang mit Zyklen auch sehr transparent ist: im Beispiel der vollstdndigen bi-
naren symbolischen Dynamik gibt als Zyklen der Lange 1 nur die beiden Primzyklen:
po =0, p1 = 1; als Zyklen der Liange 2 gibt es: 00 = p2, 11 = p? und py := 10 und den
um einen periodischen Punkt verschobenen Zyklus 01, also 2-mal den Primzyklus po;
als Zyklen der Linge 3 gibt es: 000 = p3, 111 = p?, 3-mal den Primzyklus p3 := 100,
3-mal den Primzyklus p, := 101.

Wichtig in unserem Zusammenhang ist der folgende Satz:
Satz 8.6.1 (Perron-Frobenius) Wenn T eine Perron-Frobenius-Matriz ist, dann hat

T einen einfachen, positiven Eigenwert Ao > 1, der grofier als die Betrdge aller anderen
Eigenwerte ist.

Beweis. Katok u. Hasselblatt (2009)), S. 52, bzw. Robinson| (1999), S. 125. O

In vielen dynamischen Systemen zeigt sich nun, dafl die Anzahl K, der moglichen Bahn-
kurven der Lange n (d.h. der Anzahl n der Iterationen von f) exponentiell zunimmt.
Diese Zunahme mifit man mit der topologischen Entropie h:

1
h:= lim — In(K,) . (8.6.8)

n—oo n,

Wenn T eine Perron-Frobenius-Matrix mit dem grofiten Eigenwert )\ ist, dann gilt

h =1In(Xo) . (8.6.9)
Beweis. (T™);; ist die Anzahl der erlaubten Wege der Lénge n von j nach 7. Seien A,
und | e,) fir a =0, ..., m—1 die Eigenwerte und Rechts-Eigenvektoren von T, so folgt:

1
1 m—1 m—1
K= ST = (L1 DT | [ = (3 asles DT(Y aa | ea)
ij : B=0 =0
1
m—1 m—1
= > b AL, mitby =Y agaales|eq)
a=0 £=0

Dabei haben wir (1,1,...,1) nach den Rechts-Eigenvektoren | e,) entwickelt. Damit
ergibt sich fiir die topologische Entropie h:

m—1

1 1
h= lim — In(K,) = lim — 1 b A"
Ann, 7 () = Jim (2 Badi)
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1 = ba Ay
= In(Ag) + lim —[In(by) + In(1 + —(=—)")]
n—oo n = bo )\0

= 111(/\0) . O

Beispiel: Wir betrachten wieder das obige Beispiel eines einfachen vollstandigen binédren
dynamischen Systems. Die beiden Zeilen von T in sind linear abhingig, deshalb
kann man T nicht diagonalisieren. Man findet aber einen Rechteigenwert leicht aus der
Lésung des charakteristischen Polynoms det(1 — 27") = 0:

1—2z —=z \
det(1 — 2T") = det =1-22=0 =
—z 1—-=z
1 1
20 = = = )\0:*:2.
2 z

Also ist die toplogische Entropie h = In(2). Dies verwundert natiirlich nicht, denn in
dem vollsténdigen bindren dynamischen System wéchst ja die Anzahl K, der moglichen
Bahnkurven der Lénge n in der Form K, = 2™. O

8.7 Topologische oder Artin-Mazursche Zeta-Funktion

Diese Zeta-Funktion wurde von Artin und Mazur 1965 eingefithrt und wird deshalb
haufig auch als Artin-Mazursche Zeta-Funktion bezeichnet. Sie wurde von Smale 1967
weiter untersucht und bekannt gemacht. Eine ausfiithrliche mathematische Untersu-
chung findet sich in [Parry u. Pollicott| (1990). Wir folgen hier im Wesentlichen wieder
Cvitanovi¢ u. a.| (2009), Kapitel 15.

Wir hatten oben gesehen, dafl die Anzahl aller Zyklen der Lange n gleich der Anzahl aller
Fixpunkt von (oy)™ und gleich der Spur von 7™ ist, also Fix((on)") = Fix(f™(x0)) =
Sp(T™). Da die Fixpunkte von (ox)", bzw. f" topologische Invarianten sind, kamen
Artin und Mazur auf den Gedanken, die Anzahl der Fixpunkte aller Zyklen der Léange
n in einer Zeta-Funktion ahnlich der Riemannnschen Zeta-Funktion zusammenzufassen:

oo Z'I’L . n [e.e] Z?’L "

Crop(2) 1= exp (Z o Fix((on) )) = exp (Z - Sp(T )) . (8.7.1)
n=1 n=1

Das Skelett aller Zyklen sind die sogenannten Primzyklen, Zyklen die keine kiirzeren Zy-

klen enthalten. So wie man alle natiirlichen Zahlen multiplikativ aus Primzahlen aufbau-

en kann, ebenso kann man alle Zyklen additiv aus Primzyklen aufbauen. Ein beliebiger
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Zyklus der Lange n kann nun entweder ein Primzyklus der Lange n = n,, sein, oder eine
Summe von 7 Wiederholungen kiirzerer Primzyklen, alson =32, <, 3721 05, - Indem
nun die Anzahl der Primzyklen im Exponenten auftaucht, erhalten wir einen multipli-
kativen Aufbau der Zyklen aus Primzyklen, ebenso wie beim Aufbau der natiirlichen
Zahlen aus Primzahlen. Wenn wir in einem Primzyklus der Lénge n, den Anfangs-
punkt des Zyklus um eine Position verschieben, erhalten wir wieder einen Primzyklus;
es gibt also gerade n, Primzyklen der Lénge n,. Damit erhalten wir fiir die topologische
Zeta-Funktion:

Cion(2) = exp (z = (1) ) — exp (Z LD SIS ) _

n=1 p r=1

o () e (T ) -

=1 Tp p r—1 "

= exp (— zp:lnu — z"P)> =[J(1—=")". (8.7.2)

p

oo oz’

Hierbei haben wir die r-Summation mittels der Taylorreihe In(1 — ) = =322, %
durchgefiihrt. Die Ahnlichkeit mit der Produktdarstellung der klassischen Riemanschen
Zeta-Funktion (D.3.1)) siecht man sofort, wenn man mittels e~ := z zu einer Variablen
s Ubergeht:

Ciop(s) = JT(1 —e ™) ' = T[(1 = (1,)*) " (8.7.3)

p P
Hierbei sind die [, := €™ "multiplikative topologische Ldingen’ der Primzyklen.

Cvitanovi¢ u. a. (2009) (Kap. 15) fihren noch die partiellen Spuren (¢ wie trace) t,

2" ein, denn ein einzelner Primzyklus einer Matrix 27" der Lénge n,, also ((z ) P)
liefert ja gerade den Faktor 2" (da fiir eine Perron-Frobenius-Matrix T;; € {0,1} ist),
wenn es sich um einen erlaubten Zyklus, bzw. 0, wenn es sich um einen nicht erlaubten
Zyklus handelt. Im Beispiel eines volstandigen bindren symbolischen Systems erhélt
man also:

Sp(ZT) = t() + 1 s
Sp((2T)%) =t + 1] + 2t ,
Sp((ZT)3> = tg + tzli + 3t100 + 3t101 3 etc.

Bei den hier betrachteten Perron-Frobenius-Matrizen sind die diese partiellen Spuren
t, natirlich trivial und eigentlich tiberflissig; sie spielen erst bei Verallgemeinerungen
eine Rolle.

Wichtig ist der Zusammenhang der topologischen Zeta-Funktion mit der Spektral-
Determinante. Unter der Spektral-Determinante versteht man det(1 — 27"), welche bei
endlicher Dimension von T ja gerade das charakteristische Polynom von 7' ist und
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dessen Nullstellen z; =
exp(Sp(In(A))) und In(1
T:

die (Rechts-) Eigenwerte \; von T liefern. Mit det(A) =

__ &0

1
i
—x) = o1 % folgt nun fiir die Spektral-Determinante von

det(1 — 2T) = exp (Sp(In(1 — 2T))) = exp <—Sp i (277;)” >

— exp <_ nil Z: Sp(T")) _ Qopl(z) | (8.7.4)

Wenn man die Exponentialfunktion von det(1 — 27T") entwickelt, erhdlt man die soge-
nannte Kummulanten-Entwicklung:

L et(l— 2T) =1 2Sp(T) — &
Ctop(z)_e(_z>_ _Zp( )_5

Mit dem obigen Beispiel eines vollstandigen bindren symbolischen Systems und den
entsprechenden partiellen Spuren ¢, ergibt sich also die folgende Entwicklung (von |Cvi-
tanovi¢ u. a.| (2009) Krimmungs-Entwicklung genannt):

(Sp(7?) = (Sp(T))?) ... . (8.7.5)

<t0pl<z) =det(l—2T) =1—(to+ ) — ; ((t?) + t% + 2t19) — (to + t1)2) — ...

=1 (to+t1) — (tio — tot) — ... . (8.7.6)

Die Kriimmungs-Entwicklung ist hier deshalb so interessant, weil sie anhand dieses ein-
fachen Beispiels des vollstandigen bindren symbolischen Systems sehr schon den Effekt
der sogenannten Verschattung demonstriert: bei der hier vorliegenden Perron-Frobenius-
Matrix T ist ja t19 = tot1, d.h. die Reihe bricht bereits nach der ersten Ordnung in z ab
und liefert gerade das charakteristische Polynom det(1—27") = 1—(to+t;) = 1—2z. Bei
allgemeineren dynamischen Systemen heben sich nun ¢1y und typt; und die entsprechen-
den Terme hoherer Ordnung nicht mehr komplett auf, sondern nur noch naherungsweise.
So wird der Zyklus {01} vom sogenannten Pseudozyklus {0}{1} approximiert und durch
die Differenzbildung verschattet. Dadurch ist diese Kriitmmungs-Entwicklung beim Vor-
liegen einer Verschattung eine auflerordentlich schnell konvergierende Potenzreihe und
hervorragend fiir die numerische Bestimmung der Nullstellen von det(1 — zT") (bzw.
der Pole der entsprechenden Zeta-Funktion) geeignet. Wenn jedoch die Grammatik des
Systems nicht endlich ist, dann ist auch die Anzahl der Terme der Potenzreihe, in de-
nen keine Verschattung vorliegt, nicht mehr endlich und die Potenzreihe wird nur noch
schlecht konvergieren - in diesem Fall ist die Krimmungs-Entwicklung ungeeignet.

Mittels der topologischen Zetafunktion konnen wir jetzt die erzeugende Formel
fir die Anzahl der periodischen Punkte der Periode n umformulieren:

2T

2 # N =Sp(7 7

n=1

)= Sp(—zjz In(1 — 27)) = —szSp(ln(l —2T))
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_ . d 1 d t 1_ T _ dz = 2z Gtop\# .
e n(det(1l — 27)) det(1 — 27) m S

Wenn wir die Anzahl NN, der periodischen Punkte der Periode n kennen, dann kénnen
wir auf die folgende Weise auch die Anzahl der Primzyklen bestimmen. Jeder Primzy-
klus der Lange d enthélt d periodische Punkte. Wenn es M, verschiedene Primzyklen
der Léange d gibt, so enthalten diese d - My periodische Punkte. Die Anzahl N,, aller
periodischen Punkte der Periode n ist nun die Summe iiber alle d - My, sofern d die
Periode n ganzzahlig teilt (d.h. der Primzyklus der Lange d wird r-mal durchlaufen,
so dal d - r = n ist). Mit der M6bius-Funktion und der Mobius-Inversions

Formel (D.14.5|) ergibt sich:
No=S dM, = n-M,=Y u(g)Nd. (8.7.8)

d:dln d:dln

Auch fiir Fliisse kann eine topologische Zeta-Funktion definiert werden. Hierbei ersetzt
man in der Eulerschen Produktdarstellung die diskrete Zeit n, eines Primzyklus
durch die entsprechende kontinuierliche Zeit T,

Crop(8) := H(l - eisTp)il . (8.7.9)

p

8.8 Zeitentwicklung und ,,Zustandsfunktion”

Wir betrachten jetzt zeitstetig dynamische Systeme, also Fliisse auf einer Mannigfaltig-
keit M. Die entsprechenden Aussagen fiir zeitdiskrete dynamische Systeme erhélt man
in der Regel einfach durch den Ubergang von t — n, f! — f*, [dt —,.

Damit wir auf M integrieren konnen, benotigen wir ein Maf}. Ohne hier tiefer in Maf-
theorie und Ergodentheorie der dynamischen Systeme einzusteigen (bei Interesse siehe
etwa Katok u. Hasselblatt| (2009), Kap. 4 und 5) nehmen wir an, dafl das Mafl auf
M durch du(x,t) = p(z,t) dr mit einer zeitabhéngigen Dichte p(x,t) gegeben sei, die
angibt, wieviele Punkte des Flusses sich zum Zeitpunkt ¢ im Volumen dx aufhalten.
Die Dichte kann in chaotisch dynamischen Systemen recht komplex sein, z.B. eine un-
stetige oder gar singulare Funktion auf einer fraktalen Menge, aber sie soll in einem
abgeschlossenen System zu jedem Zeitpunkt normiert sein: [, p(x,t) doz = 1.

Wenn die Zeitentwicklung des Flusses durch f* gegeben ist, dann beschreibt der Perron-
Frobenius-Operator L' die Zeitentwicklung der Dichte p(x,t):

p(x,) := L' o p(x0,0) := / 5(x — f(xo))p(o, 0) dag - (8.8.1)
M

L' bildet eine Darstellung der Gruppe f* (bei invertierbaren Abbildungen), oder der
Halbgruppe f* (bei nichtinvertierbaren Abbildungen), d.h. L° = 1 und L*?oLh = L2+
denn:

L' o L' o p(xo,0) = L o p(f" (20),t1) = p(f2(f" (20)), t2 + t1)
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= p(ftQthl ([Bg), t2 + tl) = Lt2+t1 e} p(l’o, O) .

Als Kern des Perron-Frobenius-Operators bezeichnet man
Lz, 20) := 0(z — f'(x0)) . (8.8.2)

Sei y(t) := f*(xp), dann kann man mittels der Jacobi-Matrix

T (o) = 85;? = 81;(:?0) , baw. J4(wo) := (g(tg;’)) (8.8.3)

iiber die 0-Funktion integrieren und erhélt fiir den Perron-Frobenius-Operator

pla,t) = L' 0 plao, 0) = [ 8(x = f*(x0))p(wo,0) dag
M

1
:/\[ o (330 ft(wo)=2 ]det(ﬂ(m@)\) p(l'o,()) dy

= Z MP(%,O)- (8.8.4)

zo: f(z

Wenn f* maBerhaltend in der Zeit ist, dann ist die Dichte stationér: pg(x) : = p(z,t) =
p(x,0). Zudem ist py(x) eine Eigenfunktion des Perron-Frobenius-Operators zum Ei-
genwert 1, denn py = L' o py. Physiker interessieren sich jetzt nicht fiir die Vielzahl
von moglichen singuldaren stationdren Dichten, sondern vornehmlich fiir Dichten, die
das Langzeit-Verhalten deterministischer dynamischer Systeme modellieren. In diesem
Zusammenhang hat sich das Sinai-Ruelle-Bowen Mafi (SRB-Maf} oder auch natiirliches
Mafl oder Gleichgewichts-Maf}) etabliert. Sei zq € M eine generischer Punkt in M,
dann ist das SRB-Maf als die asymptotische Dichte p,, definiert:

ﬁm@w:hmizb@—f%m»ma (3:8.5)

Per Definition ist das SRB-Maf stationidr. Da das SRB-Maf} als Grenzwert definiert
ist, ist es keineswegs sicher, daf fiir ein beliebiges dynamisches System das SRB-Maf
existiert. Tatsachlich ist die mathematische Existenz des SRB-Mafies im Wesentlichen

nur fiir Attraktoren von gleichméflig hyperbolischen Systemen bewiesen worden (siehe
etwa Robinson| (1999)), S. 393).

Sei a : M — R eine Observable des dynamischen Systems. Im physikalischen Kontext
wird a zumeist als glatt, d.h. als C*°-Funktion angenommen. Der rdumliche Mittelwert
von a in M mit der Dichte p ist definiert als:

— / p(x,) alz) dz . (8.8.6)
M
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Mit der SRB-Dichte ergibt sich

t—>oo
M
1 t
— lim 5 / a(f7 (20)) d7 = @, . (8.8.7)

Der rédumliche Mittelwert (a)z, ist also gleich dem zeitlichen Mittelwert a,,. Dies ist ein
Beispiel fir den Birkhoffschen Ergoden-Satz (siehe etwa Katok u. Hasselblatt| (2009), S.
136 ff.). Dieser Mittelwert a,, kann nun aber recht wild vom Anfangspunkt der Bahn-
kurve xy abhéngen. Daher betrachtet man héufig bei Funktionen des Anfangspunktes
xop noch die zuséatzliche Mittelung tiber alle Anfangspunkte zy € M:

(a) := (ag,) := |./\/l| /azo dxg = lim \./\/l| / /a ) dr dxg . (8.8.8)

Smale hatte bereits 1967 dariiber spekuliert, ob man die Artin-Mazursche Zeta-Funktion
von topologischen dynamischen Systemen vielleicht auf andere dynamische Systeme ver-
allgemeinern konne. Eine solche Verallgemeinerung wurde dann von Ruelle auf dem Weg
iiber den von ihm entwickelten thermodynamischen Formalismus dynamischer Systeme
(sieheRuelle (1978))) gefunden. Wir folgen hier wieder |Cvitanovié u. a.| (2009)) (Kap. 17-
19). Die zugrunde liegende Idee ist es, genau wie bei der topologischen Zeta-Funktion,
zunachst im Raum der Bahnkurven eine multiplikative Gruppe zu konstruieren und
dann beliebige Bahnkurven durch Produkte von Primzyklen zu approximieren.

Zunéchst geht man von der Observablen a : M — R zu einer iiber eine Bahnkurve mit
Anfangspunkt xy integrierten Observablen tiber:

?
L

Al(zg) 1= /a(fT(xo) dr, bzw. diskret: A™(zo) := Y  a(f' (o)) . (8.8.9)

7

I§
o

Fiir einen periodischen Zyklus ergibt sich mit der Zyklus-Umlaufzeit 7}, und der Um-
laufzahl r € N:

Ty

A, ::/a(fT(xo) dr =

0

oy 1= lro) = Jim

1
t

[ty

tmod T}

= lim ! —[rA, + / a(f (o)) dr] :;{:. (8.8.10)

r—o0 r['p

o
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Entsprechend ergibt sich fiir einen periodischen Zyklus mit der diskreten Zyklus-Umlauf-
zeit n, und der Umlaufzahl r € N:

n n

Ay = S al ) = alr ) =
_ 1 & :
ap := a(zo) = Jim n Z;@(fl(xo))
1 nrmodny A,
= lim E[TA + Z fi(x0))] = —. (8.8.11)

Die A'(xzg) bilden bzgl. der Zeit eine additive Gruppe (bei invertierbaren Fliissen f*),
bzw. eine Halbgruppe (bei nicht invertierbaren Flissen f*). Indem man zu exp(A*(xg))
iibergeht, gelangt man zu der gewiinschten multiplikativen Gruppenstruktur.

Im néachsten Schritt mittelt man iiber alle Anfangspunkte zy und definiert fir diese
Grofle einen Zeitentwicklungs-Operator, ganz analog zum Perron-Frobenius-Operator.

e5(5) = (ePATy — / BA'0) gy mit (8.8.12)

Ml

s(B) := lim lln(eﬁAt) : (8.8.13)

t—oo ¢

B ist im Kontext der dynamischen Systeme nur ein physikalisch unbestimmter Hilfspara-
meter. Hier sieht man nattirlich sofort, wie Ruelle die Theorie analog zur Thermodyna-
mik entwickelt hat. Daher nannte er in seinen Arbeiten (exp(8A")) auch die , Zustands-
funktion”, s(8) den ,,Druck”, t das ., Volumen” und lim; .., den ,thermodynamischen
Grenzwert” (analog zum ,Grenzwert groffer Systeme” limy _,o, in der Thermodyna-
mik). Wenn s(/3) einmal bestimmt ist, dann folgen daraus durch Ableitung nach /5 alle
interessierenden Mittelwerte von a:

Js S DUV
%ﬁ O:tliT02<A>_<a>’ (8.8.14)
0?%s .. Lo (AteﬁAt) ¢ .
Tﬂzﬁo—tgfgo;%mﬁzo }gglot(<AA> (A7) (A"))

= lim ¢ ((a®) — {@)*) = lim t((a — (a))?) . (8.8.15)

Analog zum Perron-Frobenius-Operator soll jetzt ein Zeitentwicklungs-Operator L fiir
(exp(BA")) definiert werden. Jede Bahnkurve in M mit dem Anfangspunkt z, ist ja
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gegeben durch 6(z — f*(z0)) und da wir das System hier als abgeschlossenen betrachten,
gilt:

/5(95 — fY(xg))dxr =1 fiir alle t und fiir alle 7 € M . (8.8.16)
Damit folgt fiir {(exp(8AY)):

t 1 t 1 t
(P = M/eﬁA @0) dy = M/d:m/dxc?@ — fl(zg)) PN (@)
M MM

! Yz, m0) =: (L'
:.Mﬂldmoj\ldm[/(,o) (Lt (8.8.17)

d.h. L (x,x0) := 6(x — f'(xo)) exp(BA*(xg)) betrachten wir als den Kern eines von der
Observablen a abhangigen Zeitentwicklungs-Operators L':

(L'6)(x) := L' o ¢(a) * / dag 5(x — f*(wo)) exp(BA(x)) d(0) - (8.8.18)

Fiir die diskrete Zeitabhéngigkeit bei interierten Abbildungen ergibt sich vollig analog:

(L"¢)(x) := L" o ¢(x0) /dwo x — (o)) exp(BA™(xg)) ¢(z0) - (8.8.19)

Der Erwartungswert von e*(?) = (exp(BA*)) wird fiir t — oo von dem gréBten Eigenwert
von L' dominiert, wenn dieser mit der Zeit exponentiell wichst.

L' bildet eine Darstellung der Gruppe f* (bei invertierbaren Abbildungen), oder der
Halbgruppe f* (bei nichtinvertierbaren Abbildungen), d.h. L° = 1 und L2o L} = L2+t
denn:

L o L' o ¢(z0)) = L™ o Q dxo 01 — [ (w0)) exp(BA™ (x0)) ¢(SL’0))
— [ oy s — 5(02)) exp(BA" (1)
M
- [ dro d(ws — £ (x0)) exp(BA" (z0)) é(x0)
M
- /dxl 6(za — [ (x1))
M

- /dfﬁo (x1 — ™ (x0)) exp(B(A™ (1) + A" (20))) d(x0)
M
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B /d% 0(x2 — f2(f" (w0))) exp(B(A® (f" (z0)) + A" (20))) ¢(20)

= [ dzd(as — 74" (20)) exp(BA=H (20)) 6(a0)

8.9 Spektraldeterminanten fiir iterierte Abbildungen

Sei L der Zeitentwicklungs-Operator einer iterierten Abbildungen f. Dies ist ein linearer
Operator und seine Eigenwerte \; = Zi folgen als die Nullstellen der Determinante:

det(1 —2L) = [[(1 — 2\) = 0. (8.9.1)

)

Fir endliche Matrizen L ist dies das charakteristische Polynom in z, fiir unendlich-
dimensionale Operatoren L ist dies eine Potenzreihe in z, deren Konvergenzverhalten
im jeweiligen Fall zu untersuchen ist.

Mit det(X) = exp(Sp(In(X))) und In(1 — z) = — 35>, £ folgt:

det(1 — zL) = exp(Sp(In(1 — 2L))) = ( i G )

— oxp (- 3 ismm) | (8.9.2)

Nun ist die Sp(L") gleich der Summe iiber alle Zyklen der Lange n. Also kénnen wir
die Summation tiber n als Doppelsummation tber die Lange der Primzyklen n, und
Wiederholungen r mit n = n,r schreiben:

det(1 — zL) —exp( ZZ > :

Jetzt soll die Spur von L™" bestimmt werden. Aus der Definition von L™ (8.8.19)) folgt:

Sp(L"7) = [ dwd(e — f47(2)) exp(BA™ (x))
M

_ 1 npry . EXp(BA™")
= 2 [det(1 — J7)] exp(fA )_np]det(l—J]g)\

i =f"P (x;)

exp(fra,)
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Der fithrende Faktor n, entsteht, da jeder Primzyklus p ja n, periodische Punkte hat,
von denen jeder Anfangspunkt eines Zyklus der Lénge n, ist, und da A™"(x) in einem
Primzyklus nicht von Anfangspunkt z;, ¢ € 0...n, — 1 abhéngt (siehe [8.8.9):

npr—1 np—1
A" (o) = > a(f(wo)) =7 Z (f'(x0)) = T4, . (8.9.4)
=0

Damit folgt jetzt fiir die Spektraldeterminante det(1 — zL):

det(1 — zL) = exp ( > Z i |§Zf( ﬂTAJ£)| ) , (8.9.5)

prlr

Bislang haben wir in keiner Weise Fragen der Konvergenz behandelt. An dieser Stelle
mufl man aber offenkundig dafiir Sorge tragen, dafl der Nenner nicht 0 wird und dafiir
ist hinreichend, dafl das System hyperbolisch ist, d.h. das alle Eigenwerte |);| < 1 sind
(kontrahierende Richtungen), oder |\;| > 1 sind (expandierende Richtungen).

8.10 Spektraldeterminanten fiir Fliisse

Sei L' der lineare Zeitentwicklungs-Operator eines Flusses mit dem infinitesimalen Ge-
nerator B, d.h.

L' =: Pl (8.10.1)

und sei B beschrankt: ||B|| < [. Dann ist es sinnvoll, statt dem Spektrum von Lf
das Spektrum von B untersuchen, bzw. das Spektrum der Resolventen von B, welches
gerade die Laplace-Transformierte von L ist:

/Lt st = / (B}t gt — 1B fiir R(s) > 3 . (8.10.2)

S —

Dann ist auch die Resolvente (s — B)™! ein beschrinkter Operator, denn

o0 o0

1
=l =l < [ePltar= [e0-rar= ——
0 s=p

0

Fiir die Spektraldeterminante det(s — B) folgt mit det(X) = exp(Sp(In(X))):

S

det(s — B) = exp(Sp(In(s — B))) = C - exp(Sp(/ o i
B

7 457)

s

=C- exp(Sp(/ 706 tdtds')) = C exp(Sp(/S 7Lt63/t dt ds"))
B 0 B
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=C- exp(/S 7Sp(Lt)e_s/t dtds') , (8.10.3)
B0
mit
C :=exp(Sp(ln(s — B))) = det(5 — B) . (8.10.4)

Im néchsten Schritt soll die Sp(L') bestimmt werden, was zu einer Summe iiber alle
Zyklen fithrt. Dabei mufl aber berticksichtigt werden, dal ein Fluss immer zumindest
eine marginale Richtung mit einem Eigenwert der Gro8e A\ = 1 in Richtung des Flusses
hat (siehe und die Integration in Richtung des Flusses separat zu behandeln ist. In
Richtung senkrecht zum Fluss gehen wir wieder davon aus, dafl das System hyperbolisch
ist, d.h. das alle Eigenwerte |\;| < 1 sind (kontrahierende Richtungen), oder |A;| > 1
sind (expandierende Richtungen).

Sp(L) = [ dw (e - f'(x)) exp(BA!())

M
_ / / dvyduy 6(z) — [H(x1)) 8z — f(x))) exp(BA'(x)) .

ML M

Wir gehen zur Laplace-Transformierten {iber, wobei wir noch eine Regularisierung vor-

nehmen, indem wir statt [;°...dt nur iber [°°...dt integrieren, d.h. wir ignorieren

den Beitrag [;...dt der ganz kurzen Zyklen. Dieser Beitrag hat in Quantenmechanik
ein Analogon im Thomas-Fermi-Beitrag zur Zustandsdichte (siehe Unterkapitel |8.12.2]
und (Cvitanovié u. a. (2009), S. 361, Ubungsaufgabe 18.1.).

7sp(Lt)e—5’t dt — 7dt / / drydry 6(x) — f'(x)))

€ MLM”

-O(xy — fHx))) exp(BA'(x) — s't)

:/dt / dry 6(x, — fH(zy))

[ dr () 8y (7) = 2yt + 7)) exp(BA'(x) — 51

Die Zeit t kann man jetzt als ¢ = T, + t' schreiben, d.h. als » Wiederholungen der
Zykluszeit T}, plus ¢’ € [0,T,] :

[sowhea= [ ar [ deise - i)
€ ) My

p r=1 (—Tp+e
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-/dTU xH —xH(TTp—Ft/-i-T))

cexp(BAT Y (2) — §'(rT, + 1)) .

Im néchsten Schritt wird die ¢'-Integration (d.h. die Laplace-Transformation) iiber den
Anteil der marginalen Richtung z); durchgefiihrt:

g(t") =z (1) — 2 (r Ty + '+ 7) = 2 (7) — 2 (' + 1),

0 Ox(t' +7)

o) =~
g(t') hat eine Nullstelle bei ¢; = 0 und

—o(t' + 7).

0]
A E—
ot’ Vo
Damit erhalten wir fiir die Deltafunktion in z)-Richtung:

1
l9'(4o)]

S(t) = ——5(t") .

v(r)

o(g(t") = oz (1) —ay(t' + 7)) =

Und damit folgt:

7SP(Lt)€_S/t dt = Zi / dey 6(xy — [ (xL))
€ My

p r=1

: /dT exp(BA™? (z) — '7T,) .
0
Mit und [8.8.10| gilt A™™r(z) = r A, und damit folgt:

/Sp (LYhe 't dt = ZZ /deé () — f7(x))) T,exp(Bra, — s'rT,)

prlM

B Z Z exp(pra, — s'rT),) ‘ (8.10.5)
r=1 |d€‘t( Jj.,p)’

Dabei ist J, ,, die (m — 1)-dimensionale Jacobi-Matrix senkrecht zur Flussrichtung fiir

einen Zyklus. Und schliellich setzen wir dieses Ergebnis|8.10.5|in [8.10.3| ein:

exp(frA, — s'rT,)
— T,
det(s =C-exp /ds Z ; det(T— 77 )
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1 exp(prA, — srT,)
= exp(— . 8.10.6
zp:;r |det(1—JLp)| ) ( )

C war in ja gerade so bestimmt worden, dafl es den [-Term der Integration
aufhebt. Es besteht eine enge Analogie dieser Spektraldeterminante von Fliissen zu der
Spektraldeterminante von iterierten Abbildungen [8.9.5] die man noch leichter sieht,
wenn man in setzt: L — eB, 2 — 72, n, — Tp.

Die obige Integration tiber die marginale Richtung mit dem Eigenwert der Grofie A = 1
in Richtung des Flusses ist ein Beispiel dafiir, wie man auch andere marginale Richtun-
gen in nicht vollstdndig hyperbolischen Systemen behandeln kann.

8.11 Dynamische oder Ruellesche Zeta-Funktion

Wir hatten bei der Behandlung der Artin-Mazurschen Zeta-Funktion (topologische
Zeta-Funktion) gesehen, dafi diese Zeta-Funktion gleich dem Inversen der Determinante
det(1 — 27") mit der zugehorigen Transfer-Matrix 7' (der Perron-Frobenius-Matrix) ist

E79), also:

Coplz) = ——

det(1 —=2T)

Diese Tatsache hat einige Autoren dazu gefiithrt, auch die Inversen der Spektralde-
terminante fiir iterierte Abbildungen det(1 — zL)™!, bzw. fiir Fliisse det(s — B)™! als
Zeta-Funktionen zu bezeichnen. Wir folgen hier jedoch |Cvitanovi¢ u.a. (2009) und
Ruelle, die darauf hinweisen, dafl diese Spektraldeterminanten zwar die richtigen Ob-
jekte zur Untersuchung der Spektren hyperbolischer dynamischer Systeme sind, dafl sie
aber nicht Zeta-Funktionen genannt werden sollten, weil sie keine Euler-Produktformel
flir Zeta-Funktionen erfiillen.

Sowohl in [8.9.5], wie auch in findet sich im Nenner der Exponentialfunktion die
Determinante |det(1 — M])| mit der sogenannten Monodromie-Matrix M := J; (Di-
mension d := m) , bzw. M} := J7 , (Dimension d := m — 1). Man kann fir die
Bestimmung der Determinante |det(1 — M)| im Weiteren ohne Beschrdnkung der All-
gemeinheit annehmen, dafl M, bzw. My, eine symmetrische Matrix ist, denn andernfalls
kann man ja iibergehen zu

| det(1 — M,)| = | det[(1 — M,)T(1 — M,)]|? = |det[(1 — MT — M, + MTM,)]|>
= |det(1 — M,)|? , (8.11.1)

mit der symmetrischen Matrix mit Mp = MpT + M, — MpTMp .

Seien \,; die Eigenwerte der Monodromie-Matrix M), eines Primzyklus p. Bei einem
hyperbolischen System gibt es jetzt nur expandierende Eigenwerte |A,.;| > 1 und
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kontrahierende Eigenwerte |\, ;| < 1 (der marginale Eigenwert Aj = 1 in Richtung des
Flusses wurde ja bereits durch Integration explizit berticksichtigt). Dann folgt:

D,e,i D,Cyt

d de
| det(1 — M) Hl—)\’“ = Hl—)\’“ |H1—X"

_’H)\pez |H1_/\7’ ’H pcz

pez =1

SIME \H 1_/\T yH o) - (8.11.2)

D,e,i

Fir grofe Zeiten, d.h. r — 0o, gehen und A7 ; gegen 0 und man kann | det(1— M)

A’l‘
also naherungsweise schreiben als das Produkt der expandierenden Eigenvektoren:

| det(1 — Mp)| ~ || := lim |H>\ (8.11.3)

pez :

Mit dieser Ndherung erhalten wir fiir die Spektraldeterminante fiir iterierte Abbildungen
8.9.51

det(1 — zL) =~ exp ( > i i eXp|)\57|“A ») ) = exp(— ) Z

Prlr prlT

A
mit 1, = 2 PO (8.11.4)
A
Mit In(1 —£,) = — 322, 1t kann man die r-Summation durchfithren und erhélt:
o) 7“ 1
Cayn(2) i=exp(d Z —p =exp(— > In(1—t,))=]] T (8.11.5)
p r=1 D D ( - P(Z))
1

~ dot(1— L)

Dies ist nun tatséchlich eine Euler-Produktformel (D.3.1)) fiir Zeta-Funktionen, wie wir
sie ahnlich bereits von der topologischen Zeta-Funktion in kennen.

Mit der gleichen Nédherung erhalten wir fiir die Spektraldeterminante von Fliissen|8.10.6

1 A, T,
det(s — B) =~ exp(— ZZ exp(Brdy — sr )

—eX
p r= 17" |)\p’ p ZZ

prlr

exp(BA, — sT,)
[ Apl

mit ¢, := (8.11.6)
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und damit wiederum

Cayn(s) :=exp(>_ i tf) =exp(— > In(1—t,)=]] (1_; (8.11.7)

p r=1 P (s))

1
T det(s — B)

Die gesuchten Eigenwerte von L, bzw. B sind Nullstellen der Spektraldeterminante und
also fiir grofle Zeiten naherungsweise Pole der dynamischen Zeta-Funktion.

8.12 Periodische Orbit-Entwicklung in
Quantensystemen

8.12.1 Energieabhangige Greenfunktion und Zustandsdichte

Die Frage nach Zeichen des Chaos in Quantensystemen ist eine recht anspruchsvolle
Fragestellung, die mit den beriithmten Arbeiten von Gutzwiller Anfang der 1970’er Jahre
begann und auch heute noch ein aktuelles Forschungsgebiet darstellt, das immer wieder
fiir Uberraschungen und vertiefte Einsichten gut ist (siehe etwa das schéne Buch von
Haake| (2010)), 3. Auflage!).

Einerseits folgen Quantensysteme einer deterministischen Zeitentwicklung mit einem
unitéren Operator U(ts,t;) (siche , andererseits koénnen wir viele klassisch chao-
tische Systeme gar nicht quantisieren, weil sie nichtintegrabel sind und es damit nicht
geniigend kanonisch konjugierte Variablen fiir eine Quantisierung gibt. Einen hochin-
teressanten Weg konnte Gutzwiller mit Beginn der 1970’er Jahre eroffnen, indem er
die semiklassische Naherung des Pfadintegrals zum Ausgang nahm und Spektralfunk-
tionen, wie etwa die Zustandsdichte, nach klassischen periodischen Bahnen entwickelte
(Gutzwillersche Spurformeln). Wir folgen Cvitanovi¢ u.a. (2009) (Kapitel 33-34) und
Haake (2010) (Kapitel 10).

Wenn man an quantenmechanischen Systemen nicht gerade Streuexperimente vornimmt,
dann interessiert man sich hauptsichlich fiir das Energiespektrum - und wir nehmen
der Einfachheit halber hier wieder ein explizit zeitunabhéingiges Potential an. Als ei-
ne zentrale Grofie des Systems soll im Folgenden die Zustandsdichte p(E) betrachtet
werden.

p(E) =Y 6(E—E,) . (8.12.1)

Um in der folgenden Fourier- (bzw. Laplace-) Transformation Konvergenz zu sichern,
pflegen Physiker iiblicherweise die Ubergangsamplituden fiir ¢ > 0 mit einem D&mp-

7

Tt ) i(Bti i
fungsfaktor e % mit kleinem e zu versehen, d.h. ei P+ gtatt e zu verwenden.
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Dieser Dampfungsfaktor kann im obigen Ausdruck der Zustandsdichte am einfachsten
mittels der Plemjl-Formel (z.B. |Greiner (1993), S.96 ff.) eingefithrt werden (e > 0):

1 1
T i =T ixQ —EI— R P(;) Fimd(x) (im Distributionssinn) ,
(8.12.2)
da P(1) und 6(x) reell sind, folgt
1 1
d(z) =lim ——(——) . (8.12.3)

e—0 T X+ i€

Damit erhalten wir fiir die Zustandsdichte fiir kleines € und mit dem Feynman-Propa-

gator aus (siehe auch |4.3.4)):

L 1

1
T 5 T

%[Z/dt %e%(EfEnJrie)t]
"0

1. ; 1T i i

; /dt eh(EJrzetzn:efﬁEnt] _ 7_[_%[0/ dt %eﬁ(E+ze)t Sp(efﬁHt)]

1 Let

= -9 / et Sp(U(,1,,0))

T

1 Et

= =9 Sp/dt —e Ur(qs,t,G,0)] , (8.12.4)
T

mit dem retardierten Feynman-Propagator
Un(dy.t,,0) = e 7O(t)U(q}, 1,4, 0) - (8.12.5)

Der Feynman-Propagator Ug(qy,t,q;,0) ist die Orts- und Zeit-abhéngige retardierte
Greenfunktion der Schrodingergleichung, G(gy, ¢;, E) die entsprechende Energie-abhén-
gige Greenfunktion:

S i o, o
Gldy. @i B) o= — [ dtet™ Un(dy.t,d.0)

- —%/dte%@“e)tU(g’f,z,(ji,O) . (8.12.6)
0

Da nach Voraussetzung die Hamilton-Funktion H (), ¢) keine explizite Zeitabhéngigkeit
hat, d.h. Energieerhaltung gilt, ist G(q}, ¢, ) tatsachlich eine Greenfunktion der zei-
tunabhangigen Schrodingergleichung, denn mit einer partiellen Integration und [ih% —

H(pr, ) U(qr,t, ¢;,0) = 0 (siehe [4.3.2) ergibt sich

S S i T Loy i S, -
[E - H(pf7qf)] G(QfaQwE) = Tz dt [E - H(pf7qf)] ehEt UR(qfataqzaO)
h
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- / dt | zh— — H(y.dp)] ™ ©(0)U (5. t, G, 0)

i T i e, . = 7.
=7 / dt er Bt [Hh& — H(py, 4r)l ©)U(dy, t, G, 0)

T et einl
h / dt e O (1) +ih

Weiter gilt fir G(qy, ¢;, £) mit [8.12.4] die folgende Spektraldarstellung:

1

SpG(qr, G, E) = Zm

(8.12.7)

1 .
p(E) = ——_S[SpG(dy. @, E)] - (8.12.8)
Nebenbemerkung: Gelegentlich siecht man in der Literatur auch die Darstellung
1 7 . ipy — —
p(E) = —h%[Sp / dtier** U(qy,t,q:,0)],

wobei man aber berticksichtigen muf}, da8 mit U(q7, ¢, gi, 0) hier tatséchlich implizit der
kausale Feynman-Propagator Uk (qy, t, G;, 0) gemeint ist:
Uk (G5 t, @, 0) = eF"O(=t)U (45, 1, Gi, 0) + e +'O)U(dy,t, G, 0) -

Wenn U(qy,t,4;,0) = U(qr, —t,q;,0) ist fallen beide Definitionen zusammen.

Wir setzen den semiklassischen Feynman-Propagator aus |4.12.3|in [8.12.6] bzw. [8.12.8
ein, wobei wir statt S(qt,t,q;,0) jetzt kiwzer S(¢7, ¢, t) schreiben. Die Indizes in gy,
bzw. ¢;; bezeichnen wie tiblich die k-te, bzw. [-te Komponente der Vektoren ¢y (Bahn-
Endpunkt) und ¢; (Bahn-Anfangspunkt).

G((jf7q_;aE) -

2
%/dt eh(EJ’_ZE)t Zchl ’d t( a S(qf Q’Ht) ’% . e—l/(q_‘cl)g

27mh 047 10Gi,



184 8 Dynamische Systeme

Auch dieses Zeit-Integral soll fiir den semiklassischen Fall (A — 0) mit der Methode
der stationdren Phase (siehe weiterbearbeitet werden. Allerdings miissen wir hier
zusatzlich zu den Losungen der stationaren Phase auch noch den Randterm des Integrals
bei t = 0 separat beriicksichtigen, denn fiir kleine Werte von ¢ ergibt e#®* keinen
schnell fluktuierenden Faktor mehr. Wenn man die asymptotischen Entwicklungen der

stationdren Phase Methode und zusammenfaft, so ergibt sich:

/ dt A(t) e**® ~ Randterm + ) " stationédre Phase-Terme an den Stellen ¢,
v

— ﬂ is¢(t) > isp(cy) 271
o |, T AT

Diese beiden Beitrége zur Greenfunktion G(qr, ¢, E) = Go(qr, ¢, E) + Gosc(qf. Gis E)
werden wir im folgenden separat betrachten. Aus dem ersten Term G (g, ¢, E) folgt die
Thomas-Fermi-Zustandsdichte po(E), der zweite Term Gos.(Gf, @, £) enthélt die Quan-
tenfluktuationen in semiklassischer Naherung und fithrt zur Zustandsdichte p,s.(E), die
als eine der Gutzwillerschen Spurformeln bekannt ist.

N

) (8.12.10)

8.12.2 Thomas-Fermi-Zustandsdichte

Wir wollen hier den Randterm Sp(Go(qy, ¢, £)) berechnen. Zunéchst einmal gilt fiir
Sp(G(qf, @i, E)) mit [8.12.9;

)

Sp(G(q—*f’q—» — _Sp/dt Zeh (E+ie)t | ( f%flt>

i

- —/dq" /dt%e%w*ie)t (@] et ) . (8.12.11)
0

In [8.12.9| sind wir vom Feynman-Propagator (¢ | e=#f* | ) zum semiklassischen
Feynman-Propagator (¢ | e ## | ). (4.12.3)) iibergegangen und haben so die Pha-
se P(t) := (Bt + S(qu) + iet) erhalten. Fir die Zeit-Ableitung der Phase erhalten
wir

1 0

o(t) = (B4 =5(Gu(t)) + i€) (8.12.12)
Die klassische Bahn ¢,(t) ist eine Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung
0 . a5

H(q,p,t) + (%S( qt)) =0 mit pg:= (8.12.13)

oq,
Wir ersparen uns im folgenden den Index von ¢,(t), da ¢(t) ab jetzt die Losung der
Hamilton-Jacobi-Gleichung sein soll. Damit folgt fiir die Zeit-Ableitung der Phase

o(t) = ;(E — H(q.p.t) + ic) (8.12.14)



8.12 Periodische Orbit-Entwicklung in QQuantensystemen 185

und mit (8.12.10| fir die Greenfunktion Sp(Go(qf, ¢i, E)):
— £t oo

(@] e | @)se

h H(E — H(q,p,t) + ie) .
= 1im — [ dg" ! (7] et g
TS B HG R e T
. 07— G
-1 / n/ n Ht A
[ dd” [ e g gy e e T 6

Nun ist
hm <q ‘ (& th ’ Qz>sc 6<C.7_ (jl) )

und damit folgt
1
d /d . 12.1
Sp Goldr, /q P @rnyr  (E—H(G5,t) +ie) (8:12:15)
und mit [8.12.2) und [8.12.§]

1
pO(E) = _7\5[Sp GO(Qf? QH

/dp S(E— H(GF.1). (8.12.16)

po(E) ist die bekannte Thomas-Fermi-Zustandsdichte. DieTatsache, dafl in der semi-
klassischen Néherung die Zustandsdichte gleich dem Volumen der Energieschale divi-
diert duch (27h)" ist heifit auch Weylsches Gesetz. Weyl hatte diesen Ausdruck bereits
1911 bei Untersuchungen zum asymptotischen Verhalten der Eigenwerte des Laplace-
Operators auf einem beschrankten Gebiet mit Dirichlet- oder Neumann-Randbedin-
gungen gefunden (mehr hierzu siehe etwa Arendt u. a.| (2009)).

8.12.3 Gutzwillersche Spurformel

Jetzt soll der Anteil der Zustandsdichte aufgrund der Quantenfluktuationen pg.(E)
mit Hilfe der stationdren Phase Methode berechnet werden. Ausgangspunkt ist die
Darstellung von G(qy, ¢, F) in|8.12.9, Wir lassen ab jetzt der einfacheren Schreibweise
halber in der Phase ¢(t) := +(Et + S(qu) + ict) den Dampfungsterm —fet weg und
erhalten mit B.I2.10k

o0

1 n 7/ 3 _82S<q q t) 1 > \T
Gosc 7, P _;7 E)=- 2 /dt EE(EJFZE) eﬁs(qd det £ i 2. efl’(%l)i
(8 B =) h ([ detd 94,k 043, |
— ()i Y ek @)
h 2mih

y
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2mih 1 287(qy, G, tY 1 vz
(“ U )E‘det(a S (Qf7q“ ) |§ P2 )

Sﬂy(q_’fa iia t’Y) an,kaqi,l

S7(qf, gi,t7) auf dem Weg ¢, von ¢; nach ¢y kénnte nun auch ein negatives Vorzeichen
haben. Dieses faft man mit dem (wegabhdngigen) Morse-Index zusammen und spricht
vom (wegabhéngigen) Maslov-Index:

1 ..
pli= vt 4 S (1 —sign(57(qr, G, 1)) - (8.12.17)
i 1 n—1 7 - =
Gosc 7, _; E)=—— 2 E(EtA/JFSW(nyqZ‘,ﬂ)
(Qf7Q7 ) ﬁ(th) Zy:e
1 02S7(Gr, @t \a
N dey( LI )y s (8.12.18)
STy, G t7) 0q710q;

Der extremale Pfad ¢, mit der Bahnzeit t7(q}, ¢;, E') zwischen ¢; und ¢} ist eine Losung
der Bewegungsgleichung:

ISV (qr, q;, t7
OG5 @) | . (8.12.19)

ot
Die Bahnzeit t7(qy, i, E) des extremalen Pfades ¢, zwischen ¢; und ¢y héngt also
iiber die Bewegungsgleichung von der Energie F ab. Wir gehen jetzt in der Wirkung

S(qu):=S(qs, ¢, t) mit einer Legendre-Transformation von der Variablen ¢ zur Variablen
FE iber:

Se(dr, ¢, E) := S(qr, G, t) + Et  mit  t=t(qr, G, E), (8.12.20)
oS
—(qs,q,t) = —E, 12.21
o (452 @ 1) (8 )
— ) P 12.22
OE ot o tETep ot B1R2)
Fiir die kanonischen Impulse ergibt sich
t t dr
S(@ndint) = [dt L@ 60 = [ dFr - H@ 1) = [dF- Bt = (81223)
0 0 i

— + . + P—=l 7
0qy 1 9q; 1 ot gy 1 0qs
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= pr(gr) und ebenso (8.12.24)
Oqf
aSE((Tf?(TwE) aS(Jfa@at)
_ — —oula) . 8.12.25
Dk Dk Pr(a:) ( )

Fir die 2. Orts-Ableitung von S ergibt sich:
0 08 a.t), _ *Se(dy, @, E)  0*Sp(dy @, E) OF

. . 8.12.26
as\ Ogp 1005 % OE0qss (8.12.26)

Hierbei ist % bei konstantem ¢ und konstantem ¢ zu verstehen, d.h. also bei

0= = . = 8.12.27
dg;, aqi,l o) 6(]1',1 ( )

0qi, 0qi4 oF d¢; 0 OF? '
(8.12.28)

Und damit ergibt sich fiir [8.12.26
o o Lo *Sp(dr,ai,E)  0SE(df.qi,E)

P50y, G t) _ PSu(dp @ B) 0B owaE (812.29)

0q5.10q; 0¢:,0q 1 % ' T

Fir die 2. Zeit-Ableitungen von S folgt:

995y @int) _ OB(dy,dist)
ot ot ot

— _(M)—l — _(ast(§f7@7E))—1
OF OE2 .
(8.12.30)

Mit diesen Ergebnissen fiir die 2. Ableitungen von S(qy,q;,t) gehen wir jetzt in der
Amplitude von [8.12.18 nach Sg(qy, ¢, E) iiber:

925(q1,d.t)

uons __Sp(dr, @ E) 0°Sp(d. G E) | 9*Seld;.@. E) 9Sp(dy G, )
Pl OE? 04160011 ) OEdq;,
(8.12.31)
und
Te (0 1 8257(@\,(};,157) 1
A(SH(@r, @ E)) = | = det( ! )3

S’y(q_’]% Jiv t’y)

‘925?3(44}‘»(717E)

040G,

N|=

azsg(§f7§27E)

945,194,
= |det pRe

0qf kOE

Sy (dr @)

8EaQi,l

OE?

(8.12.32)
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und erhalten G,s.(qf, ¢, E) als Funktion der klassischen Wirkung S%(qy, ¢i, E) und des
bahnabhangigen topologischen Maslov-Index
i

Gosc(ifaii7E) h 27T2h

I A}y B) e (8123)

Im néchsten und letzten Schritt soll das Spurintegral Sp Gos.(G, @i, £) ausgewertet wer-
den, was zu einer Summe tber alle Zyklen (periodische Orbits) fithrt. An dieser Stelle
muf} aber berticksichtigt werden, dafl eine Bahn immer eine marginale Richtung mit
einem Eigenwert der GroBe Aj = 1 in Richtung der Bahn hat (siche und die In-
tegration in dieser Richtung separat zu behandeln ist. In Richtung senkrecht zur Bahn
gehen wir wieder davon aus, dafi das System hyperbolisch ist, d.h. dafl alle Eigenwerte
|Ai] <1 sind (kontrahierende Richtungen), oder |\;| > 1 sind (expandierende Richtun-
gen) - siehe auch die Diskussion in [8.10]

Wir fithren zunéchst fur jede Bahn ¢7(¢) ein bahnabhéngiges lokales Koordinatensy-
stem ein, indem wir an jeder Position ¢7 die Komponente ¢] in die Bewegungsrichtung
g drehen. Durch diese orthogonale Transformation bleiben das Spurintegral und die
Determinante A(S%(dy, G, E)) unverandert.

q—'y = (q17q27'-'7qn) - q—’y = (qH7QJ_1aQJ_27--'aQJ_n—1) = (81234)

0" = (41,62, Gn) = ¢ = (4,0,0,...,0). (8.12.35)

Fiir die Determinante ergibt sich

NI

02SL(qr.ai,E)  02S%(qr.@.E)  02°SL(dr.di,E)

9q) 10y 9q)£0q.1.4,1 9q) sOE
e 287 (qr .0 297 (.0 207 (7, &
991 5,k0q)s 091 §,k091i,1 0q1 fkOF

8an‘|i aanLi’l 8E2
1
25035 \ |
0 0 e\df:qi,
= |det 0 Sp(dy @, B)  9°Sy(dr.6i,E) ’ (8.12.36)
091 f,k0q14, 0q1 fkOF
aanHZ 8E6qh7l 8E2

denn fiir eine vorgegebene Energie E bei festem Anfangspunkt ¢; und festem Endpunkt
¢y, und damit festgelegtem ¢ (¢), ist H(q, p) = H({q, g—*;i) = F und damit

o 9E _9H(gpy) _ 3 OH(q,py) Opyk
aQi,l 8%‘,1 & 8Pf,k 3%’,1

2SSy
qu’ 041001k — 0q:,0q)

und
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o= OB _ OH@R) _ s~ OH(@R) Opu
Gy k Gk ] Opii  Oqpp
_ ZCJ (—=0°Sg) _ . (-0*Sp)
04500, " 94p0q);
Sk _ PS5y _ (8.12.37)
04i,10q) 1 9q5.10q;

sofern ¢y # 0 und ¢; # 0 sind, d.h. sofern ¢; und ¢y keine Wendepunkte sind. Da
wir bei der folgenden Spurbildung iiber geschlossene periodische Bahnen mit ¢; = ¢
integrieren, konnen wir als als Anfangs-Endpunkt der Bahn einen beliebigen Punkt ¢
der Bahn nehmen, der gerade kein Wendepunkt ist. Fiir die Beitrdge in der rechten
oberen und linken unteren Ecke der Determinante ergibt sich

0?SL(qr, G, E ot 1 oSL(qr, ¢, F ot 1
el B) 0t 1 0%pldnaB) ot 1 (8.12.38)

gy 0E dqi5 4y OEOq); Oqpi 4
Damit und mit % =0 (denn ¢ r und ¢ ; sind voneinander unabhéngig), ergibt sich

fir die Amplitude

1 1
Lo 1 1 *SL(qr, 4, E)\ |2 1 1 —apl,\|?
A(SHTr 3 B)) = () det( RUIEUEECHA | S A e
dsq; 991 5£0q L4y q¢9; afh_f,k
1
1, ’ 1
1 2 1 aq7 . I 1 8(‘?@ ) ﬁyz :
__(-v-w 2 |det ik ::(-v-7>2(k% (@ 4¢ 4¢ )
qr4; 0 —0p] drd; (q1s qu)
8q1f,k
(8.12.39)
Fir Gose(¢F, i, ) in|8.12.33)ist jetzt das Spurintegral [ dg™ zu berechnen (¢ := ¢; = ¢}):
z' L
Sp Gose(qr, G, E) = — /d /d FSE(@TE
P Gosel(dy, Gis B) = = ( 2mh g ) te
a(q_‘yz ) ﬁwz) 2 — Yz
- |det (M e (8.12.40)

Fur das Integral [ dg"

QY (G
Phase von e#55(@3E)

(

di;591f

qL,p=q1,

= [dqy [ dq}™ ! soll erneut die Methode der stationiren Phase
angewendet werden. Zunachst erhalten wir als notwendige Bedingung fiir eine stationére

dq 1.k

aQi,k
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PTG E)=p(¢.¢.E)=0 = PHq ¢ E)=p(0.qE). (8.12.41)
Das heifit, zur Spur tragen nur die zyklischen Bahnen im vollen Phasenraum bei:
(@",0") = (4}, 9}) = (@, D7) (8.12.42)

und damit ist SL(q, ¢, E) als die Wirkung iiber einen oder mehrere Umlaufe von ¢ = ¢”
nach ¢} = ¢7 auf der zyklischen Bahn ¢7(t) zu verstehen und damit unabhéngig vom
Anfangs-/Endpunkt auf der Bahn.

Das verbleibende Integral [ dq'|~" schreiben wir als

qLf1 qlf.2 qLfn—1
/d(ﬁ_l = / dqia / dqis -+~ / dqin—1
9141 Q14,2 qlin—1
mit g6 < 0 < qupp fir £ € 1,...,n — 1. Dieses Integral soll jetzt explizit mit der
Methode der stationdren Phase ausgewertet werden, wobei S}(q, ¢, E) wie tiblich um
den extremalen Punkt bei (¢1i1,¢1i2,---,qLin—1) = 0 entwickelt wird:

1 — 0 . S
o Z + )25%(QI|aQLf,CI||aQJ_ia E) q1.kq1, -
"2 = 9qupk O0quig 21 y=1s=0

(8.12.43)

Implizit setzt diese Konstruktion natiirlich die Hyperbolizitiat voraus, also dafl sich
in unserem schlauchartigen Integrationsbereich [ dg’}™' eben nur die eine Bahn §7(t)
befinden mége. Damit erhalten wir fir p(F£)

— - ] 'n 1 l
SpGosc(qf7Qi7E) = _ﬁ % Z%dq”m”eh £(9),0,4,0,E)

N

0 0
2mih det + 280 (qn, L qu, G, E
- (2mih)"7 ( ((a(JLf,k &m,z) wlay, dop ay, 4o, B)

et )

Ein etwaiges negatives Vorzeichen der neuen Determinante aus der stationaren Phase
Methode der Spurberechnung addieren wir zum Maslov-Index p” hinzu:

o

(8.12.45)

tﬁ_f=qli=0))

e T (8.12.44)

=

qLf=q1i

1 0 0
1= (1 — sign(det 297 (a1, @r a1, Gos B
/“LSp 2( Slgn( € ((aQLf,k; + aQLiJ) E(Q||7 qLf, qH7 qli, )
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e = 10+ 11, (8.12.46)

Wie schon oben bemerkt, ist S%(gy, 0, ¢, 0, E) vom Anfangs-/Endpunkt ¢ unabhéngig
und héngt fiir eine feste Energie F nur von der Bahn v ab:

Ebenso ist der Maslov-Index p” unabhéngig von Anfangs-/Endpunkt ¢ und héngt nur
von der Bahn v ab. Wir werden jetzt sehen, dal auch das Produkt der Determinanten
vom Anfangs-/Endpunkt ¢ unabhéngig ist und damit dann auch der Gesamt-Maslov-
Index g,

Zunachst schreiben wir die Determinante aus der stationdren Phase Methode der Spur-
berechnung etwas um:

1
2

D<S%<§f7(jl7E)) =

0 0 . .
det (( + )2SE(ay, @1y, Q7QJ_1'7E>>

Oqiprk  Oquiy q1Lp=q1i=0
0? 0? 0? 0?
= |det + + +
( aQJ_f,kaQJ_f,l aQJ_f,kafh_z’,l aqj_i,ka%_f,l aqj_z’,kaQJ_i,l)

1
' SE(QHJ q1f,9),9Li, E)glf:qlizo>

2

— Idet (apl/f,k _ apL‘,k n 3P1f,k B 81711',19)
a(JJ_f,l a(uf,z 8%1',1 aﬂﬂi,z

qLy=q1;=0

a(plf,k_pli,k) 1

Oq
= |det L

. Y
a(plf,kfapm,k)
8‘&2‘,1

qLr=q1:=0

1
2

(8.12.48)

o a(mf_mw ﬂf_ﬂi)
det T
a(QJ_fa q1;)

qLy=q1;=0

Dies setzen wir in [8.12.44] ein und erhalten

SIS

S i igy 1
SpGosc(QfthE) = _ﬁZthE j{dqﬂ m
Y

OF s —pl., s — ),
det( (po Piir 41y CJu))

a((ﬁf , q1:) a15=0
g1:=0
det (q_jy_l ) p]y_l) ? . 6_M368g
Nl ) )y o
J_Z J_f ququl—O
1
: , R s SRR S bt
_ —126%% dg L det Oy —PLis Qi — qLi) o Hes
A I a1 AT, 7L
~ q) 91is Pl 7Lp=41Li=0
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1

2

:_fz(;S”

NGl —qYi Py — D)
det R
a(Qu’ ) Pu’)

x 1
. 6_“3”5 %dq” —.
4]

Fiir das verbleibende Integral § dg; ﬁ ergibt sich gerade die Zeit T7" fiir einen einfachen

qLf=q1;=0

Umlauf auf der geschlossenen Bahn 7, (hier mit 7, bezeichnet, da v ja auch mehrfa-
che geschlossene Umléufe einschlieBt). Die Determinante kénnen wir noch kompakter
schreiben, wenn wir zur Phasenraumkoordinate Z := (g, p) tibergehen:

i QY s a jﬂ/ — j‘ry
Sp Goseldf, @i B) = —+ 3 TenSeHaes s |det (W)
! (x“) q1Lf=q1:;=0
- _£ R iS’Y*ugesg A’y - 2 7%
- h;T er Sk det (J7 - 1) A (8.12.49)
mit der zur Bahn orthogonalen Jacobi-Matrix jz
A a7 )
v Lf
Lo (8.12.50)
@<xl1) qLf=q1;=0

Diese Jacobi-Matrix .J] wird auch als Monodromie-Matrix M7 bezeichnet. Nun kann
die geschlossene Bahn ~ nicht nur einmal, sondern auch mehrfach durchlaufen wer-
den. Daher schreiben wir jetzt die Summe iiber alle geschlossenen Bahnen ~ als ei-
ne Doppelsumme iiber alle verschiedenen geschlossenen Bahnen mit einem Umlauf ,
(auch Prim-Bahnen genannt) und iiber alle r-fachen Bahnwiederholungen, also )., =
>, 2or - Der Gesamt-Maslov-Index pf, . zéhlt die Vorzeichenwechsel der Determinante
det (jz — i) _ . auf dem Weg von ¢/ nach ¢} = ¢, ist also additiv bei Bahnwie-

q1Lf=q1;=0
derholungen. Die Jacobi-Matrix JAI verhalt sich multiplikativ bzgl. Teilstrecken, und
damit auch Bahnwiederholungen, denn sei 77, ein Bahnpunkt zwischen 2}, und 77 ,,

dann gilt

o, _ 0, 0,
o, ~ oL) o

Damit schreibt sich die Gutzwiller-Spurformel fiir die Spur der Greenfunktion
Gosc(qF, Gi, F) und die Zustandsdichte in der tibersichtlichen Form

Y v
T’( Sp Ngfeg)

\/]det ((rwyr = 1)

Sp Gosc(if? QM =~z Z T Z (81251)

- er (51 —ngtss)
p(E Wh Z Z\/’ ]. (8.12.52)

det M’YP) — 1)‘
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Das Energie-Spektrum 148t sich jetzt aus den Polen der Zustandsdichte p(E) bestim-
men.

Ein alternativer, deutlich kiirzerer und sehr schoner Beweis der Gutzwiller-Spurformel
auf der Grundlage koharenter Zustande und symplektischer Geometrie wurde von Meh-
lig u. Wilkinson| (2001) vorgestellt. Allerdings verbirgt sich bei diesem Ansatz die Kom-
plexitat des Problems in der semiklassischen Entwicklung der koharenten Zustande und
der symplektischen Darstellungen der Operatoren. Mehr zum Thema der Quantenme-
chanik im Phasenraum findet sich etwa bei Schleich| (2001)) (physikalische Darstellung)
und bei de Gosson| (2006) (mathematische Darstellung).

Wir haben Fragen der Konvergenz bei der obigen Ableitung der Gutzwiller-Spurformel
nicht behandelt. Einerseits ist die stationédre Phase Methode ja nur eine asymptotische
Entwicklung fiir 2~ — 0 . Andererseits zeigt sich bei genauerer Betrachtung, daf fiir viele
Systeme die Gutzwiller-Spurformel durch eine exponentielle Zunahme von periodischen
Bahnen 7, mit der Bahnlénge divergiert. Dieses Problem konnte mit verschiedenen Me-
thoden gelost werden. So haben etwa [Sieber u. Steiner| (1990)) verallgemeinerte, absolut
konvergente Spurformeln hergeleitet. Fine andere Methode (konvergente Resummati-
on langer Orbits) wurde von Berry und Keating entwickelt - mehr dazu im néchsten
Unterkapitel.

Der Gutzwillersche Ansatz war und ist Ausgangspunkt zahlreicher Untersuchungen in
verschiedensten physikalischen Systemen - siehe Gutzwiller (1990). Besonders zu er-
wahnen sind sicherlich die semiklassische quantenmechanische Behandlung von nichtin-
tegrablen klassischen Systemen, die in ihren Spektren Spuren von klassisch chaotischem
Verhalten zeigen. Auch die aktuellen Forschungen an mesoskopischen Systemen stiitzen
sich haufig auf den Gutzwillerschen semiklassischen Ansatz. Mehr zu diesen interessan-
ten Themen findet sich z.B. in |Cvitanovi¢ u. a.| (2009)), Haake (2010), Brack u. Bhaduri
(2003).

8.12.4 Spektraldeterminante

Wenn man mit semiklassischen Methoden das Energie-Spektrum eines Systems be-
rechnen mochte, dann kann man wie oben gezeigt, die Zustandsdichte p(F) aus der
periodischen Orbit-Entwicklung bestimmen und aus den Polen von p(E) die
Energieeigenwerte F,,. Eine andere Moglichkeit der Bestimmung des Energie-Spektrums
ist es, die Nullstellen der Spektraldeterminante zu finden:

det(E — H +ic) = [[(E — B, +ie) . (8.12.53)

n

Nun wird moglicherweise diese Determinante nicht konvergieren. Dann kann man aber
versuchen, zu einer regularisierten Determinante mit den gleichen Nullstellen tiberzuge-
hen. Sei also A(H, E) eine Regulator-Funktion, die fiir reelle E keine Nullstellen haben
moge und mittels derer gelte:

det(E — H + i€)peq := det[(A(H, E)) - (F — H +i€)] < o0 .
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Die Determinante det(E — H + ie) hingt nun mit Sp G(qs, @i, E) zusammen:

d d _ !
1 E— H —1 | I E—FE, +ie€)) = - o
7 n(det( +Z€)) dE n( ( n 26)) zn: E—FE, +ie

=SpG(q), @ E) =

B
det(E — H + i€),eg = det(A(H, E)) - det(—H) -exp(/ dE'Sp G(qs, 4, E)) .
(8.12.54)

Die Spur der Greenfunktion SpG(qy, ¢;, E) setzt sich aus den beiden Beitragen [8.12.15
und B.12.51] zusammen:

SpG(ifv@a E) = Sp GO(q_’facjh E) + Sp Gosc(ifvd%a E)

= §R(Sp GO(Jf? q_'ia E)) + Zg(sp GO(Jf? q_'ia E)) + Sp Gosc(‘?fv (Tia E)

o e
= R(Sp Go(qs, i, E)) — impo(E —*Z 7”2 :
w o= 1\/‘det ((w)r = 1)
(8.12.55)

Moglicherweise konvergiert R(Sp Go(qy, ¢i, E)) nicht (siehe etwa |Cvitanovi¢ u. a.| (2009),

S. 630), aber hierfiir haben wir ja oben die Regulatorfunktion A(H,E) eingefiihrt!
Damit ergibt sich fiir die regularisierte Spektraldeterminante:

A

det(E — H + i€)ye, = det(—A(H, E) - H) - exp / dE' [R(Sp Go(dy, G, E'))

~
o T(h E’ ,U'ggsg)

—impo(FE —ZPTV rzl\/‘det (M%)T_i)‘

}

A

= det(~A(H, E) - H) -exp [ dE' [R(Sp Goldy. 3. B')

.
T(%SEZZ Mgeeg)

\/‘det M%) —1)‘

Hierbei ergab die E’-Integration tiber die Zustandsdichte po(E’) gerade die integrierte
Zustandsdiche Ny(F), d.h. die Anzahl der Zustande bis zur Energie E. Als niachstes kann

~exp(—imNy(F)) - exp /dE’ ——Z T Z

e
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man im Term der periodischen Orbits die Integration iiber £’ durchfiihren. Mit8.12.22
ergibt sich:

d e (ESH —hgtsT) i dSY  enGiSE nats3)

I Jact (G =) % fler (G - 1)

7Td,U/ges T(‘S #ggsg) + T(ing wromy @ d 1
o L )
"2 dE \/\det ((rwy - 1) o B \/’det (3 y = 1)
ids}’ép 67“(%6‘% T 1
—ry +Lomy
" dE \/‘det ((MVP)T B i)‘ h
ZT;T’YP er(%SWP u;’ésg) _}_lO(h) ‘

\/‘det ((3rwy = 1) P

In der semiklassischen Ndherung A — 0 kénnen die O(h) Terme vernachlissigt werden
und es folgt

~ .
f , e( SE/ ngsg) 1 er(%s,\/p :U'ngg)

laer (e =) T e (0 - 1)

Damit ergibt sich die periodische Orbit-Entwicklung fiir die Spektraldeterminante

det(E — H + i€)eg = det(—A(H, E) - H) - exp / dE' [R(Sp Go(dr, @, E'))]

.y o (ESH —1gess)
TN - Y3

=1 et () - 1)

i QVp P =
T‘(*S —Hges s

_. B(EmE) .efiﬂNo(E exp gzl r \/‘d t ((MW ) i)
~ o p\T

(8.12.56)

)

mit  B(E,, E) := det(—A(H, E) - fl) - exp / dE' [R(Sp Go(Gr, G, F')] . (8.12.57)

Der reelle Faktor B(E,, E) hat als Funktion von F keine Nullstellen. Die gesuchten
Energie-Figenwerte FE,, sind die Nullstellen der regularisierten Spektraldeterminante
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det(E — H+ i€)req und damit die Nullstellen des komplexen periodische Orbit-Faktors
exp[— 2, 202y -

Problematisch ist fiir viele Systeme eine exponentielle Zunahme von periodischen Bah-
nen vy, mit der Bahnlange. Berry und Keating konnten dieses Problem durch eine kon-
vergente Resummation der langen Orbits l6sen. Als Schlissel zur Losung erwies sich,
dafl alle Bahnen mit Bahnzeiten 177 grofler als der Hélfte der Heisenberg-Zeit, also
T > %TH, auf Bahnen mit Bahnzeiten 77 < %TH abgebildet werden konnen. Hierbei
ist die Heisenberg-Zeit definiert als Ty := <2A“£>, wenn (AE) der mittlere Abstand zwei-
er Energieniveaus des Systems ist. Wenn (AFE) ~ A" | dann wichst die Heisenberg-Zeit
mit Ty ~ A'~™. Siche die Arbeiten von Berry und Keating in: [Keating (1993), Keating

u. Muller| (2007)), Haake| (2010) - Kapitel 10.5 ,Riemann-Siegel Look-Alike”, S. 423 ff..

Trotz dieses Erfolgs der , Riemann-Siegel Look-Alike” Konstruktion von Berry und Kea-
ting ist die gute Konvergenz der periodischen Orbit-Entwicklung fiir 4 — 0 bei Syste-
men, deren klassische Entsprechungen Chaos aufweisen (n > 2) immer noch erstaunlich.
Ein tieferes Verstandnis fiir die Konvergenz der periodischen Orbit-Entwicklung konnte
erst in den letzten Jahren durch die Entdeckung der Sieber-Richter Partner-Bahnen,
bzw. Bahnen-Biindel gefunden werden. Hier zeigte sich, dafl die viele klassische Bahnen
7p von Randwertproblemen keineswegs alle unabhéngig voneinander verlaufen, sondern
stattdessen enge Bahnen-Biindel bilden, die sich sehr gut durch eine einzelne Bahn
approximieren lassen. Dieser Effekt wirkt der Zunahme von periodischen Bahnen -,
mit der Bahnlinge entgegen und sichert so die Konvergenz der periodischen Orbit-
Entwicklung. Siehe Haake (2010]) - Kapitel 9.14 - 9.17, S. 362 ff.

8.12.5 Dynamische oder Ruellesche Zetafunktion in
Quantensystemen

In hatten wir fiir den klassischen Fall aus der dortigen Spektraldeterminante mit
einer Naherung fiir die Monodromie-Matrix M eine Zetafunktion gewonnen, die dy-
namische oder Ruellesche Zetafunktion. Wie schon dort bemerkt, bezeichnen einige
Autoren die Inverse der Spektraldeterminante, ja gelegentlich sogar die Spektraldeter-
minante selbst, als Zeta-Funktion. Wir folgen hier jedoch (Cvitanovié¢ u.a. (2009) und
Ruelle, die darauf hinweisen, dafl diese Spektraldeterminanten zwar die richtigen Ob-
jekte zur Untersuchung der Spektren hyperbolischer dynamischer Systeme sind, daf sie
aber nicht Zeta-Funktionen genannt werden sollten, weil sie keine Euler-Produktformel

(D.3.1) fir Zeta-Funktionen erfiillen.

Seien A, ; die Eigenwerte der Monodromie-Matrix M eines Primzyklus v,. Bei einem
hyperbolischen System gibt es jetzt nur expandierende Eigenwerte |\, ;| > 1 und kon-
trahierende Eigenwerte |A,.;| < 1 (der marginale Eigenwert A\j = 1 in Richtung des
Flusses wurde ja bereits durch Integration entlang der Bahn explizit beriicksichtigt).
Fir grofle Zeiten, d.h. r — o0, gehen die expandierenden Eigenwerte /\Tl und die

Dp,e,n

kontrahierenden Eigenwerte A} .. gegen 0 und man kann | det((M)" — 1)| also nihe-
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rungsweise schreiben als das Produkt der expandierenden Eigenvektoren (siche|8.11.3)):

| det((M7)" — 1) ~ A7) : _Tlggo|H/\p” (8.12.58)
Mit dieser Naherung erhalten wir fiir die regularisierte Spektraldeterminante
N ) 7 No e | er( Sy — “;zgsg
det(E — H +i€)peg = B(E,, E) -e7'" o®) exp[— 2D
v r=1" ’)‘p’
= B(E,,E) - e ™o®) exp(— Z Z —p
= r
i G _
mit = XP(RSE — Myts3) (8.12.59)
Al
Jetzt kann man die dynamische oder Ruellesche Zetafunktion definieren:
1
Cayn(s) :=exp(>_ Z = exp(— Z In(1 H _ (8.12.60)
2 (1= t,(5))
B En E) - —imNo(E)
~ BEE) e (8.12.61)

T det(E — H +i€)yeg

Die Produktdarstellung [8.12.60| zeigt, daf es sich wirklich um eine "Zetafunktion’ han-
delt. Gleichzeitig sieht man in [8.12.61] daBl sich hier der Regularitatsfaktor gerade her-
ausktirzt.

Die gesuchten Energie-Eigenwerte von H sind Nullstellen der Spektraldeterminante und
also fiir grofle Zeiten (d.h. grofie r) ndherungsweise Pole der dynamischen Zeta-Funktion.

8.13 Literatur zu deterministischen dynamischen
Systemen

Die Literatur zum Gebiet der dynamischen Systeme ist riesig. Die folgende Literatur-
Auswahl ist also sehr subjektiv zu verstehen. Die obigen Abschnitte dieses Kapitels
stiitzen sich vornehmlich auf (Cvitanovié¢ u.a. (2009), unter Zuziehung von Katok u.
Hasselblatt| (2009)), |Robinson| (1999) und Haake, (2010)).

e Alligood u.a.| (1996), Chaos - An Introduction to Dynamical Systems:
eine schone erste Einfiihrung fiir Naturwissenschaftler.

e Rebhan| (1999), Theoretische Physik I, Kapitel 9: Nicht-integrable Hamiltonsche
Systeme und deterministisches Chaos:
eine kurze und sehr schone Einfithrung fiir Physiker.
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e (Cvitanovi¢ u. a. (2009), Chaos - Classical and Quantum:
ein didaktisch groflartiges und inspirierendes Internet-Buch mit fortlaufenden Ak-
tualisierungen. Schwerpunkt ist die Entwicklung von Spektraldeterminanten nach
periodischen Orbits. Von Physikern fiir Physiker.

e Robinson (1999), Dynamical Systems:
ein schones und gut lesbares mathematisches Lehrbuch auf Graduierten-Niveau -
auch zum Selbststudium geeignet.

e Denker| (2005), Einfithrung in die Analysis dynamischer Systeme:
ein deutsches mathematisches Lehrbuch mit einer interessanten Themenauswahl.
Leider sind zahlreiche Beweise doch recht knapp ausgefallen, oder wurden gleich
als Ubungsaufgaben gestellt :-(

e Katok u. Hasselblatt| (2009), Introduction to the Modern Theory of Dynamical
Systems:
die unverzichtbare mathematische Referenz mit Definitionen und lesbaren Bewei-
sen! Dies ist eines der ganz groflen mathematischen Lehrbiicher und gehort sicher
auf den Schreibtisch jedes an dynamischen Systemen interessierten Studenten und
Forschers.

e Parry u. Pollicott| (1990), Zeta functions and the periodic orbit structure of hy-
perbolic dynamics:
das mathematische Standardwerk zu dynamischen Zeta-Funktionen und periodi-
schen Orbits in hyperbolischen Systemen.

e Ruelle (1994), Dynamical Zeta Functions for Piecewise Monoton Maps of the
Intervall:
eine kleine und schone Einfithrung in das Thema vom Meister.

e Ruelle (1978), Thermodynamic Formalism:
Ruelles klassisches Werk tiber die Anwendung des Thermodynamischen Formalis-
mus auf dynamische Systeme.

e Baez| (2005), Week 216 - What is a Zeta-Function? Aus dem Blog von John Baez
zur mathematischen Physik - kurz und erhellend!

8.14 Literatur zu semiklassischen Naherungen und
’Quantenchaos’

o Gutzwiller| (1990)), Chaos in Classical and Quantum Mechanics:
das grofle, klassische Werk von Gutzwiller. Kein Lehrbuch fiir Anfinger, sondern
cher ein umfangreiches Ubersichtswerk fiir Spezialisten.

e (Cvitanovi¢ u. a. (2009), Chaos - Classical and Quantum:
ein didaktisch groflartiges und inspirierendes Internet-Buch mit fortlaufenden Ak-
tualisierungen. Schwerpunkt ist die Entwicklung von Spektraldeterminanten nach
periodischen Orbits. Von Physikern fiir Physiker.
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e Brack u. Bhaduri (2003), Semiclassical Physics:
ein sehr schones Standardwerk iiber semiklassische Physik.

e Haake| (2010), Quantum Signatures of Chaos:
dieses sorgfaltig und inspirierend geschriebene Buch bietet eine gute Einfithrung
in die Random-Matrix-Theorie, die semiklassische Periodische-Orbit-Theorie und
verwandte Themen. Es ist besonders die 3. Auflage aus dem Jahr 2010 (oder
neuer) zu empfehlen, denn sie enthélt wichtige neue Einsichten, wie z.B. die Sieber-
Richter Partner-Orbits.

e Steiner| (1994)), Quantum Chaos:
ein kurzer und sehr schoner Ubersichtsartikel von einem bedeutenden Forscher
dieses Gebiets.
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e Greiner u. Reinhardt| (1993), Feldquantisierung:
Eine Einfithrung in die klassische Quantenfeldtheorie. Die Biicher des Lehrgangs
fiir Theoretische Physik von Greiner et al. sind fiir Anfanger besonders gut geeig-
net durch die vielen ausfithrlich durchgerechneten Beispiele und Ubungsaufgaben.

e Ramond (1989), Field Theory, A Modern Primer:
Eine schone Einfithrung in die moderne Quantenfeldtheorie. Insbesondere zeigt
Ramond einfache und sehr instruktive Anwendungen der spektralen Zeta-Funktion
in der QFT.

e Ryder (2003), Quantum Field Teory:
Eine sehr schone Einfithrung in die moderne Quantenfeldtheorie. Die Regula-
risierung erfolgt hier nicht mit der spektralen Zeta-Funktion, sondern mit der
Dimensions-Regularisierung. Ein sehr schones, lesbares und empfehlenswertes Buch.

e Schwarz| (1993)), Quantum Field Theory and Topology:
Neben vielen anderen interessanten Themen gibt Schwarz in diesem Buch eine
insbesonders fiir Physiker lesbare Einfithrung in die Mathematik der spektralen
Zeta-Funktion und der Warmekern-Entwicklung und ihre Anwendung in der QFT.

e Zeidler| (2006), Quantum Field Theory I: Basics in Mathematics and Physics:
Dieses wunderbare Buch habe ich erst nach Fertigstellung der ersten Version mei-
nes Manuskriptes entdeckt. Zeidler versucht eine Briicke zu bauen zwischen der
theoretischen Physik, insbesondere der Quantenfeldtheorie, und modernen Ent-
wicklungen der Mathematik. Dies ist, zumindest aus der Sicht der Physik, so
iberzeugend gelungen, dafl dieses auf 6 Bande (!) angelegte Werk fir viele Jahre
das Referenzwerk sein wird - und nebenbei mit grofier Freude und grofiem Gewinn
zu lesen ist!

e Vassilevich| (2003), Heat kernel expansion: user’s manual:
Ein sehr empfehlenswerter Ubersichtsartikel iiber die Wirmekern-Entwicklung der
spektralen Zeta-Funtionen mit sehr guten Literaturempfehlungen.

e Elizalde u.a.| (1994), Zeta Regularization Techniques with Applications:
Ein Sammelband mit vielfaltigen Beitragen von Spezialisten zu Theorie und An-
wendungen der spektralen Zeta-Funktionen. Bei vielen Fragen zu Zeta-Funktionen
geht mein erster Blick zu Vassilevich, s.o., oder in dieses Buch.

e Elizalde| (1995]), Ten Physical Applications of Spectral Zeta Function:
Die Einfithrung in die Theorie der spektralen Zeta-Funktion und die Anwendung
auf den Casimir-Effekt sind recht gut lesbar und hilfreich, ebenso die gute Biblio-
graphie. In den Beispielen werden vornehmlich Falle mit bekanntem Spektrum
behandelt, viele davon aus der String-Theorie.
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e Kirsten| (2002), Spectral Functions in Mathematics and Physics:
Dieses Buch diirfte inzwischen ein Standardwerk iiber Spektralfunktionen fiir Phy-
siker sein, insbesondere in den Fallen, in denen das Spektrum nicht bekannt ist.
Die von Kirsten mitentwickelten neuen anaytischen Techniken werden an Beispie-
len aus dem Bereich der Quantenfeldtheorie mit nichttrivialen Randbedingungen
vorgefiithrt. Eine hervorragende und wirklich umfassende Bibliographie geben dem
Buch einen weiteren grofien Wert.

Bereits bei dem Buch von Schwarz, aber erst recht bei aktuellen physikalischen Ver-
offentlichungen oder mathematischen Biichern zu diesem Themenkreis ist eine groflere
Vertrautheit mit Begriffen und Ergebnissen der modernen Topologie, Differentialgeo-
metrie, Algebra und Funktionalanalysis von grofler Hilfe.

Aus der Vielzahl der moéglichen Zugdnge seinen hier zwei fiir Physiker gut geeignete
und sich ergédnzende Einfiihrungen genannt:

e Hassani (1999), Mathematical Physics, A Modern Introduction to Its Foundations,

e Nakahara| (2003)), Geometry, Topology and Physics:
diese zweite Auflage enthalt neben vielen anderen wichtigen Dingen einen beson-
ders fiir Physiker sehr interessanten Beweis des Index-Theorems mittels Super-
symmetrie!

Wenn man die zugrundeliegende Mathematik der Elliptischen Differential-Operatoren,
Warmekern-Entwicklung und Seeley-Koeffizienten, Atiyah-Singer-Index-Theorem, etc.,
noch tiefer als bei Nakahara verstehen will, dann mufl man mathematische Werke zu
diesen Themen konsultieren, die fiir Physiker nicht ohne weiteres (leicht) lesbar sind.
Sie kennen ja sicher den schonen Satz von Yang (der Erinnerung nach zitiert): , Es gibt
nur zwei Arten von Mathematikbiichern, diejenigen, bei denen man nach der ersten
Seite nichts mehr versteht, und diejenigen, bei denen man nach dem ersten Satz nichts
mehr versteht.”

e Roe (1998)), Elliptic Operators, Topology and Asymptotic Methods:
ein sehr schones Buch iiber Spinor-Dirac-Operatoren. Dieses Werk setzt nur
normale Kenntnisse in Differentialgeometrie und Funktionalanalysis voraus und
entwickelt alle hier benétigten Teile der Theorie der partiellen Differential-
Gleichungen. Der Beweis des Index-Theorems folgt dem modernen, auch fiir prak-
tische Berechnungen hilfreichen Beweis von Getzler.

e Taylor (1996), Partial Differential Equations - 2. Qualitative Studies of Linear
Equations:
Die 3 Bande von Taylor iiber Partielle Differentialgleichungen bieten in meinen
Augen zur Zeit die beste und aktuellste Darstellung zu PDGL. Band 2 Kapitel 10:
Dirac Operators and Index Theory (Atiyah-Singer-Index Theorem, Chern-Gauss-
Bonnet Theorem, Riemann-Roch Theorem).

e Gilkey (1995), Invariance Theory, the Heat Equation, and the Atiyah-Singer In-
dex Theorem:
das mathematische Standard-Werk, von einem der aktiven Forscher dieses Gebie-



203

tes. Der Beweis des Index-Theorems erfolgt hier auf dem Weg iiber die Invarianz-
Theorie.

And last but not least:
e Watkins (2004), Number Theory and Physics Archive:

eine Quelle der Inspiration tiber Zusammenhénge zwischen Zahlentheorie und
Theoretischer Physik.






B Summenformeln

Die folgenden Summenformeln und komplexere Varianten davon haben in der Physik
insbesondere bei der Regularisierung von Ausdriicken zur Grundzustands-Energie des
Vakuums eine Rolle gespielt. Die Idee dabei ist die folgende: sei die Grundzustands-
Energie des Vakuums (in Bezug auf ein quantisiertes Feld) ohne Randbedingungen
Ey = h [ w(t) dt und die Grundzustands-Energie des Vakuums mit geeigneten Rand-
bedingungen durch ein Experiment F; = hY 7, w(n), dann kommt es durch das Ex-
periment also zu einer Verschiebung der Grundzustands-Energie um APE = E) — Ej.
Selbst wenn E; und Ej divergent sind, wie so héufig in der Quantenfeldtheorie, kann
aber moglicherweise doch der Grenzwert der Differenz AfjE existieren:

By — Ey:=AFE = lim AGE = h lim [Z w(n) —/n w(t) dt] . (B.0.1)
n—00 0

Genau dieses Verfahren hat Casimir bei der Berechnung des nach ihm benannten Ef-
fektes verwandt, um die Kraft der Vakuumenergie des elektromagnetischen Feldes auf
zwei parallele leitende Platten zu berechnen. Siehe hierzu die schone Arbeit von |[Dowling

(1989).

B.1 Poisson-Summenformel

Sei S(x) mit € R ein sog. Delta-Kamm, d.h. eine Delta-Funktion mit der Periode 1,
dann gilt:

e}

i S(x—mn)= > emm. (B.1.1)

n=—oo m=—oQ

Beweis. Die linke Seite ist periodisch in € R mit der Periode 1 und kann daher in
eine Fourierreihe entwickelt werden:

Z o(x —n) Z ¢, €XT it

n=—oo n=—oo

/ Z §(x — m) e 2wy = Z /dx  — m) e~2mne)

0 m=—0oQ m=—0oQ 0

W (mtD)

_ Z / dl’/ ((5(1’/) 6727”71 m+m / dfﬂ 727rinx’) -1 ’ =
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S(ZL‘) — Z 627rmx ] m

n=—oo

Im folgenden wollen wir eine Fouriertransformation verwenden und fordern deshalb,
daf die Funktion f(x) ein Element eines Schwarzraumes S(R) ist (d.h. daf8 f(x) glatt
ist und fiir |x| — oo mit allen Ableitungen schneller als jedes Polynom abfallt):

SR)={f e C*R): ilelﬂlg(l + |z)" D*f(z) =0, |af,n € No}

Y(mz, 0) Z T = N §(x—n) .

m=—0Q0 n=—oo

Mit der Fourier-Transformierten f(y) := [ dx (e2™* f(x)) ergibt sich die Poisson-

Summenformel:
; f(n) = /dm ; Sz —n)f /dx ; 2T ()
= Y [de(@ @)= 3 f(m). (B.1.2)

B.2 Euler-Maclaurin-Summenformel

Fir die Euler-Maclaurin-Summenformel bendtigen wir einige Aussagen zu den Bernoulli-
Polynomen und Bernoulli-Zahlen, die wir zundchst hier zusammentragen wollen (fiir
eine ausfithrlichere Darstellung siehe etwa Richter u. Schiekel (2004)). Euler hat die
Bernoulli-Polynome als Potenzreihe einer erzeugenden Funktion definiert:

tt:p e’}

=y Bulo) (B.2.1)

Wenn man dies etwas umschreibt und die Exponential-Funktionen entwickelt, so erhélt
man

tm

tr  (tz)?
TR

:(1+2t|+(?,+ )+ (Bo(z) + Bi(z )ltl+Bz( );Jr...)_
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Ein Koeffizientenvergleich fithrt zu:

1
By(z)=1, By(z)=x-— 3 (B.2.2)
Fiir die Bernoulli-Zahlen ergibt sich:
B, := B,(0), < 7= => Bm (B.2.3)
- m=0
1
Bozl, Bl:_§7“.. (B24)

Die ungeraden Bernoulli-Zahlen mit m > 1 sind gleich Null, denn die folgende Funktion
f(t) ist symmetrisch bei einer Spiegelung t — —t:

e tm t t o 2tt(et—1)
t): =B By—=——+-=—F7———"
f) o+mZ:2 T w12 2(et — 1)
tlet+1)  t(e
2(e — 1) 2(6% —e”

Bgm+1 =0 firmeN. (B25)

Niitzlich ist auch die folgende Beziehung zwischen B,,(z + 1) und B,,(z):

o) m te(a:—i—l)t t et
1) = Bn(2)) — = — =te”
mz_:o m(@+ () m! et—1 et—1 ‘
e’} tm+1 tm

_me Zml 1)

Bp(z 4+ 1) — Bp(z) =ma™ . (B.2.6)

Speziell fiir z = 0 ergibt diese Formel By (1) = B;(0)+1=B;+1 =1 =—-B(0) = - B,
und B,,(1) = B,,(0) = B,, fiir m > 1. Dies lafit sich zusammen fassen zu:

Bo(1) = (=1)™ B,y . (B.2.7)

Wesentlich fiir die Ableitung Euler-Maclaurin-Summenformel ist auch die folgende Dif-
ferentialbeziehung der Bernoulli-Polynome:

. dBy(x) ﬁ_i( te™t - 12 et
dv  m! dret—1" e —1

m=0
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o] thrl o] tm
mzzo (=) m! mzzl (@) (m —1)! -
d Bulz) _ Bml(m% firm > 1. (B.2.8)

de m!  (m—1)"

Nach dieser Vorarbeit jetzt also zur Ableitung der Euler-Maclaurin-Summenformel. In
Hardys bertihmtem Buch iiber divergente Reihen (Hardy| (1963), S.325) findet sich
ein einfacher, allerdings rein formaler Beweis einer Euler-Maclaurin-Summenformel. Sei
D := dd , dann kénnen wir die Taylor-Entwicklung der Funktion f(z+mn) um den Punkt
x schreiben als:

fle+n)=e"f(z).

Wenn man auf beiden Seiten die Summe von n = 0 bis n = N — 1 bildet und auf der
rechten Seite die Summenformel der geometrischen Reihe verwendet, so erhilt man

S flatm) = X @) = @) = g e V)~ )]

Fir 5 setzen wir die erzeugende Funktion der Bernoulli-Zahlen (B.2.3) ein und
erhalten:

z:;f(x+n) (D~ +Z .Dml e+ N) = f(2)].

Wenn f(z) rasch genug abfillt, d.h., wenn limy_ ..o D7 f(z+N) = limy_,00 f(z+N) =
0, dann folgt sofort eine erste Form der Euler-Maclaurin-Summenformel:

oo 0 [e.e] B
S fle+n)— /fa:+t == > D (). (B.2.9)
= 0 m=1 :
Der ausfiihrlichere Beweis der Euler-Maclaurin-Summenformel ist etwas aufwendiger als
Hardys Kurzbeweis, liefert dafiir aber auch eine wichtige Aussage zu einem Restterm
bei endlichen Summen. Seien a,b, m,n € N:

A(f.a.b)i= 3 f(n) = [ f(z)d
= UO @+ X a4 )+ f0) - X [ fa)de
1 b—1 n+1
= VO + f@]+ 3 |51+ 1) + () /f(rc)d:v]
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[\3\»—!

n=a n

FO) + F@1+ X [0+ 1)+ f)] = 2 F@)l + /x-f'(x)dx]

FO)+ F@)+ X |+ D)+ £+ [ f’(x)d:c]

n=a

N | —

3

l\D\»—l

70+ f@] + X /[x—n—;]-f’(x)dx].

Im Intervall z € [n,n + 1) ist n identisch mit [z], der groﬁten ganzen Zahl die klemer
als x ist. Also schreiben wir im obigen Integral: z —n — 5 =z — {a:} mit
{z} =z — [x] = x mod 1, dem Dezimalbruchteil von z. Nun 1st mlt - {a:} — - =
Bi({z}) und damit und mit [B.2.§| folgt:

n—+1

/ Bi({z}) - f(x) dx}

n

b—1
A(f,a,8) = 3 [£(8) + f(a)] + 3

= U0+ @)+ [ Bilted) 1)

1
2

76 + s+ [ U ) 4y

B ({[E}) f(l)( )

LF(b) + f(a)] +

l\D\»—t

= L1 + @)+ 3oy P gy

a

Aus a,b € N folgt Bi({a}) = Br(a — [a]) = Bx(0) = By und ebenso By({b}) = By. Die
Bogs1 = 0 fiir k € N (wegen [B.2.5)), By = —3 (wegen [B.2.4), und so erhalten wir:

b

A(fa) = S0+ f) + 3 G 1

a

+ (_1)m+1 / ({$}> f(n( )

a



210 B Summenformeln

(B.2.10)

Mit 36 f(n) — f(b) = °ZL f(n) ergibt sich die iibliche Formulierung der Euler-
Maclaurin-Summenformel:

b

S s = [ fydr+ 30 P e capet [ B ooy g,

(B.2.11)

Wenn wir an der Summe von n = 0 bis n = oo interessiert sind und voraussetzen, dafl
f(2) mit allen Ableitungen im Unendlichen verschwindet, so erhalten wir mit By = —%

und Boyyy = 0 (B.2.3):
b m

lim [Z f(n /f(a:) dm} = f(0) — Ziff(k—l)(o)
0

b—o0

SO B g g (B.2.12)

B.3 Abel-Plana-Summenformel

Am durchsichtigsten erscheint die Abel-Plana Summenformel, wenn man sie aus dem
Argument-Prinzip der Funktionentheorie entwickelt. Sei also g : C — C eine meromor-
phe Funktion, d.h. eine analytische Funktion mit isolierten Polen endlicher Ordnung.
Sei z, € Q € Q C C die k-te Nullstelle von g(z) der Ordnung n;, und C' ein geschlossener
Weg um €2, dann erhalten wir fiir ¢'(2)/g(2):

9(z) = (z = 2)™ @(2) ,  mit p(z) # 0.

g'(2) = ni(z — 2)"™ () + (2 — 20)™ ¢'(2) -

g(z)  my ' (2) 1 (2)
_ n =5 j o (B.3.1)
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Sei umgekehrt z, € Q € Q C C der k-te Pol von g(z) der Ordnung pj, dann erhalten
wir wiederum fiir ¢'(z)/g(2):

9(z) = (z = z) " @(2) , mit p(z) # 0.

g'(2) = —pr(z — 2) " p(2) + (2 — z) T (2)

= e

9(z)  (z—2)  ¢(2) 2mi dz . (B.3.2)

q'(2) — Dk ©'(2) 1 7( 9 (2)

Wenn also in dem vom Weg C' umschlossenen Gebiet €2 gerade r Nullstellen der Ordnung
ng, 1 <k <r, und s Pole der Ordnung py, 1 < k' < s der Funktion g(z) liegen, so
gilt:

s

7 1 /
NoP=Y - Y= f L
= 2T

o i) g(2)

Man spricht in diesem Zusammenhang vom Argument-Prinzip, denn mit Ag¢(h(z)) :=
Differenz von h(z) beim einmaligen Umlaufen von Q auf dem Weg C' gilt ja:

§ 25 b = Actintg(21) = Aclinlo(2)) + Aclars(o=) = Aclars(ol2)

Diese Grofle N — P, also die Differenz der Anzahl der Nullstellen minus der Anzahl
der Pole (wobei wir jede Nullstelle und jeden Pol mehrfach entsprechend ihrer Ordnung
zéhlen), wird auch Abbildungsgrad der Funktion g auf Q genannt:

- Y ~ 1 14
deg(g,€) := N — P := k;nk kglpk/ =5 74 e dz . (B.3.3)
- - C

Wenn also g(z) auf Q regulir und deg(g, Q) # 0 ist, so gibt es auf  mindestens eine
Lésung von ¢(z) = 0. Wirklich interessant werden die Abbildungsgrade erst dann, wenn
man sie auf Abbildungen von Banchrdumen verallgemeinert und dann zu Existenzaus-
sagen liber homogene Losungen von Differential- und Integral-Operatoren gelangt.

Wir bleiben hier aber bei der einfachen Funktionentheorie und verallgemeinern die
Formel noch ein wenig. Sei zusitzlich zu der oben gegebenen Funktion g(z) noch
eine auf ) reguldre Funktion f(z) gegeben. Dann gilt fir die k-te Nullstelle von g(z)
der Ordnung ny:

1 9'(z) 1 n ¢'(2) . f(2)
5 (Z{ f(z) dz %f(z)[< + )]dz: Res

gle) 2w [T e a) el R -
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= ngf(2x) -
Ebenso gilt fiir den k-ten Pol von g(z) der Ordnung py:

L 5 9'(2) - i 5 —Pk ¢'(2) » — Res —prf(2)
2mi CZ{ /) g(2) d 2mi j g )[(z — Z) * ©(2) d iZk (z — zx)

= _pkf(zk) .

Wenn also in dem vom Weg C' umschlossenen Gebiet () gerade r Nullstellen der Ordnung
ng, 1 <k <r, und s Pole der Ordnung py, 1 < k' < s der Funktion g(z) liegen, so
gilt:

217rz' 74 /) Z,(f; dz = ]; e f (1) = kZ pi f(2) - (B.3.4)

Aus kann man durch geeignete Wahl der Funktion ¢g(z) und des geschlossenen
Weges C' die verschiedensten Summenformeln ableiten, die man als verallgemeinerte
Abel-Plana-Summenformeln bezeichnen kann.

9.() _ 1
gr(z) ==k’

Um die eigentliche Abel-Plana-Summenformel abzuleiten, wéahlen wir bzw.

eine k-Summe Uber diese Z’;g , und als geschlossenen Integrationsweg C' = C7 + Cy, +
Co+ Csc +Cs + Cy:
C k
4
Y
C, C,
C C
le 3e

D S
Cz Re(z)

Abbildung B.1: Integrationsweg von f(z)

Die Funktion f(z) nehmen wir als reguldr in dem vertikalen Streifen zwischen m und
n an, d.h. im Gebiet Q:={z € C|lm —e <R(z) <n+e mneN, m<n,e>0}.

n

Zf<k>=21m. > yff(f?cdﬁgfr > f(_ZLdz-

k=m k=m t k=—o00 C
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Dabei haben wir ausgenutzt, dafi auch % fir kK < m und k > n in unserem Gebiet
Q regulér ist und also das Integral dieser Funktion tiber den gewéahlten geschlossenen
Weg C' verschwindet, also

Lo g o)
EIRO ey L ) NE= bt

Mit [D.10.5| erkennen wir in 3332 - gerade die Partialbruch-Entwicklung von 7 -

cot(mrz). Damit kénnen wir die Funktionssumme weiter umformen:

n

Z f(k =5 7{]” ) meot(mz) dz

1 z7rz —iTz
3 +e ')
2 . .
—— + i — | d
=55 j{f % (cim — =i i — mi| dz

1 Tz —iTz Tz ,—iTZ
=— § 1yl R s 0
2mi

iz _ p—imz
1 1 —
C C C

Hier haben wir wieder die Regularitit von f(z) in Q ausgenutzt, so da § ¢ f(z) dz =
0 ist. Jetzt betrachten wir das Integral iiber den Weg C' genauer. Wir fordern, dafl
limy o f¢, £/(2) dz = 0 ist. Dann folgt:

Y{F(z)dz::]{_.f(z)dz: / L@)dz.

67217&* -1 6721'71'2 -1
C1+C1e+C2+C3:+C3
I ,_/ G f(mﬂy) / f m+zy) p
1= e—2imz _ | e2ry _ 1 )

Ch oo

e —f(z f(n+ zy

3= / 6721‘71',2 / 27Ty
C3

]sz/e_ff(z_)ldz: n/_e_f.(x.—ie)dx,

e—2mi(z—ie) _ |

Co m-+e
1) ] =)
—f(z —f(m+ee®) .
he= [ Smogda= [ gy Giec'dy)
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31/2 3m/2
L+0(9) . i, f(m)
B ﬂé —227reew 14+ O(e)) (iee™dp) = 27 (1+0(e) ﬂé de

~ 1" o),

2
1) =St )
—f(z —f(n + ee*? ,
b= [ mgde= [ e o liecdp) =
Cse —m/2
- 14 o).

Jetzt kommt ein Kunstgriff, um das obige Integral ¢, F'(z) dz noch etwas symmetrischer
zu schreiben. Wir addieren zu §, F(z) dz noch ein geeignetes Wegintegral ¢z F(z) dz =
0 einer reguliren Funktion F(z) iiber einen geschlossenen Weg C, das ja einfach Null
ergibt. Als Funktion und Integrationsweg C' wéhlen wir:

j{F(Z) dz ::j{ 7—]((7:) dz = / 7—]”(2) dz ,
/ / einz _ | einz _
c C C5+C2+Cs
wobei wir wie oben gefordert haben, daf lim,,_o [o. F(2)dz = 0.
n
Lt
Re(z)

Abbildung B.2: Integrationsweg von f(z)

Damit ergeben sich die einzelnen Wegintegrale zu:

- =flx) f(mﬂy f(m —iy) —Zy
I5 T / e2irz _ | dz = e—2my _ / )
C5 —0o0
P [ —fE f(nﬂy 71 n—zy
6= | i _ 1% 7T | o1 d(iy) =i a1
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fgzz/_ﬂZ)ldz: n/_g_f(x_ie)dx

e2imz _ e2mi(z—ie) _ 1
Cs m-e

Jetzt sammeln wir all unsere einzelnen Wegintegrale zusammen:

Zf(k):j{F(z)dz+]{F(z)dz:Il+[16+[2+136+]3+f5+f2+f6

:fg”u+0@n+ng1+O@)

+i7fWH%w—f@%%w—fm+nﬁ+ﬂn—w%w

627Ty -1
n—e ' -1 -1
+ / [z —ie) |:e_27rz'(x—z'e) 1 - e2mi(z—ie) _ | dr .

m-+e

Der Ausdruck in der eckigen Klammer ist gerade 1, denn:

a*1—1+a—1__1—a*1—a—|—1_

—1 1 a—lta’-1_.

Jetzt konnen wir auf der rechten Seite unbehindert von den Polen den lim._,o bilden
und erhalten die Abel-Plana-Summenformel:

n

> 1) = [ fla)de

k=m

Cfm)  fn) T fmAdy) — f(m—iy) — f(n+iy) + f(n — iy)
=Tt | Iy 1 dy

' (B.3.5)

Wenn f(n) im lim,, ., so stark abfallt, dafl die n-abhéngigen Terme verschwinden, dann
erhalten wir die folgende vereinfachte Abel-Plana-Summenformel:

Jg;kéﬂm—!fum4:f%”+i/fmﬁ_ﬂ_w%@. (B.3.6)

2ry __
par J e 1

In der Physik ist im Zusammenhang mit der Renormierung besonders jener Fall inter-
essant, bei welchem zwar die einzelnen Grenzwerte:

n

Jgnc}oﬁ:f(k) und  lim [ f(z)dx
k=0

n—o0 J(
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divergieren, weil sie beide eine unendliche Vakuumenergie enthalten, bei welchem aber
der Grenzwert der rechten Seite der Abel-Plana-Summenformel [B.3.5] existiert, so daf
man die linke Seite der Summenformel als die Casimir-Energie definieren kann.

Man kann sich auch die Frage stellen, ob die verschiedenen Summenformeln nicht ir-
gendwie miteinander zusammenhangen. Tatsachlich konnen wir aus unschwer eine
Euler-Maclaurin-Summenformel ableiten. Da fiir f(2) analytisch in der rechten
Halbebene £(z) > —e mit € > 0 vorausgesetzt wurde, existiert fiir f(z) in diesem Gebiet
eine Darstellung als Taylorreihe:

100

=Y

k=0

Diese Entwicklung setzen wir in [B.3.6] ein und erhalten:
RS f 0) T fW(0) (i)t — (—iy)
5, Lz_%f /f ] “/Z R oaw-1 W
= 0

_1o ., 7§ F9(0) (iy)* — (=1 im)* |

k! e?my — 1

Y

_fO / 3 J(‘@’“—”(o) 20"

2% — 1)1 e — 1

0) o T FA00) (1)
) O/Z< -1 W

Wenn wir uns jetzt auf Funktionen f(z) beschrianken , fir die das Integral gleichméBig
konvergiert, dann kénnen wir Intergration und Summation miteinander vertauschen:

o0

n 00 _ 1)k £(2k—1) 2k—1
ta - Jrow] 132 £ SR [

F0) % g (20 1 F
T kz::l ' {(27r)2’“ [(2k—1)!o/et—1dy”'

Hier erkennen wir in der eckigen Klammer mit |D.4.2] die Riemannsche Zeta—Funktion

¢(2k) und in der geschweiften Klammer mit|D.10.10{den Bernoulli-Koeffizienten (2k) Boy:
i |3 70— [ f(a)as] = L9 - S G ) (B.3.7)
n—00 par 2 ’ e
- 5 k=1

was gerade die Euler-Maclaurin-Summenformel in der Form [B.2.12] ist
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C Einfiihrung in die Gamma-Funktion

C.1 Leonhard Euler (1707 — 1783)

Leonhard Euler wurde 1707 in Basel gebo-
ren. Sein Vater, ein protestantischer Pfarrer,
war mit dem Mathematiker Johann Bernoul-
li befreundet, der sehr schnell die Begabun-
gen des jungen Leonhard Euler erkannte und
einen groflen Einflufl auf dessen Entwicklung
und Ausbildung hatte. 1727 nahm Euler ei-
ne Anstellung an der Akademie St. Petersburg
an. 1734 heiratete er in St. Petersburg Katha-
rina Gsell. Von ihren dreizehn Kindern tber-
lebten nur fiinf die frithe Kindheit. Eine schwe-
re Infektion Eulers 1735 hatte in den folgenden
Jahren die vollige Erblindung seines rechten
Auges zur Folge. 1741 folgte Euler einer Ein-
ladung Friedrichs des Groflen an die Akade-
mie Berlin. 1766 mufite er die Akademie nach
einem Zerwiirfnis mit Friedrich wieder verlas-
sen und nahm eine Einladung Katharinas der
Groflen an, an die Akademie St. Petersburg
zuriickzukehren. Gleichzeitig erblindete er nun
auch auf dem linken Auge aufgrund eines Ka-
tarakts (Grauer Star). Dennoch konnte er mit
der Hilfe zweier seiner Sohne und seines Sekretédrs Nicolas Fufl weiter arbeiten und
publizieren. 1771 verlor er bei einem Grofifeuer in St. Petersburg sein Haus und fast
sein Leben. 1773 starb seine Frau Katharina. Drei Jahre danach heiratete er die Halb-
schwester seiner verstorbenen Frau Salome Abigail Gsell. 1783 starb Euler nach dem
Mittagessen mit seiner Familie mitten in einem Gespréch tiber den neuentdeckten Pla-
neten Uranus an einer Hirnblutung.

Abbildung C.1: L. Euler

E. Handmann (c. 1756), PD.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Leonhard_ Euler]

Euler forschte und verdffentlichte auf allen Gebieten der damaligen Mathematik und
Physik: Analysis (insb. Differential-, Integral-Rechnung, Reihen, Variationsrechnung),
Geometrie, Graphentheorie, Algebra, Anfinge der Topologie, Zahlentheorie, Mechanik,
Astronomie, Elastizitatstheorie, Hydrodynamik, Optik, Musiktheorie. Euler gilt als ei-
ner der grofften und produktivsten Mathematiker aller Zeiten. Das Euler Kommittee
der Schweizer Akademie der Wissenschaften hat im Jahr 1907 mit der wissenschaftlich
editierten Neuveroffentlichung aller Biicher und Publikationen Eulers (Opera Omnia)
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begonnen und will diese Aufgabe mit dem letzten Band Nr.74 im Jahr 2010 vollendet
haben (wobei die wissenschaftliche Korrespondenz Eulers anschlieflend in einer Zusatz-
reihe erscheinen soll). [Quelle: Wikipedia-Euler| (2010)].

C.2 Integral-Darstellung der Gamma-Funktion

|2 2 4
| -2
|
: : |ﬁ4
(a) T(R(z)), Alessio Damato (2005), (b) [T(2)|, [Jahnke u. Emde, (1909), PD]
CC BY-SA 3.0.

[http://en.wikipedia.org/wiki/Gamma,_ function]

Abbildung C.2: Gamma-Funktion

Die Eulersche Gamma-Funktion, auch 2. Eulersches Integral genannt, ist definiert als:

[(z) := /tw_le_tdt firr e R,z >0. (C.2.1)
0

Zunéchst sieht man unschwer, dafl dieses Integral tatsédchlich fir x > 0 konvergiert,
denn:

x>0 = 3[R mitr>0und z € [r,R],

und die folgende Funktion g(¢) ist dann eine Majorante fiir t*~ et

(1) = b fir0<t <1,
g = the=t firt>1.

0o 1

['(z) < 7g(t)dt = jg(t)dt—l—/g(t)dt = /t’“—ldt+7tRe—tdt < o00.

Aus der Definitions-Gleichung folgt direkt:
(1) = /e*tdt = 7 =1, (C.2.2)
0


http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
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[(x+1) /tr Tt = t"(—e Y| — ac/t’” Y—e™hdt = m/tm_le_tdt
= zI'(z) (C.2.3)
F'n+1)=n! mitl(1)=0=1 undI'(2)=1l=1. (C.2.4)

Den héaufig benotigten Wert

2y = /t—%e—tdt
0

kann man folgendermaflen bestimmen:
zunachst substituieren wir ¢t = "”—2, dt = x dx und erhalten

:7\/§x_1_2xdx—\/_/ GEQI:\}§706_

00 27 o0
2/
(

7'2 7
//6_7rd<pdr— / T2 ordr.
00

Mit der Substitution s = r2, ds = 2r dr folgt

—_

M) Ty =n [esds= (28|

1
- =7 = I(F)=Vr. (C.2.5)

0

C.3 Fortsetzung der Gamma-Funktion
Mit Hilfe von kann ['(x) fiir x < 0 fortgesetzt werden (n € N):
FNez+n)=@+n—-1@+n-2) - (x+1)(z)['(z) =

1
z(z+1) - (z+n—-1)

[(x) = [(x+n). (C.3.1)

Wenn (x +n) €]0, 1] , so wird hierdurch T'(z) im Intervall | — n, —n + 1[ definiert.

Mit dieser Definition kann I'(x) nun auch als I'(z), z € C, in die komplexe Ebene
fortgesetzt werden und ist iiberall holomorph, aufler bei z = R(z) € {0,—1,-2, ...},
wo ein einfacher Pol vorliegt:

(1) (=)

Resl ) = Dt (=) =)

ResT(z) = (=" (C.3.2)

o——n n!
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C.4 Die Beta-Funktion

Die Beta-Funktion, auch 1. Eulersches Integral genannt, ist definiert als:

B(z,y) = / (1— )" L(t)rdt . (C.4.1)

Die Beta-Funktion ist zunachst definiert fiir x,y € R, z,y > 0 und kann fiir z,y €
C, R(z), R(y) > 0 in die komplexe Ebene fortgesetzt werden.

Die Substitution

U t 1 —u 1
1+u+(1+u)2) " "

liefert eine weitere, hdaufig anzuteffende Form der Beta-Funktion

/ T (C.4.2)
0

Die Beta-Funktion hiangt folgendermafien mit der Gamma-Funktion zusammen:

= //sx’ltyfle’(”t) dsdt .
00

Mit einer ersten Substitution der Integrationsvariablen s = u?, t = v? und einer an-
schlieBenden zweiten Substitution u =7 -cosy, v = r - sin ¢ und einer anschliefenden
dritten Substitution s = 7?2, t = cos? ¢ wird daraus:

P@)l(y) =4 [ [t et dudo
0 0

COSZ:I:—l (

:4/6"‘ P21 gy @) sin® () dy
0

O\wb\

_ /(x-i-y)l—sd /tazl yl( ;)dt

1

/ (@+y) le_sds/tm_l(l—t)y_ldt
0

0

[(z +y) By, z) ,
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He)lw) (C43)

Mit der Substitution ¢ = sin? ¢, dt = 2 sin ¢ cos ¢ dip folgt
2

(cos? gp)_% (sin? 90)_% 2 sin @ cos p dy

O\i

N =[5 da =

/2
=2 / dp=m =
F(;) =V (C.4.4)

C.5 Reflektions-Formel der Gamma-Funktion

Eine wichtige Beziehung ist die Komplement-Formel oder Reflektions-Formel der Gamma-
Funktion:

™

MNx)'(l—2)=B(z,1 —x) = (C.5.1)

sin(mx)

Beweis.

B(x,1—2) = B(1 — z,2) = /(1 )t

Wir fithren die folgende Substitution durch:

t= = it 0= r= - b
= T — T = T = =
T+1 t—1 1—t’
dt_ 1 T B 1
dr  7+1 (7'—1—1)2_(7'—1—1)27
B(xl—x)—]o(l— L R
’ o T+17 417 (1+1)?
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o1, Tt 1

T

() hat, zeigt man am leichtesten mit Hilfe der

Daf dieses Integral gerade den Wert
Funktionentheorie.

Sei also f(7) = ::11 der in die komplexe 7-Ebene fortgesetzte Integralkern von B(x,1—
x). Die Funktion g(7) = 7%~ ! ist mehrdeutig, wenn (x—1) nicht ganzzahlig ist: bei jedem
Umlauf um den Ursprung in Gegenuhrzeiger-Richtung kommt ein multiplikativer Faktor
e?(@=Dhinzu. Man kann ¢(7) jetzt eindeutig machen, indem man die komplexe 7-Ebene
entlang der positiven reellen Achse aufschneidet und das Argument von g(7) am oberen
Ufer des Schnittes frei definiert - wir wéhlen hier arg(g(7)) = —= und erhalten damit
g(1) = 7 te=™@=1) (hier jetzt mit 7 € R). Auf der negativen reellen Achse haben wir
arg(g(7)) = —m+7 = 0 und damit g(7) = 77! (auch hier mit 7 € R). Auf der positiven
reellen Achse am unteren Ufer des Schnittes haben wir arg(g(7)) = —m + 27 = 7 und
damit g(7) = 71" @1 (auch hier mit 7 € R).

Wir wollen den Residuen-Satz ausnutzen und wéahlen den folgenden geschlossenen Inte-
grationsweg L mit den Kreisen C'z und —C,, wobei C'r im Gegenuhrzeigersinn durch-
laufen wird und C. im Uhrzeigersinn (deshalb die Bezeichnungsweise —C.) :

A

Im(t)

(N
[m
=

Abbildung C.3: Integrationsweg von f(1)

(oo, +

) (0,-)
j{f(T)dT: / f(T)dT+/f(T)dT+ / f(T)dT—ir/f(T)dT,
Cn (00,-)

L (0,4) —C.
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Das Integral iber C'y verschwindet fiir R — oo, denn:

Tx—l }%z—l ]%I
d :/7d <2rR— =2
/f(T) ! (t+1) = 7TRR+1 "Rt1
R

R

. : R* N
A%L/f(T)dT S]‘?I,EI;OQWR—‘—l_O firex <1.
R

Ebenso verschwindet das Integral iiber C. fiir € — 0 , denn:

z—1 z—1 T

/f(T)dT:—Zf(T)dT:/(:_i_l)dT §27T66+1:27r ¢ =

€
Ce €

x

¢ =0 fir0<zx.
e+1

e—0

lim /f(T) dr| < lim 27

Also gilt fiir 0 < z < 1:

Z{f(T)dT:ZOWdT+OZ7de
= (et — o) 7 T
= (=7 = (=1)e'™) 07 (:111) dr
! dr .

=21 sin(wz)o/ G —l—_l)

Gleichzeitig folgt aus dem Residuen-Satz:

Txfl
T)dT = 2™ Res f(7) = 2m Res
Zf 1) > Res f(r) = 2mi Y Res oy
Txfl
= 27i Res = 2mil7|"Y| _ =2mi.
r=—1(7+4+1) =-1

Jetzt setzen wir die beiden Ausdriicke fiir ¢ f(7) dr gleich:
L

re—l T

2i sin(rz) [ dr = 2ri / dr = .
i sin(mx) J ) T=2m = J D) T sin(n)

womit der Beweis von abgeschlossen ist. O
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C.6 Zwei trigonometrische Integrale

Auch die folgenden beiden trigonometrischen Integrale lassen sich auf die Gamma-
Funktion zuriickfiihren:

u(w) = / " cos(t)dt  firt €R
0

v(z) = /tx’l sin(t)dt furteR.
0

u(@) + iv(z) = / oLt dt = (4)° / e dr = (i)*T(z)  (mitt = ir)
u(z) — iv(z) = / ol g = (—i)* / e dr(—i)* T(z)  (mitt = —ir)
— 1 x T _ 1 1T\ iZ\@ r o T r
u(@) = 5 (0" + (=)7) U(w) = ()" + (e72)") T(z) = cos() I'(2) ,
1 N\ T N\ _1 iZNT _ (,—i5\T x:sinﬂ T
v() = 5 (07 = (=) T(2) = ()" = (72)") (=) (5 ) ().

T

/tx’l cos(t) dt = cos(%) [(x),

(C.6.1)
/t”_l sin(t) dt = Sin(%) [(z) .

C.7 Einige Abschatzungen zur Exponential-Funktion
Zunachst soll mittels vollstandiger Induktion bewiesen werden:
(1—a)">1-na. (C.7.1)

Fir n = 1 ist die Aussage offensichtlich erfiillt. Sei also die Aussage fiir n giiltig, dann
folgt fir n 4 1:

(1—a)""=(1-a)(1—-a)">(1—a)l—na)
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=l—-a-na+na®>>1—(n+1)a. O

Um Abschiatzungen zur Exponential-Funktion zu gewinnen, kann man von der folgen-
den Ungleichung ausgehen (y € R):

1 2 1
Y Yy 2 _
l4y<l+>4+Z+<l4+y+y’+-=—- =

1 2! 1—y

1
1 V< —. C.7.2
+y<e <1—y ( )

1

Setzen wir in der linken Ungleichung y = - 1

und in der rechten Ungleichung y = —

n+17
so folgt:
1 1
In(l1+—-)<— und
n n
1 1 n+1 1
In(————) =1 =1In(1+—
o G = =) =
1 1 1
<In(l+-)<—. C.7.3
n+1 n(l+ n) n ( )
Setzen wir in m Yy = % und potenzieren mit —n, so folgt:
-ty cetcas by (C.7.4)
- — e — : T.
n n

Aus der linken Ungleichung laBt sich mit Hilfe von (1 + £)" < e’ und |C.7.1| noch eine
weitere hilfreiche Ungleichung ableiten:

O<et_“_iwzetﬂ—éﬂ—iﬁ>

(C.7.5)
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C.8 Die Produkt-Darstellung der Gamma-Funktion

Euler kannte bereits die folgende Produkt-Darstellung der Gamma-Funktion, doch erst
Gaufl hat diese Darstellung publiziert:

n® - nl

I'(z) = Jim @il @) (C.8.1)

Gelegentlich wird auch die folgende Darstellung bentitzt:

. n® - (n—1)!
[(xz)=1 . C.8.2
(=) ”1—>I203:(x+1)-~-(:1:+n—1) ( )
Wegen lim,, o ﬁ = 1 sind beide Darstellungen aquivalent.

Beweis. Euler hat die Exponential-Funktion definiert als

~ lim (14 2)" | (C.8.3)

n—oo

Betrachtet man jetzt die Folge der Funktionen
r z—1 t n
z) = /t (1— mdt (C.8.4)
n
0

fir n — oo, so kann man zeigen, dafl diese Folge gegen I'(z) konvergiert:

(I'(2) = Tu(z)) = /oot”_l(e_t —(1- ;)") dt
/n“ 1—; dt+/t“—tdt

Das letzte Integral geht fiir n — oo gegen 0, denn

r) = /tr_le_t dt = /tm_le_t dt + /t’”_le_t dt
0 0 n

n o0 o0

= lim [t e tdt+ lim [t e tdt =T(z)+ lim [t e 'dt =
n—oo n—oo n—oo
0 n n

lim t*le7tdt =0.

n—oo
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Zu jedem vorgegebenen kleinen e gibt es also ein ng, mit [ t*le7tdt < e

n

t

. R B z—1/ -t Y :

Jim (I'(z) = Tu(2)) = lim [ " (e (1 n) )dt—!—l% €
0

— Jim [7)t”1(et— (1— :Lm dt + /n et — (1= L)) dt]

n

< lim /tH( (1—f )dt + lim /tx Te ' dt
n— o0
0
7o t [e'e]
< lim [t e —(1——=)")dt+ lim [t ledt
n—00 n n—+00
0 no

no
t
< lim [# 7 He ' —(1—-=)")dt+lime.
n—00 n e—0
0

Mit Hilfe von [C.7.5 folgt

lim (I'(z) — ) < lim /t’” ot ! dt lim — /zf"'“"Jrl dt =0.
n—o00 n—o00 n—oo n
Nachdem wir jetzt wissen, daf3
[(z) = lim I'y(z) , (C.8.5)

wollen wir diese I',,(z) mit der Substitution ¢ = n - 7 und partieller Integration noch
etwas weiter umformen:

1
1
=n"[—7"(1—1)" B/T )" dr]
as T
0
n | n(n /
— [ 1— nld — /w+1 nQd
n [1’ O/T( ) Tl=n [x($+ J T T) 7]

n!
r(z+1)---(x+n)’

Damit ist bewiesen. O
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Weierstrafl hat diese Produkt-Darstellung der Gamma-Funktion noch etwas weiterent-

wickelt:

n

Jetzt stellt sich die Frage nach der Konvergenz der Folge ,:

Y 1= killlﬁ —1In(n) . (C.8.6)

Wir fiihren eine weitere Folge 4,, ein mit d,, < 7, und zeigen mit Hilfe von [C.7.3] da8
v, monoton fallt, wahrend d,, monton steigt, womit die Konvergenz nachgewiesen ist:

6n =Yn — — :>6n<7n7
n
' n=———1In(1+-)<0,
Ynt1 — 0 n(+n)
1
Ope1 —0p=——In(14+=) >0
n

Der Grenzwert der Folge v, heifit Euler-Mascheroni Konstante

n—00
k=1

"1
v := lim [Z P ln(n)} ~ 0.5772157 . (C.8.7)
Und damit wird die WeierstraBsche Produktdarstellung der Gamma-Funktion zu

D)= e 2 T “ik) | (C.8.8)
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C.9 Eine Multiplikationsformel fiir die Gamma-Funktion

Sei m € N, dann gilt fiir die Gamma-Funktion die folgende Multiplikationsformel:

Wi:_[OlF(:EJr;) :=T'(x) F(x+;)F(x+i)F(x+7rLT;1)
= (271')771 ma=me ['(mzx) . (C.9.1)

Beweis. Mit Hilfe der Produktdarstellung betrachten wir zunéchst den folgenden
Ausdruck @,,(z), von dem wir zeigen wollen, dafl er von x unabhéngig ist:

mme 7' Dz + L)

Qm(x) =
m(@) m [(max)
17! lim n* i (n—1)!
_ yma—1 =Y N300 (gt L) (@t Z+1) — (@+ L +n—1)
—m ' lim nmz.(n—1)!
n—00 ma (mac—‘rl) o (mz+n—1)
17" lim n"ti - (n—1)!
_ a1, =0 T G ) 4D - (e D)

. (mn)m®-(mn—1)!
hmn_mo ma (mx+1) - (mz+mn—1)

In der letzten Zeile haben wir im Nenner n durch m - n ersetzt, was ja im lim,,_,,, das
gleiche ergibt. Damit folgt:

m , me+2=L rrm—1 1
Qm(z) =m™ 1. 1i ((n = Y™ > =0 GO eI ST LD
mz (mx+1) - (mx+mn—1)

((n o 1)|)m nmermT*l mmn

@ (z+ ) - (a2
m—1 T (gt T e (4 T dm—
n—00 (mn)m - (mn — 1)!

Wegen z + ™21 = g 4 ™=1 4 — 1 folgt

(x+ =) (v 4 2L
o (et )@t s (e S 1)

Damit ist @,,(x) tatsachlich von z unabhéngig:

Qm = Qm(x) = mmx—l - lim

n=oo  (mn)™ . (mn — 1)!

m—1

_ N\NM 55— pymn—1
~ lim (n=1H"n"z m

n—00 (mn —1)!
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Jetzt berechnen wir Q2, als Qp,(x)? an der Stelle z = L

- 1, mmm [ID(E+5), ml ordl,
@t = Qui = (ot Bt by — (T ()
B m—lF r 2_m—1F r m—lF . r _m—lF r (1 r
*(Tl;[l () *Tl;[l () g (—*)*T:1 () - T(l—-—).
Mit [C.5.1] folgt:
m—1 T . m—1 1
Qm = 71;[1 sin(m L) = Tl;[l sin(mt)

Dieser Ausdruck fiir 2, 148t sich noch weiter vereinfachen. Das Polynom 2™ — 1 hat
die m Nullstellen 2™ mit r € {0,1,2,...,m — 1}. Daraus folgt:

m—1 ™ —1 m—1 -
Y ool = = II (z—e*™m). (C.9.2)
r=0 xr = r=1

Mit z = 1 erhalten wir:

m—1 m—1
s - T

m = 1 — 627”'% — em’% effri% — ™
I1( ) =TI e ( )

r=1 r=1

m—1 m—1
- r:[l e (—2 sin(ﬂ%)) = gm—1m=1(_;ym-1 f:[l sin(w%)
m—1 r
=2""1 ] sin(r—) . (C.9.3)
r=1 m
Damit folgt jetzt fir Q,,:
Qu= (T ) = (o)
m=T o sin(mt)’ m mEs
und schliefSlich
m—1
[ =+ %) = Qum ™D (mz) = (27)"“F m3 ™ T(ma) . O
r=0

Héaufiger wird diese Formel fiir den Fall m = 2 benotigt:

I'(z) -T(x+ ;) = 732172 7 (22) . (C.9.4)
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C.10 Die Digamma-Funktion und In(I'(z))
Die Digamma-Funktion F'(z) ist als die logarithmische Ableitung der Gamma-Funktion
I'(1 + z) definiert.
d I"(1+ x)
F r= In(I'(1 = —. C.10.1
(@) = o (O +2) = F (©10.1)
Héufig wird als Digamma-Funktion auch ¢ (z), die logarithmische Ableitung von I'(x)
bezeichnet und verwendet. Der Zusammenhang beider Digamma-Funktionen ist:
(C.10.2)

d IM(z)
= —(In(I" =
(r) == g (@) = f
=Fx—1). (C.10.3)
Damit besteht folgender einfacher Zusammenhang zwischen beiden Digamma-Funktionen
d d d
F(z) = - (n(D(1 +2))) = = (n(e - D)) = +(Inx) + (T()))
(C.10.4)

=1+M@-

x
Die folgende Reihenentwicklung der Digamma-Funktion F'(x) wird auch im Zusammen-

hang mit der Hurwitzschen Zeta-Funktion benétigt

d < ek d
——(In(e™™ ) = (= + 3 (5 —In(1+ 7))
T dx k];Il (14+7) d:(: kz:l k k
S LG T
= — . 10.
v+ Z k o (C.10.5)
Jetzt sollen noch zwei wichtige Integraldarstellungen fiir ¢(x) und In(I'(x)) hergeleitet
werden:
1 T2y 1
- 4lnx-— / . .10.
() 2:c+ nx J PR eQWy—ldy’ (C.10.6)
(C.10.7)

und die sogenannte 2. Binetsche Formel fiir In(I'(z))
72 arctan(¥ 1
inU ay+ L n(am)

627ry _

hqm@):—;m@y+amx—1) /
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Beweis. Aus|C.10.5| folgt fiir ¢'(z):

[e.9] [e.9] 1

Y@ =P =% s =Y

(C.10.8)

Zu einer Integraldarstellung von gelangen wir, indem wir erkennen, daf} ¢'(x)
identisch mit der Hurwitzschen Zeta-Funktion ((2,x) ist (siehe und dann die
entsprechende Integraldarstellung fir ¢(2,x) einsetzen. Dabei schreiben wir zur
Abkiirzung © := arctan(¥):

Lo 72sin(2@) 1 dy .

(22 + 42) Ce2my

Mit sin(20) = 2 sin(0) cos(0) = ¢ 3_{; folgt:

Das Integral konvergiert gleichméBig fir (x) > ¢ > 0, denn:

4:Ey 1 4y
d </ /
|/ yI = ) |m2| 62”?/ dy < ) 62”9

% 4+ y?) ey _ ]
Damit kénnen wir also ¢(x) durch einfache Integration erhalten:

¢(x):——+ln dy + Cy .
-[w

1:2+y ey

Durch nochmalige Integration ergibt sich In(I'(x)). Dabei verwenden wir noch (siehe

auch [F.3.3):

tan(z) L o 4 retan(d) —2 y
—arctan{xr) = ———5 —arctan(—) = = —
dx 1+ 22 dx x 1+ (4)2 (22 4 12)
und erhalten:
1 72 arct
In(D(z)) = = In(z) + #(lnz — 1) +/ a‘,fcyanl dy + Crz + Cs . (C.10.9)
ey —
0

Jetzt bleiben noch die beiden Integrationskonstanten C; und C5 zu bestimmen. |Whit-
tacker u. Watson| (1969) leiten zu diesem Zweck in Kapitel 12.31 die 1. Binetsche Formel
fur In(I'(z)) her, die sich dann auch zur Ableitung der Stirling Formel fiir die Gamma-
Funktion nutzen la3t. Wir wéihlen hier den einfacheren Weg, C; und C5 aus der Kenntnis



C.11 Die Funktionswerte von (I'"*)(0) und I"(1) 235

der Stirling Formel zu berechnen, die wir im Zusammenhang mit asymptotischen Ent-
wicklungen in [[.5.9 beweisen werden. Die Stirling Formel der Gamma-Funktion gilt
asymptotisch fir grole Wert von z:

T(z+1)=al(z) » V2re 2" =

1
In(I'(z)) = ln(;F(w +1)) =—In(z) + In(I'(z + 1))
1 1 1 1
~ —In(x) + 5 In(27) —z + (x + 5) In(z) = 5 In(27) —x + (x — 5) In(x) .
(C.10.10)
Wir erkennen in diesem Ausdruck der Stirling Formel bereits eine gewissen Ahnlichkeit

mit [C.10.9] Es bleibt die Frage, ob wir das Integral in [C.10.9 fiir grofie Werte von z
geeignet abschétzen konnen. Wegen 0 < arctan(¥) < £ (siche |F'.3.4) gilt:

T2 arctan(¥) o1 Y
Jim Wdyﬁg}%;/ezwy_ldyzo-
0 0

Durch Gleichsetzen von fiir grole Werte von x mit [C.10.10] folgt:

—; In(z) + z(lnz — 1) + Cha + Cy = ; In(27) —x + (x — ;) In(z) =

1
01:0, 0225111(277'),

womit [C.10.6 und [C.10.7] bewiesen sind. O

C.11 Die Funktionswerte von (I'"!)'(0) und T”(1)

Héufiger werden die beiden Werte -2T'!(z)

, und %F(I)Lzl benotigt.

r=

[e.9]

(@) =we [T+ e =

d, 4 e T, = d T T, _a

I )@ =c TLEII[(H;)e "z (e TLEII[(Hg)e ") =
T0)=1. (C.11.1)

[V(1) erhalten wir iiber die Digamma-Funktion F'(x), die logarithmische Ableitung der
Gamma-Funktion I'(1 + z), an der Stelle x = 0:

F(0) :FF(%) —T'(1) = —7 . (C.11.2)
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C.12 Produktdarstellung der Sinus-Funktion

Aus der Weierstrafischen Produktdarstellung der Gamma-Funktion 148t sich unschwer
eine wichtige Produktdarstellung der Sinus-Funktion ableiten. Mit[C.2.3lund [C.5.1]folgt:

P(@)P(1 —2) = D(z)(—2)I'(-z) =

C.13 Gamma-Funktion und logarithmische Konvexitat

Sehr schon ist auch der Beweis von Artin (Artin| (1931))), daff die Forderung von ,loga-
rithmischer Konvexitiat” zusammen mit der Funktionalgleichung f(z + 1) = zf(z) und
dem Anfangswert f(1) =1 die Gamma-Funktion I'(z) eindeutig definiert.

Eine Funktion f(z) heifit konvex, wenn fiir ein festes xy € R die Funktion der Differen-
zenquotienten

fx) — f(o)

Pl zo) 1= T — Zg

eine monton zunehmende Funktion darstellt.

Eine Funktion f(z) heifit logarithmisch konvex, wenn In(f(x)) eine konvexe Funktion
ist.

Beweis. Sei jetzt 0 < 2 < 1, n > 2, so folgt aus der logarithmischen Konvexitit (am
Punkt 2y = n):

In(f(=1+mn)) —In(f(n))
(-14+n)—n

In(f(z +n)) = In(f(n))
(x+n)—n

In(f(1+n)) —In(f(n))

= (1+n)—mn

<

Mit Hilfe der Funktionalgleichung und des Anfangswertes fir f(z) kénnen wir das
umformen zu:

In((n —2)!) —In((n — 1)1
(=1)

zln(n—1) <In(f(x+n)) —In((n —1)!) <z In(n) ,

In(f(z+n)) —In((n —1)!) < In((n)!) —In((n — 1)!)

= (x+n)—n (1) ’

In[(n —1)%(n— )Y <In(f(z+n)) <In[(n)*(n—1)].
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Da In eine monoton wachsende Funktion ist, folgt:
(n—=1*n -1 < flz+n) < (n)"(n—1),

(n—1)%(n—1)!
r(x+1)--(x+n—-1)

(n)*(n —1)!
(x+1)---(z+n—-1)"

()7 (n)! (@)
(x+1)---(x+n—1)(z+n) n o

gf(:c)sx

(n—1)%(n —1)!

z(x+1)---(x+n—-1) Sf(:t)ﬁx

Die linke Ungleichung gilt fiir jedes n > 2 | also auch fiir n + 1:

(n)*(n)! (n)"(n)! (z+n)
x(cc+1)--~(x—|—n)Sf(x)ga:(:c+1)-~«(x—|—n—1)(x—|—n). n ~
n n“n!
IS ) =
, nn!
flz) = lim 2@+ 1) - (xtn)
Wegen ist f(x) also gerade I'(z). O

C.14 Literatur zur Gamma-Funktion

e Abramowitz u. Stegun (1970), Handbook of Mathematical Functions,

e Weisstein| (1999), Gamma Function, MathWorld (Internet),
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D Einfiihrung in die Riemannsche
Zeta-Funktion

D.1 Bernhard Riemann (1826 — 1866)

Bernhard Riemann wurde 1826 in Breselenz
bei Dannenberg in Niedersachsen geboren.
Wie sein Vater sollte er zunéchst Pfarrer wer-
den, aber bereits auf dem Gymnasium fiel dem
Rektor Riemanns aulergewohnliche Begabung
fiir Mathematik auf. Es heifit, Riemann habe
das von seinem Rektor entlichene Buch von
Legendre iiber Zahlentheorie mit 859 Seiten
in einer Woche gelesen. Er begann ein Studi-
um der Mathematik in Gottingen, wo er erst-
mals Gauss horte, der aber fiir Studenten der
Anfangssemester unzuginglich war. Riemann
wechselte dann nach Berlin zu Jacobi und
Dirchlett, die ihn unterstiitzten und forder-
ten, und dann wieder zuriick nach Goéttingen.

Er promovierte mit einer Arbeit tiber Funk- Sreft %"”‘”“
tionentheorie. Um als Privatdozent in Gottin-

gen lehren zu dirfen, mufiten die Kandida- Abbildung D.1: B. Riemann
ten drei Themenvorschlige fiir ihre Probevor- A. Weger (1863), PD.
lesung einreichen - und iiblicherweise wurde [http://de.wikipedia.org/wiki/
vom Dekan der Fakultét der oberste Vorschlag Bernhard_Riemann]

dieser Liste ausgewéhlt. Riemanns Vorschlag

Nr. 3 lautete ,,Grundlagen der Geometrie”, und als Gauss das las, wéhlte er als Dekan
dieses Thema fiir Riemanns Probevorlesung. Uberrascht legte Riemann all seine Unter-
suchungen zum Thema , Elektrizitat, Magnetismus, Licht und Gravitation” zur Seite
und schuf im Jahr 1854 in den 2 Monaten bis zu seiner Probevorlesung die Grundlagen
der Differentialgeometrie. Nun, Gauss war begeistert! 1855 starb Gauss und Dirichlett
folgte ihm in Gottingen nach. Als auch Dirichlett im Jahr 1859 starb, erhielt Riemann
den Gottinger Lehrstuhl fiir Mathematik. 1862 heiratete er Elise Koch, mit der er eine
Tochter hatte. Riemann erkrankte an TBC und suchte Linderung im milderen Klima
des Tessin, wo er dann mit nur 39 Jahren am Lago Maggiore verstarb.

Neben der Begriindung der Differentialgeometrie in seiner Probevorlesung sind beson-
ders wichtig Riemanns zahlreiche Beitriage zur Funktionentheorie, seine Arbeit * Uber die
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Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Gréfie’ von 1859 mit den Erkenntnissen
zur Zeta-Funktion, sowie weitere Arbeiten zur Theorie der Integration, der Fourier-
Transformation, der hypergeometrische Differentialgleichung, der hyperbolischen Dif-
ferentialgleichungen und Stabilitatsproblemen von Losungen partieller Differentialglei-
chungen der mathematischen Physik. Seine italienischen Mathematiker-Freunde Betti
und Beltrami beinflufite Riemann bei ihren Forschungen zur algebraischen Geometrie
und Topologie. [Quelle: Wikipedia-Riemann| (2010))].

D.2 Reihendarstellung der Zeta-Funktion

9

0.03 3
0.02 15
0.01 - /\ 1

0. /N 0

\/ N
0.01 - 1o
0.02 - 1-2
0.03 -3
10 -8 -6 -4 -2 > 4 6 8 10

Abbildung D.2: Riemannsche Zeta-Funktion
Infovarius (2012), PD.
[https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Zeta function graph.png]

Euler hat im Zusammenhang seiner Untersuchungen von Potenzreihen die Zeta-Funktion

definiert als
o0

C(s): =) ;s mits € N, s > 1. (D.2.1)

n=1

Riemann hat diese Definition dann ins Komplexe erweitert

((2) := i ;Z mitz € C, R(z) > 1. (D.2.2)

n=1

D.3 Produktdarstellung der Zeta-Funktion

Die Darstellung der Zeta-Funktion ist auch deshalb interessant, weil eine ahnliche
Konstruktion zu einer wichtigen Produktdarstellung der Zeta-Funktion fiihrt, die zuerst
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von Euler gefunden wurde und die algebraischen Zahlentheorie begriindet hat.

((z) (1—277 Z (27102: > i

n=1

P
n=1 n
n&2N

In dieser Summe fallen alle Terme weg, in denen n durch 2 teilbar ist, d.h. n € 2N.
Multipliziert man ((z) (1 —27%) jetzt mit (1 —37%), so fallen in der Summe zuséatzlich
noch alle Terme weg, in denen n auch noch durch 3 teilbar ist, d.h. n € 2N U3N. Dieses
Verfahren kann man nun fiir alle Primzahlen fortsetzen und erhalt

(1 -2)(1-3)1-5%) =1 = ¢z [ Q-p3)=1 =
p(prim)=2
() = L ] QeprerFa). (D.3.1)

H;?prim):Q(l —-p ) p(prim)=2

D.4 Integraldarstellung der Zeta-Funktion

Mit Hilfe der Gamma-Funktion I'(z) 148t sich die sehr hdufig vorkommende Integraldar-
stellung der Zeta-Funktion gewinnen:

(e}

NE

C(2)-T(z) = Tj ) ;/ ey (D.4.1)

3
I
—

Mit der Substitution y = nx erhalten wir

o0

-5 zl-mdx_/<mze-m) x

- [ e [

z—1

((2) = / ’ dx . (D.4.2)

er —1

Auch fiir diese Integraldarstellung der Zeta-Funktion gilt, ebenso wie fiir die Reihen-
darstellung der Giltigkeitsbereich z € C, R(z) > 1. Dies sieht man sofort, wenn
man sich den folgenden Anteil des obigen Integrals anschaut:

1

/1+x+0 2) —1

0

do = [(**(1 - 0" do = - ! S(1+0(1))
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D.5 Analytische Fortsetzung der Zeta-Funktion nach
0<R(z) <1

Zunéchst ist die Zeta-Funktion ja nur fir (z) > 1 definiert. Riemann hat nun gezeigt,
wie sich die Zeta-Funktion mit Hilfe der Eulerschen Summenformel analytisch in den
Bereich 0 < R(z) < 1 fortsetzen laft.

Wir verwenden hier fiir die Eulersche Summenformel folgende Schreibweise (siehe(B.2.11],
bzw. Richter u. Schiekel (2004)), 6.1 und 6.2):

b—1 b b

> fn) = [ fyde+ 30 60 g e [ EnUE) oo g

m)!

a a

(D.5.1)

Dabei sind die By, die Bernoulli-Zahlen und die B,,(x) die Bernoulli-Polynome

oder Richter u. Schiekel (2004)) und {z} = x — [z] = x mod 1 bezeichne den Dezi-

malbruchteil von x. Wir verwenden hier im Zusammenhang mit der Zeta-Funktion die

Eulersche Summenformel mit a = 1, b = oo und dem Funktionsreihen-Index m = 1.

Deshalb benétigen wir die Bernoulli-Zahlen und Bernoulli-Polynome nur zum Index
1

m =1, also B; = —5 und Bi({z}) = {2} — 3 = = — [2] — ;. Wir beginnen zunéchst

wieder mit dem Bereich $(z) > 1, und erhalten damit:

>~ 1 71 B, 11 7 B({z}) (—2)
nz:: ns v 11 z#h + T
-1 1 11 Tao-—[z]-1
= . - - _ 7d
> —1 =z 1 1 ( 2> % |y Z/ xz-i—l €

1

11 Ta—[r] -1
_ +_Z/;g[x]2dx
1

xz—l—l

Bei dieser Darstellung der Zeta-Funktion sieht man, daf§ der Integralterm fiir #(z) > 0
konvergiert und eine regulére Funktion definiert, denn B;({z}) = x — [z] — § ist eine
periodische und beschrénkte Funktion. Bei z = 1 hat ((z) einen Pol erster Ordnung mit
Residuum 1. Also kann man jetzt die Zeta-Funktion im Bereich R(z) > 0 definieren als

1

((2) := ! +1—z/x_[x]_2dx. (D.5.2)

z—1 2 s

Bevor wir uns weiter mit dieser analytischen Fortsetzung der Zeta-Funktion beschéfti-
gen, soll zundchst noch der lim,_; {(z) untersucht werden.

Flel—x+ 1L 1 T lz] = 1 1> 1
/ $+2al:10+— /[95] xd:c—l—f—l)— + =
1 2 1 .TQ

lim [¢(2)

z—1 z—l
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71
dx—/—
1

lim [¢(2) — —

z—1

z—1

]

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—0o0

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

lim
n—oo

= lim
n—oo

1

n

=T 1 = tim

n
l’Q n—oo / €x
1

[ [a] n
/ﬁdx—log x|
L1
(n—1 m+1m

/ —dr—logn| +1
m=1 g, Z
[n—1 m+1
Z -m — log n] +1
Lm=1 T lm

n—1
1 ——+1)—1
+mz::1(m T+ ) ogn]

3

Lk=1

[#]

2

X

dx
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(D.5.3)

Hierbei ist v die Euler-Mascheroni Konstante, der wir schon bei der Weierstrafischen

Produktdarstellung der Gamma-Funktion begegnet sind (siehe [C.8.7)).

Wir kehren zuriick zur Definition der Zeta-Funktion in und untersuchen diese
Darstellung im Bereich 0 < $(z) < 1 noch etwas genauer. Dieser Bereich ist deshalb
so wichtig, weil sich hier, wie spéter gezeigt wird, alle imaginiren Nullstellen von ((2)
befinden (welche ja Gegenstand der bertihmten Riemannschen Vermutung sind).

°°[]—:c+— 1 1
g(z)_z/ 7oH =1 2
1
7[ / Lo
= Z —
/ xFt+1 2 xz—&-l -1 2
7[93] p +z(—1)1 Lo
=z x —
/ L 2z z7h z—1 2
B T la]—x 1 1 1 T la]— = z
—z/ pore) dm+§+j+§ z/ oo d:c—l—z_l.
1 1
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—=7 1aBt sich jetzt in ein geeignetes Integral tiber [;”ljf umformen

1

1 1
"z - —x 1 2 1
ZO/ o da::zo/szaM:—zo/xzdx:Z_lxz1

1 z

0 Z—l’

und damit erhalten wir die wichtige Darstellung von ((2) auf 0 < R(z) < 1

((z) ==z 70 [:izzlx de + z /1 [xx]z;x dx = z 70 [Q;]Z:lx dx . (D.5.4)

D.6 Analytische Fortsetzung der Zeta-Funktion nach
—1<R(z) <0

in ein geeignetes Integral tiber [;E]Ifc umgeformt haben, wollen

. . . . . . z]—x+1
wir hier ﬁ + % in ein geeignetes Integral iiber [ ]zz+1 2 umformen

1 ) 1 1 . .
- 5 1 1 1 -1, 1
z/m x+2dx:—z/dx+;/ o = —~ +E(‘ )
0 0 0

z
z—1

Ebenso wie wir oben

12+l % 17+l 2—1 21|, 9\ L 2 0
oz 1 oz 1+1_ 1 +1
Cz—1 2 z-—-1 2 2—1 2

xz—&-l I-Z-‘rl
0
T r] -z + :
0

Dies ist also eine geeignete Darstellung von ((z) im Bereich —1 < R(z) < 0.

D.7 Alternierende Zeta-Funktion (Dirichletsche
Eta-Funktion)

Dirichlet hat in Analogie zu [F.1.1] noch die alternierende Zeta-Funktion, auch Eta-
Funktion genannt, eingefiihrt:
00 (_1>n—1

n(z) =Y

n=1

> mit z € C, R(z) > 0. (D.7.1)
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Wir werden unten zeigen, dafl der Gultigkeitsbereich dieser Darstellung der Eta-Funktion
mit z € C, R(z) > 0 tatsdchlich bedeutsam groBer ist als der Giiltigkeitsbereich der
Reihendarstellung und der Integraldarstellung [D.7.4] der Zeta-Funktion.

Aus der Eta-Funktion l&8t sich eine weitere wichtige Darstellung der Zeta-Funktion
gewinnen - und auch diese Darstellung der Zeta-Funktion ist jetzt fir z € C, R(z) > 0
giltig, also auch im sog. kritischen Bereich der Zeta-Funktion 0 < R(z) < 1

=2 — =2 = 21 Z I 21 z
1 1 © (1)1
(= g0 = o X 072

Wie fur die Zeta-Funktion 148t sich auch fur die Eta-Funktion mit Hilfe der Gamma-
Funktion eine Integraldarstellung angeben:

n(z)-I'(z) = i (_11):_1 T(2) = f:l (_13:_1 -/yz’le’y dy . (D.7.3)

Mit der Substitution y = nx erhalten wir:

- Z<xz—1(_1)2 (—e—m)n> dz = Zoxz—l( OF E_(e x)x) d
= 0/ ;:_ ] dr =
((2) = I‘(lz) 7;:__11 dz . (D.7.4)

Fiir diese Integraldarstellung der Eta-Funktion gilt der gleiche Giiltigkeitsbereich z €
C, R(z) > 0 wie fur die Reihendarstellung [D.7.1} Dies sieht man sofort, wenn man sich
den folgenden Anteil des obigen Integrals anschaut:

1

z
0
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Gelegentlich werden noch die beiden Werte 1(0) und 7(1) benétigt. n(0) wird durch

analytische Fortsetzung von und mittels des Wertes von ¢(0) = —3 (siche[D.10.11)

bestimmt:
1 1

n(0) = (1-2)¢(0) = ~(~3) = 5 (D.7.5)

n(1) konnen wir aus der Taylorreihe des Logarithmus bestimmen. Fir —1 < x < 1 gilt:

ln(l—l—x):x—;xz—l—;x?’—i—... =
1n(2):1n(1+1):1—;+§+...=§(_151:77(1) N
n(1) = In(2) (D.7.6)

D.8 Reflektions-Formel (Funktionalgleichung) der
Zeta-Funktion

Sowohl in der Darstellung der Zeta-Funktion [D.5.2] als auch in [D.6.1} taucht im Zahler
des Integranden die Funktion [z] — = + % auf. Diese Funktion ist periodisch in den
Intervallen [n,n + 1] mit n € N und kann also in eine Fourier-Reihe entwickelt werden:

1 ag

[x] —x + 575 + > agcos(2mkz) + > bysin(2rkz) . (D.8.1)
k=1 k=1

1

-2 xcos(27r-k-x)d:l:—l—/cos(%r‘k‘:c)dx
0

o —_ _

_9 27

27

1

= n)? / y cos(k - y) dy + 7 /cos(k -y) dy
0 0
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—2 [y 11 o
= 20 % sin(k - y) / — sin(k - y) dy| + o T sin(k - y)
_9 i (_1> 2
= - cos(k - y) =0.
(2m)?2 i k2 0 ]

:2/([x]—$+;) sin(2m - k- x)dx

1 1
:—2/xsin(%r-k-x)dx+/sin(27r-k:-x)dx

21

1
= /ysmk y)dy+2—/sm(k y) dy
0

/—\

) —y 27 2 _ 1 o
= o | cos(k - y) o J — cos(k -y)dy| + 9 T cos(k - y) )
=2 [—271 1
el k|l oAk’

Setzen wir diese Fourier-Koeffizienten ein in [D.8.1] so erhalten wir

1 & sin(27mkx)

k=1

(D.8.2)

Dies Ergebnis setzen wir jetzt in die Darstellung der Zeta-Funktion fiir den Bereich

—1 < R(z <OMem

Fir die Gamma-Funktion hatten wir in abgeleitet:

Tz 7 sin(y) Tz

y* sin(y) dy = sin(;)F(z’) = / e dy = sm(—;)ﬂ—z) :
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()= 2 3 B eren s ) = () 1) 2 e e 3 1
=277 ! sin(%) I'l—2)¢(1—=2). (D.8.3)

Dies ist die berithmte Reflektions-Formel oder Funktionalgleichung der Zeta-Funktion
von Riemann. Diese Gleichung gilt zunéchst fiir den Bereich —1 < R(z) < 0, ist aber
analytisch fiir alle z € C mit Ausnahme des Pols bei z = 1 und kann daher als analyti-
sche Fortsetzung von ((z) auf ganz C \ 1 ausgedehnt werden.

D.9 Nullstellen der Zeta-Funktion

Aus der Eulerschen Produktdarstellung folgt, das ((z) fiir ®(z) > 1 keine Null-
stellen hat, da ((z) fiir ®(z) > 1 ein konvergentes Produkt unendlich vieler nichtver-
schwindender Faktoren ist.

Sei jetzt R(z) < 0, dann folgt aus daB die einzigen Nullstellen von ((z) die
Nullstellen von sin(7) sind, also z € {—2, —4, —6,...}. Diese Nullstellen heifien triviale
Nullstellen von ¢(z).

Der kritische Bereich der Zeta-Funktion in Bezug auf Nullstellen ist der Bereich 0 <
R(z) < 1. Aus und dem Schwarzschen Reflektionsprinzip [((z) analytisch und
((2) reell auf der reellen Achse = (*(z) = ((z*)] folgt, dafl die Nullstellen von ((z)
immer paarweise und symmetrisch zur Linie R(z) = % vorkommen miissen:

Cp)=0 = ¢(1-p)=0,
C(p)=0 = ((p*)=0,

= [((p)=0 = (1-p)=0 =
((a+if)=0 = ((1—a+iB)=0. (D.9.1)

Das heift, die Nullstellen von ((z) liegen auf der Linie R(z) = 5 oder symmetrisch zu
dieser Linie. Man kann nun zeigen, daf {(z) in dem kritischen Bereich 0 < R(z) < 1
unendlich viele Nullstellen hat, ja sogar unendlich viele Nullstellen auf der Linie R(z) =

1 (siehe Titchmarsh| (1986)).

Die bertthmte Riemannsche Vermutung, dafl tatsdchlich alle Nullstellen von ((z) im
kritischen Bereich 0 < R(z) < 1 auf der Linie (z) = 1 liegen, konnte bis heute weder
bewiesen noch widerlegt werden - siehe Wikipedia-Riemann-Hypothesis| (2010)).

Wedeniwski (2005) hat mit seinem numerischen Projekt ZetaGrid (Stand Oktober 2005)
fiir die ersten 100 Milliarden Nullstellen der Riemannschen Zeta-Funktion bis hin zu
einem (z) < 29538618432 236 die Riemannsche Hyothese verifiziert.
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D.10 Cotangensentwicklung, Zeta-Funktion und
Bernoulli-Zahlen

21

Die Funktion cos(zxz) als Funktion von x ist periodisch in <F und kann daher in eine
Fourierreihe entwickelt werden

cos(zx) = %4 i ay cos(kx) + i by sin(kx) . (D.10.1)

2 k=1 k=1

Da cos(zz) gerade ist, d.h. cos(zx) = cos(—zx), sind alle by = 0.

™ z 2=0 Tz

mw

s 2 . ™ 2 &
/ (22) 2 sin(zx) 2 sin(nz) |
0

Im folgenden werden zwei Additionsformeln fiir die trigonometrischen Funktionen be-
notigt (siehe |Abramowitz u. Stegun| (1970), 4.3.16, 4.3.17)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y) ,

2 cos(x) cos(y) = cos(x + y) + cos(x — y) .

2 | 2 71
ar = — / ) cos(kz)dr = — / —[cos(z + k)x + cos(z — k)z| dx
T T 2
0 0
1 [sin(z+k)xr sin(z —k)x|" 1 [sin(mz + km)  sin(mz — k)
= = T+ = = T
T z+k z—k oo T z+k z—k

z+k + z—k

N

[sin(rz + kw)  sin(rz — lmr)]

1 [sin(mz) cos(km) 4 cos(mz) sin(k) N sin(mz) cos(km) — cos(mz) sin(km)
T | z+k z—k

1 b 1 1 B l vk 2z

= (—1)" sin(7z) oy + = IJ = (—1)" sin(7z) =2

cos(zx) =

2z sin(mz) | 1 > (—1)k
e [222 — kz::l ERpe cos(k;x)] . (D.10.2)

™



250 D FEinfiihrung in die Riemannsche Zeta-Funktion

Dies ist die Partialbruch-Zerlegung von cos(zx).
Aus[D.10.2|148t sich mit x = 0 leicht eine analoge Entwicklung fir —72—, bzw. fir —%

| sin(7z)’ sin(y)
gewinnen
2zsin(mz) [ 1 & (—1)*
== | o )
Tz f’: (—1)*222
sin(mz) = k222
y e’} X y2
=1-2 —1) ———— . D.10.3
sin(y) kgl (=1) k2m? —y? ( )

Mit [D.10.2) und x = 7 folgt die gesuchte Partialbruch-Entwicklung fiir cot(y):

cmm:wwazlb—im%A (D.10.4)

sin(rz) 7z

1 [1 e 2z 1|1 ity z
—W_ﬁzzz_kz]w[ﬁ_z —14

k=1 oo 2
11 s ztk | 111 ff 1
1|z k—ooZQ k2 T |z T z—k
1 & 1
= 3 S (D.10.5)

Die Darstellung ist insbesondere bei der Entwicklung von Summenformeln hilf-
reich.

Die Entwicklung [D.10.4] der Cotangens-Funktion 148t sich weiter zu einer Entwicklung
nach ¢(2n) - y?*, mit y := 7z, umformen:

2

= y

k=1

o9 2 00 2 9] 2 n
Y 1 Y (]

0o 00 y2 n+1 00 0o y2 n

L) s )

00 2n o0
Y 1

—1-2 =
ngl T2n 1; k2n ’
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y cot(y) =1—2 i Cg? Yo" (D.10.7)

n=1

Andererseits konnen wir fiir y cot(y) auch eine Entwicklung in By, - 4*" mit den gerad-
zahligen Bernoulli-Zahlen By, gewinnen. Der Ausgangspunkt hierfiir ist die erzeugende
Funktion fiir die Bernoulli-Zahlen (siehe Richter u. Schiekel (2004) 5.3, oder |Abramo-
witz u. Stegun| (1970) 23.1.1, 23.1.2):

x i B, "
_1 |
e? —1 = n!

(D.10.8)

Da B; = —% und fiir alle ungeradzahligen n > 1 die B,, = 0 sind, folgt

x r X By, 1"
61—1_}—5_2 (2n)!

n=0

Mit x = 24y konnen wir die linke Seite dieser Gleichung im Bereich —7 < y < 7
schreiben als

T +m_x( 2 e‘”—l)_mex—l—l_xex/que’”/Q
et—1 2 2\er—1 er—1) 2er—1 2ev/2—¢2/2
e e cos(y)
=1y =Y

4 . =y cot =
e —e W sin(y) y cot(y)

ycot(y) = 3 (=1)" W | (D.10.9)

n=0

Wenn wir jetzt in den beiden Entwicklungen [D.10.7| und [D.10.9| von y cot(y) einen
Koeffizientenvergleich der 3?"-Terme durchfiihren, erhalten wir

C(2n) ., Bon 2>
BT A O R
(o) = EV T (D.10.10)

2-(2n)!

Fiir n =0 und n = 1 folgen also mit By = 1 und By = é :

1 = 1_(2%)2 _7r2
C0)=—3 wd (@)= k; S B=T (D.10.11)
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D.11 Die logarithmische Ableitung der Zeta-Funktion

Sei $(z) > 1, dann gilt mit in der Nahe von z = 1:

1 —1

_ 1 "(2) = 1 — 1% .

()= 2 #1400 — 1) = () = g+ 0l —1P)
Daraus folgt fiir die logarithmische Ableitung £ In(¢(z)) = CC/((ZZ)) in der Ndhe von z = 1:
((z)  wap+0(z—-1P) —(1+0(|z — 1)
¢z)  HAv+O0(z—1) (=D +9(z—1)+0(z —1?))
1
:—;‘F’Y—f‘O(‘Z—lD . (D.ll.l)

Sei weiterhin R(z) > 1, also R(1 — 2z) < 0, dann kénnen wir die Funktionalgleichung
der Zeta-Funktion folgendermaflen schreiben:

(1l —2z) Tz

C(1—z)=2"*7"7 sin( YT(2)¢(2) =2 a7 COS(?) ['(2)¢(2) .

(D.11.2)

Fir die Ableitung von ¢(1 — z) und die logarithmische Ableitung £ In(¢(1 — z)) =

L¢(1-2)
¢(1-2)

folgt dann:

()| = tla) () =Lz,

d
/! 1 _ =
¢l =2) L. dz dz

N le

= —[-In(2) — In(w) — = tan(—) +

¢(1-2) m o mzy Dz) ()
¢(1 2 N2 F(z)+C(z)]

= In(27) + gtan(%) _DE) _de) :

(D.11.3)

Diesen Ausdruck wollen wir jetzt im lim,_,;, noch weiter betrachten. Dazu entwickeln
wir zundchst tan(%7) um z = 1 herum:

sin(%z) = sin(g) + g (z—1) cos(g) +0(]z— 1),

COS(%Z) = cos(z) — g (z—1) Sin(g) +O0(lz = 1P,

2
LG S NS R (i L B
tan( 2 )= cos(%) - -7 (z—1) (1+0(z— 1)) = Tz — 1) + O] 1%) .

(D.11.4)
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Mit |C.11.2f und |D.11.1] folgt:

¢O) .. J(1-2) 1 1

RO) _Zlgam In (2%)—71+’y+71—'y In(27) . (D.11.5)
Damit erhalten wir fiir ¢/(0) mit [D.10.11}

¢’'(0) = ¢(0) In(27) = —; In(27) . (D.11.6)

D.12 Nochmals Zeta-Funktion und Bernoulli-Zahlen

Die Beziehung [D.10.10] kann auch auf dem Weg iiber die Funktionentheorie abgeleitet
werden. Wir beginnen wieder mit der Definitionsgleichung der Bernoulli-Zahlen

°°B:c

@)= - —Z

Wir setzen die Definition von f(z) in die komplexe Ebene fort und koénnen f(z) im
reguldren Gebiet um z = 0 in eine Taylorreihe entwickeln. Bei +27im mit m € N hat
f(z) Pole. Fur die n-te Ableitung von f(z) an der Stelle z = 0 gilt:

! 1)!
() _(ntp _
f"(2) 0T <n! B, + T Boi1z+... ZZO_Bn.
Andererseits gilt mit dem Cauchyschen Integralsatz
£09(2) 1), (D.12.1)

=0 2mi ) il
Co

wobei Cj ein Kreis um 2y = 0 im Gegenuhrzeigersinn mit |z| < 27 sei (um die Pole bei
+27im zu vermeiden). Damit erhalten wir folegende Darstellung fir die By,:

n! z 1
B, = - ]4 s D.12.2
21 g e —1 zntl : ( )

0

Hieraus kénnen wir jetzt sofort By und B; bestimmen.

1 1 1 1
) e =g e e
i J er— i g AI+5+5+..)—1

Co

1 1
:7.f\ —— dz .
2mc z2(g+5+...)

0
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Der Integrand hat also bei z = 0 einen Pol erster Ordnung mit einem Residuum 1 und
damit folgt fiir By

1
By = — 2mi (Res

271 z=0 e — 1

)=1. (D.12.3)

Ebenso gilt fir By:

1 1 1 1
PN S A B S R
27mcO (e —1)z 27T'LCOZ<ﬁ—|—§+...)

Der Integrand hat also bei z = 0 einen Pol zweiter Ordnung und die Funktion

1
L+E+2+..)

g(z) :=

ist bei z = 0 reguldr und kann dort also in eine Taylor-Reihe entwickelt werden

g'(0) 2 D& +22+..) ,
1! (G+a+a+.02]
=1—§+0@%
Damit folgt fir B;:
1 1 1— zZ + O 2 1
B]_:i,zﬂ_i(ReS 1 ):RGS®2R682—(Z):——‘
2mi 2=0 22 (ﬁ + % + .. ) 2=0 22 2=0 2 92

(D.12.4)

Fir B, mit n > 2 wollen wir wieder den Residuen-Satz ausnutzen, wahlen dafiir aber
den folgenden geschlossenen Integrationsweg L mit den Kreisen C'r und Cj. Hierbei
wird Cp im Uhrzeigersinn statt im Gegenuhrzeigersinn durchlaufen, was wir durch —Cj
ausdriicken:

fﬂ@@:%ﬂ@@+[ﬂ@@+ff@@+fﬂ@m
L Cr o r

—Co

:7{f(z)dz—%f(z)dz:—j{f(z)dz.

Dabei sei f(z) der Integrand aus|D.12.2

() = Z 1 _ 1

e —1 vt (e2—1) 20
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A m(z)

Abbildung D.3: Integrationsweg fir f(z)

Die beiden Integrale entlang der positiven x-Achse heben sich gegenseitig auf, da f(2)
dort analytisch ist. Das Kreisintegral iber C'g geht wegen des Faktors 27" mit n > 2 im
limgr .o gegen Null. Und das Kreisintegral iiber —Cj, ist gleich dem negativen Integral
tiber Cy. Damit kénnen wir fiir n > 2 schreiben als

B, 27rz j{f 2m 7{]” :——2m z:: Res f(z).

z=x2mim
Der Integrand f(z) an der Stelle z = 2mim ist
1 1 1
f() = S — -

(ez _ 1) on <€Z€727T’Lm _ 1) on (ezf27rim _ 1) on

1
(z = 2mim) [1+ O((z — 2mim)?)] 2"

Also hat f(z) bei z = 2mim einen Pol erster Ordnung mit dem Residuum (27 m)~".

= () + () ]

Hieraus folgt sofort, dafl die ungeraden B, fiir n > 2 alle verschwinden:

Fiir die geraden Bs, erhalten wir erneut das Ergebnis von |D.10.10;

By = 2 TS L o OV

(2m)2n =y m (2m)?

Bon . (D.12.6)
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D.13 Zeta-Funktion und Primzahl-Theorem

Sei 7(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x, also

m(z) := {Anzahl{p;} | p; prim, p; < x} . (D.13.1)

Dann kann man (mit R(z) > 1) logarithmieren

log((z) = — Y. log(1 - pﬂ) = > [x{n) — w(n — )] log(1 — )
p(prim)—2 n=2
1 1

Die Ableitung von log(1 — L) ist

Damit kénnen wir die Gleichung fir log {(z) weiter umformen zu

n+1 0o

log ((= ,i (n n/ a:(:z:j—l)dx] =2z 2/37(;;(]:_)1)dx . (D.13.2)

Hadamard und de la Vallée Poussin haben unabhéangig voneinander versucht, diese
Gleichung zu invertieren und haben so 1896 das Primzahl-Theorem bewiesen (siehe
etwa [Titchmarsh (1986))):

T

Qi 7(z) = lim log(z)

(D.13.3)

Die Beweise von Hadamard und de la Vallée Poussin waren recht lang und aufwendig. Im
Jahr 1980 hat Newman dann einen neuen, eleganten und kurzen Beweis des Primzahl-
Theorems publiziert, der kaum mehr als das Cauchy-Theorem der Funktionentheorie
voraussetzt (siche dazu Korevaar| (1982) und insb. die schéne Arbeit von |[Zagier| (1997)).

D.14 Zeta-Funktion und Mobius-Funktion

Eine weitere und speziell in der Zahlentheorie gebrauchliche Darstellung der Zeta-
Funktion ist moéglich mit Hilfe der Mobius-Funktion p(n):

p(l) =1,

(n) (—1)* wenn n das Produkt von k verschiedenen Primzahlen ist,
n):=
. 0 wenn n einen Primfaktor mehrfach enthalt.

(D.14.1)
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n (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

pn) (1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1

Hiermit 148t sich (7'(z2) fiir R(z) > 1 (siehe [D.3.1) darstellen als (p,my,...,my :
prim, m; # m; fiir i # j):

C(12) = ﬁ (1 _ 1) _ i(—l)’“ S Tj _ i uT(LZL) ‘ (D.14.2)

p(prim)=2 pz n=1

Ganz ahnlich sieht der Ausdruck fiir {(z)/((2z2) aus:

) _ gy Uog) o 00— 5 0
((22) B p(prl;n[)ZQ (1-— 1%) - p(pg):Q (1— z%) p(p};{)zz (1+ pz)
-3 \uézt)l | (D.14.3)

Aus der Darstellung der inversen Zeta-Funktion 148t sich sofort eine andere
Darstellung der Mobius-Funktion gewinnen (wir verwenden hier die in der Zahlentheorie
tibliche Schreibweise n|q :=n teilt ¢ ganzzahlig):

1= M (5 ) (S M) -3 S ).

z
n m=1 m

Diese Doppelreihe kann man umsortieren zu

0o o0 00 1 > 1 q q
1zzzzémnq7M(n>227225mgﬂ(n)
qg=1 m=1 n=1 q q=1 49" m=1 n=1
o0 1 q e} 1
=) = > un)=) —a
q=1 q n:‘l q=1 q
niq

Diese Beziehung gilt nun fiir alle z mit ®(z) > 1. Das ist aber nur moéglich, wenn gilt
a; =1 und a, = 0 fiir ¢ > 1:
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Dies kann man zusammenfassen zu

q
Z p(d) =641 - (D.14.4)
d=1
dlq

Héufig taucht in der Zahlentheorie auch die Mobius-Inversions-Formel auf.
Seien f, g: N — R oder f, g : N — C, zwei Funktionen mit

9la) == >_ fld) =

d:d|q

f) =3 n(y)a(d) . (D.14.5)

d:d|q
Beweis: Wir setzen g(¢)in [D.14.5 ein und erhalten

> u(ed =3 w3 X f) =3 b f(r).

d:dlq d:d|q rir|d rirlq

Zunéchst betrachten wir auf der rechten Seite der obigen Gleichung den Summanden
mit d = g und r = d = ¢ und erhalten

was in Einklang mit ist, wenn alle anderen Summanden verschwinden. Sei jetzt
also r < ¢, d.h. £ > 1, dann betrachten wir:

r

rlde3dkeN:d=Fk-r,
dgesNeN:g=1l-d=1-k-rek rlge kL.
T

Gleichzeitg gilt aber auch:
r

Jetzt betrachten wir zu festem 7 den Koeffizienten zu f(r), oben b, genannt, und finden

> ()= 3w =X aE) =3 =0,
d;(‘jc\lq k:kr|q k:k|% l5l|%

TS e

da%>1ist. 0

Eine zweite und dquivalente Form der Mobius-Inversions-Formel ist die folgende. Seien
f und g wieder die beiden Funktionen aus mit

g(q) := >_ f(d),

d:d|q
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und seien F' : C — C und G : C — C folgendermafien definiert

_ i: ffg) md  G(z) = ijl 97(;‘) , (D.14.6)
dann gilt
F(z) = Cé) G(z). (D.14.7)
Beweis
- 50 - (£ 57) (£ %)
=305 o lm) ()
=i§ 3~ By oz - lm) - )
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E Die Jacobische Theta-Funktion

E.1 Definition und Quasiperiodizitat

Wir wollen in diesem Kapitel ein Lemma zur Jacobischen Theta-Funktion ableiten,
namlich die sogenannte Jacobi-Identitat. Jacobi hat vier eng miteinander verwandte
Theta-Funktionen definiert und untersucht. Wir bezeichnen hier mit J(z, 7) die dritte
Jacobische Theta-Funktion 93(z, 7), die folgendermaflen definiert ist:

Iz, 7):i=1+2) e cos(2nz)

n=1
=1 + Z emrTn (€2znz + 6—21712)
n=1

= Y et L e C () > 08 T < 1. (E.1.1)
Die Theta-Funktion 9(z,7) ist bei festem 7 eine Fourierreihe in z mit der Periode T,
d.h.:

Hz+m1)=09(271) . (E.1.2)
Gleichzeitig ist ¥(z, T) quasiperiodisch in z mit der Periode 77:
19(2 + m_) _ i 6i7r7'n2+2inz+2i7r7n — o inT 20z i 6i7r7(n+1)2+2i(n+1)z
= ¢ TT2) Y(2) . (E.1.3)

Insgesamt ist die Theta-Funktion ¢(z, 7) also eine 2-fach quasiperiodische Funktion in

2 mit den Perioden 7 und 77 und den Periodizitéit-Skalenfaktoren 1 und e~#(77+22)

E.2 Losung der eindimensionalen
Warmeleitungsgleichung

Die Theta-Funktion ¥(z, 7) ist auch eine Losung der eindimensionalen Wérmeleitungs-
gleichung mit raumlich periodischen Randbedingungen zum Zeitpunkt 7 = 0:

0 0 = . . . > .
a T9(ilf,lt) _ a Z ewrn2(zt)+22nac _ Z (—7rn2) e—Trth—i-ana: . xte ]R,

n=—oo n=—oo
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2 2 0 o)
86;219(95 it) = 889:2 Z gimn? (it)+2inz _ Z (—dn?) e t2ine
0 2 _
g ") = G g V) (E21)

Die Anfangsbedingung ¥(z,0) ist dabei eine rdumlich periodische Delta-Funktion, ein
sog. Delta-Kamm:

o0

Yo e =g i d(xz —mn) . (E.2.2)

m=—00 n=—oo

Beweis:

Die rechte Seite ist periodisch in x € R mit der Periode = und kann daher in eine
Fourierreihe entwickelt werden:

=7 d(z —7mn) ¢, ei2mne/T mit
7L )

n=-—00 n=-—00

Cp = ! /dm (m Y 6(x — mm) e /T
0

m=—0Q

=/ f: /dx (6(z — mm) e~2mma/m)

0o (=m+1)w

:ﬁ ; / dx/(d(w/)e—ﬁn(x”rmw))
— / dr' (3(z!) e 2y = /7, =

>
e’b nx'

n=—oo

E.3 Die Poisson-Summenformel

Aus folgt sofort, dafl J(mz,0) periodisch in z € R mit der Periode 1 ist. Die
Entsprechung zu lautet dann:

(e 9]

I(rw,0) = > M = Z d(z —n) (E.3.1)

m=—00 n=-—00
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Wie schon bei bei der Ableitung der Poisson-Summenformel in setzen wir wieder
voraus, daf§ f(x) € S(R) ist (dann konvergieren Summe und Integral absolut und
gleichmifig). Mit der Fourier-Transformierten f(y) := [ dx (e2™¥* f(x)) ergibt sich
die Poisson-Summenformel:

/dm (72, 0) f(z)) = / (Ze2mmf>

n=—oo — 00 m=—0oQ

[e.9]

- /dx wima f()) = Y F(m (E.3.2)

m=—00 __ m=—0Q

E.4 Jacobi-ldentitat

Das Lemma der Jacobi-Identitat fur ¥(z, 7) lautet:

1 22 Z 1

19 = —9 ) T ”_9 —_ —— E41
(5,7) = (min) H e 02, ), (A1)
oder in ausfuhrlicher Form:

i eiTrTnZ-‘rZinz _ % i e(z 177:.:1) . (E42)

Beweis. Zunichst der Beweis, daf die beiden rechten Seiten von [E.4.1] und [E.4.2] gleich
sind:

22 1 2 ) .
(_iT)_% eirr 79(3, _*) = (—17')_% eint Z e—QW(%)n2+22n(;)
T T

n=—oo
(z— 7777.)2

_1
2 Z [ ITT

n=—oo

Wir beginnen mit der Summe auf der rechten Seite von [E.4.2] Da diese Summe als
Funktion von z periodisch mit der Periode 7 ist, entwickeln wir sie in eine Fourierreihe:

(z—mm)“ 7rm)2
Z (A iTT
m=—0o0
2minz Qan .
Z cpe © = Z Cn€ , mit
n=—oo n=—0oo

K K
1 2minz (z— 7'r'rn)2
Chp = ——= /dZ e o« / 72’an Z e inT
NZ3 / /

m=—0oQ

3\
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1 e 7 (z— 7rm) . 1 i _7r e 1)
= \/— Z /dZ e T _2an - Z / dZ GMT e —2in(2'+7m)

™ —

m=—0o0 0 m=—00 —mTm
%)

1 1o 1 2,

= — dz einr 2% — dz eimr TEF
VLS NZS

m=—0o0 ﬂ_( )

o0 o0
_z [T, \2 n2 1 . 2 i\ L2
/ dz Vi VT ? - :Tef”" / dy e (G2
T
o0 — 00

5

T fan \/% 67,7r'rn .
Eh

Si-

S Z e 2inz _ \/—_ZT Z emrTn 24-2inz ) 0

n=—oo n=—oo

Von der Jacobi-Identitét benodtigen wir noch eine andere Version, die wir mit zwei

Transformationen erhalten. Sei also zunachst einmal ¢ := —in7T und 2’ : = %z:
o0 2 \2
—n2t' 2minz’ (71772)
> e A i o
n=-—00 n=—00
. 2
und zum zweiten ¢t := % und z : = 2’

t/

© x2n? ; t © 2 t o 2
Z effe%mnz N Z ef(nfz) [ Z ef(fnfz) t
n=—00 T p=—co T pn="oo
_ \/7 RGeS
T p=co

Jetzt fiihren wir auf der linken Seite noch eine Partialsummation durch, vertauschen
die linke und die rechte Seite und erhalten dann:

e}

Z e—(n+z)2t _ \/> 14+2 Z e f CcoSs 27rnz)) . (E43)

n=—0oo

Diese Form der Jacob-Identitit werden wir bei der analytischen Fortsetzung der eindi-
mensionalen Epsteinschen Zeta-Funktion verwenden.

E.5 Verbindung mit der Riemannschen Zeta-Funktion

Aus der Definition der Theta-Funktion in folgt:

1
2(19 (0, 4t) Ze’”t" , =
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N | —

n=1

El / [y -
=772 ( /dt Pyt
nln

— b F(%)C(s) , fir R(s) > 1

/dt (0(0,4t) — 1) t27! = /dt(z —min® 451y = /dt Z 51 ()~
0 0 n=1
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N|w

)

(E.5.1)

Riemann hat mit Hilfe dieses Ausdrucks die bertihmte Reflektions-Formel, bzw. Funk-
tionalgleichung, der Zeta-Funktion [D.8.3] bewiesen, was wir hier nachvollziehen wollen.
Zunéchst soll gezeigt werden, dafl der Ausdruck symmetrisch bei der Transforma-

tion s — 1 — s ist.

1 o0
3T - 9(0,it) — 1) 271
T =3 0/ it) — 1)

N)\»—l

N

dt (t3~

DN | —

o

1
s 1 1 s
_1—t5_1)—|—§ /d (9(0,it) —t72)¢2"
0

/ 9(0,it) —1)t371 .
1

l\D\»—t

1 00
1 .
/ 9(0,it) —t 2 +172 — 1)¢3- —|—§/dt(19(0,it)—1)t5_1
0 1

Im zweiten Integral setzen wir die Jacobi-Identitat in der Form mit z = 0 und

T =1t ein:

1
9(0,it) =tz 90.i), =

1 0
= — — 1 -1 1 _ -1 51 1 . N s_q
= (T =)+ O/dt(t b(0,i5) — )yt /dt(ﬁ(o,zt) 1) 5

1 [e'e)
1 11 1 . 1 .
— - - iZ) — 1 s—5-—1 - / it) — 1 =—1
b O/dt(ﬁ((),zt) JEi 4o 1 dt (9(0,it) — 1) 3
1 00
- L 1,1 /(—1)dt’ (9(0,4t") — 1) ¢~ 5F3+1-2 ¢ ! /dt (9(0,it) — 1)¢27"
s—1 s 2 J ’ 2 / ’
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_ 1 o1 1y 4 e 1? _
== 8+21/dt(19(0,zt) D 1 dt (9(0,t) — 1) 3
1 1 17 y ey e

== S+21/dt(z9(0,zt) ) (T Y

Dieser Ausdruck ist symmetrisch bei der Transformation s — 1—s und damit erhalten
wir

RET() s = T T - ) -s) =
((s)=n""2 al F%S) 2) C(1—s). (E.5.2)

Dies ist, bis auf den Vorfaktor, gerade die Funktionalgleichung der Riemannschen Zeta-
Funktion [D.8.3] Jetzt soll noch gezeigt werden, daB tatsachlich auch die Vorfaktoren
dieser beiden Funktionalgleichungen iibereinstimmen. Mit folgt aus [E.5.2}

o1 N(-£+13) ol T
n s =n s s s
I'(3) sin(r(—5 +3) T +3)I(3)
= ’]‘(‘8—"_% 1

cos(—m) D+ 3)T(5)

Das Produkt I'(£+43)-I'($) kdnnen wir mit|C.9.4|zu einem Ausdruck mit I'(s) umfomen:
s 41
153 I( 2S+ 2) — 5ts 11 .
I'(3) cos(m$) (2m)2 2752 T'(s)
1
N 2371
T2 Cos(r3)T(s)

Wiederum wenden wir an und erhalten:

1 (=5 + %) _ 5ol sin(ws)T'(1 — s)

ST3

™

r(%) mcos(ms)
s st 2 sin(m3) cos(m3) (1 — s)
™2 7 cos(m3)
— 5198 sin(7 ;)F(l —s). O (E.5.3)

Dies ist tatséchlich der Vorfaktor von [D.8.3] womit die Riemannsche Reflektionsformel,
bzw. Funktionalgleichung, also erneut bewiesen ist.
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e Whittacker u. Watson| (1969)), A Course in Modern Analysis,
e Wang u. Guo (1989), Special Functions.






F Die Hurwitzsche Zeta-Funktion

F.1 Reihendarstellung der Hurwitzschen Zeta-Funktion

Hurwitz hat im Zusammenhang mit seinen Untersuchungen der Riemannschen Zeta-
Funktion eine verallgemeinerte Zeta-Funktion definiert, die heute als Hurwitzsche Zeta-
Funktion bekannt ist:

> 1
a) =Y e mitz € C, R(z) > 1, a € C, R(a) > 0. (F.1.1)
Durch Vergleich mit sehen wir sofort, daf§

(1) =((2) - (F.1.2)

F.2 Integraldarstellung der Hurwitzschen Zeta-Funktion

Eine Integraldarstellung der Hurwitzschen Zeta-Funktion gewinnen wir wie im Falle der
Riemannschen Zeta-Funktion mit Hilfe der Gamma-Funktion I'(2):

(20) T = 3 o T = Y s ( / ydy) |

n=0 n=0

Mit der Substitution y = (n + a) -  folgt:

C( :§ : /xz 1 7n+aa: :/ ( z— 1€7a:c 2 : enx) de
00 1 CCZ_I
z—1 _—ax
= d :/ ——dx . F.2.1
O/x e T J ey p— T ( )

F.3 Hermite-Formel

Eine weitere sehr wichtige Darstellung der Hurwitzschen Zeta-Funktion erhalt man mit
Hilfe der Abel-Plana-Formel [B.3.6}
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Jﬂiifw—/ﬂ@ml=%?+@/ﬂ@éﬂj”@

0

Wir wahlen der Einfachheit halber in ((z,a) das a € R (eine Verallgemeinerung auf
a € C ist unschwierig). Sei jetzt f(w) := (w + a)™%, mit |arg(w + a)| < 7, dann folgt
zunachst formal (d.h. ohne Untersuchung der Konvergenz):

o0 [e.9]

1
S IR CE

:Zf(a:)dx + /f €2Try_1 )dy

T liy+a)F = (—iy+a)”?
Zd:zH—z/ T dy

0 0

Jetzt gehen wir bei (iy + a) zur Polardarstellung iiber: r- ¢ := (iy+a), r = (y> +a?)z,
¢ = arg(iy + a), ¢ = arctan(?).

_ a*Z a]l*Z +Z 7 (T(y) . eid)(y))fz J— (r(y) . efid)(y))fz dy

e2my — 1

_ 2/ ) sinz o)

e2my — 1

a-? al=? 7 (y2 + aQ)_% SiIl(Z : ¢(y))
_ _a / d F.3.1
2 1—2 * ermy — 1 Y ( )

49 (y* + a?)72 sin(z - arctan(¥))
/ 62”9—1

. F.3.2
5 dy (F.3.2)

Es bleibt jetzt noch nachzutragen, dafl das obige Integral auf der rechten Seite von
tatsachlich konvergiert.

Beweis. Zundchst wollen wir 7 := arctan(§) fiir £ > 0 abschétzen. Aus & = tan(r) folgt:

1 2 2 )
& _ 4 o) = LD _ <o) esinlle) _ sinilr)
dr dr dr cos(T) cos?(7) cos?(r)
dr 1

=1+tan®(r)=1+¢&, =

€ Tre T
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&
1
T = arctan(§) = / N (F.3.3)
0
Gleichzeitig gilt auch:
. . m
T Engl-o tan(7) = 00, = 5ll){rnoo arctan(§) = 5
Diese beiden Abschéitzungen fiir arctan(¢) kénnen wir zusammenfassen zu:
5 [t =¢
arctan(§) = . o (F.3.4)
5 1T limg_, o arctan(§) = 7 .

Sei also I(z,a) das Integral aus |F.3.2l Da z € C folgt |sin(z - arctan(¥))| < |sinh(|z] -
arctan(¥))|. Weiter zerlegen wir I(z,a) = (... dy = ... dy+ [;°... dy und ver-
wenden fiir arctan(¥) im ersten Integral die obere und im zweiten Integral die untere
Abschétzung von [F.3.4]

Ia) 7 (y* +a*)

0

z

2 sin(z - arctan(?))
ey — 1

dy

T (2 + a2)"% | sinh(|2| - arctan(¥))]
< / 5 = dy
/ es™ — 1
[ (y* +a*) 73 [sinh(|2] - ¥)| [ (y* +a?) "5 |sinh(|2] - 5)|
S0/ ery — 1 dy+/ e2my — 1 dy - H

Diese Darstellung zeigt sofort, da8 I(z,a) fiir alle Werte von z € C existiert und dafl
damit die Hermite-Formel fiir ((z, a) fir alle Werte von z € C\ {1} existiert.

Damit haben wir zugleich eine analytische Fortsetzung der Riemannschen Zeta-Funktion
fir alle Werte von z € C\ {1} gefunden:

z

C(z)—C(z,l)—; 1i / v+ 1) 262;@(5 lamtan(y)) dy . (F.3.5)

Fiir die Ableitung der Hurwitzschen Zeta-Funktion auf z € C\ {1} ergibt sich aus[F.3.2}
In(a)a'~* a'™?
z—1 (z—1)2

d | .
%C(z,a) =-3 In(a)a™* —

i in(z arctan(¥))
= lala? sin(z arzc Y
[ G

dy . (F.3.6)

L / arctan (¥ cos(z arctan(¥))
(@ + i@ 1)
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F.4 Die Hurwitzsche Zeta-Funktion bei 2 =0 und z =1

Fir z = 0 folgt aus fir ¢(0, a) sofort:

1

C<0> (L) =5

5~ (F.4.1)

und aus [F.3.6/ fir (2, a)‘

=0

d 1 7 arctan(Y)
@ - In(a) — a+ 2 / AIMa) gy F 42
dZC(Z,a) B 5 n(a) +a In(a) —a + | - dy ( )
Mit der 2. Binetschen Formel [C.10.7]
arctan( )

In(T(a)) = —5111( ) +alna—a+?2 / dy+;ln(27r)

ergibt sich:

=1In(I'(a)) — ;ln(27r) . (F.4.3)

z=0

((z,a)

Wichtig ist auch der Grenzwert der Hurwitzschen Zeta-Funktion bei der Singularitat
bei z = 1.

i [0(z, ) — =] = lim [1 | ( 2 sfuncton(,) dy]

21 z—1 2a z—1

1 at=* —1 2y
S 0 / d
20 | -1 PO (@ + ) —1) "

1 _ln(a) 7
— — lim / d
T2 o I ] + ) (a® + y?) 62”9 —1) Y

1 i 2y
_ 5 In(a) +~0/ (a2 + y2)(e2mv — 1) dy
e _1;((5)) | (F.4.4)

Dabei haben wir in der letzten Zeile von der Integraldarstellung der Digamma-
Funktion ¢(x), der logarithmischen Ableitung der Gamma-Funktion I'(z) Gebrauch
gemacht.
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e Whittacker u. Watson| (1969)), A Course in Modern Analysis,
e Wang u. Guo (1989), Special Functions.






G Die eindimensionale Epsteinsche
Zeta-Funktion

In diesem Kapitel soll die analytische Fortsetzung der folgenden eindimensionalen Ep-
steinschen Zeta-Funktion hergeleitet werden:

0 1
Cer(s;a,¢,q) = Z (aln+c)2+q)s’

n=—oo

(G.0.1)

1
a>0,q>0, CE(C\{—L—Q,...},S>§.

Wir folgen hierbei im wesentlichen Elizalde (1995]) (1.38 und 4.13), fithren aber einen
dort im Kapitel 4 angedeuteten Beweis hier explizit aus. Um zu einer analytischen
Fortsetzung von (g1 (s, a, ¢, q) zu gelangen, nutzen wir zunédchst die tibliche Integraldar-

stellung der Gamma-Funktion aus (D.7.3).

1
<E1<87a707Q) P E Z

o0

1 T q 2
— d s=1 —(Du —(n+c)?u )
T () 0/ uu’ e () e )

n=—oo

Fur die Summe auf der rechten Seite setzen wir die Jacobi-Identitat der Jacobischen
Theta-Funktion [E.4.3] ein und erhalten:

17 ’ 2,2
Cpi1(s,a,c,q) = ;T /duusfle’(ﬁ) \/7 1+2 Z e~ cos(2mnc)))
T(s) J

1
_ asr2 /duus*‘1 — 1+226 = cos (2mnc))
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— a;:(g) /du wi e —i—2/duu —3-le=(Du Ze = cos (2mnc))
= g | G ) 4 s
_ (g)%q% SF(;(;) ) + So(s)

’n.

Sa(s) := Z/duu i v cos(2mnce))

W cos(2mnc))

=
o
\8
QU
@\
—~
)
~—
=
|
[N
—~
Q\
~—
w
|
[
|
—
[
L
2
N
g\
Q)
|
Q
[N

= (g)%_5 il Z/du (u)s_%_le_(%)Q(“JrT) cos(2mnc))
0

.21 & T bt
= (D Ty Sl [du ()i e 0 cos(onne)).
n=1 0
Jetzt substituieren wir e’ := v/, e'dt = du/, t = In(v’) und erhalten
2 P 7 1
Sa(s) = aslzr(s) (%)i_E > n®z / dt ¢'(573) ¢=2m(E)2 cosh(?) cos(2mnc))
n=1 oo
27 L& 7 }
- asg(s) (%)i—a S / dt (e1o=3) 4 ¢ts=D)) e=2m(D)? cosh(®) coq (D))
n=1 0

4 s 1_s s 1 7 ]‘ q%
= AT ()5 S i cosh(t(s — 1)) e OO cos(omne))
a

Diesen Ausdruck kénnen wir mit einer Bessel-Funktion noch etwas kompakter schreiben.
Wir finden in Abramowitz u. Stegun| (1970)), 9.6.24, fiir die modifizierte Bessel-Funktion
der 3. Art K, (2):

K,(z):= /dt e h® cosh(vt) , fiir |arg(z)| < g : (G.0.2)
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Fiir Sy(s) folgt also:

47® s
So(s) = F(;; o (%)%_§ lns_é cos(2mnc) KS_%(QWn(g)

7).

s 1

lsacd =05 Y Tarors iy
Ty ghe T 0)
=T T

Wir wollen noch die beiden Spezialfélle ¢ = % und ¢ = 0 betrachten, fiir die es moglich
ist, von Yp° _  zu einer Yo% tiberzugehen. Fiir ¢ = 3 folgt:

1 e 1
sy 0= 2 G o
—1 1 ') 1
R IR P o T DAy ey s
> 1 i 1
B DR rIE e e Dl prepr ey

1 s 1
<E S$,a,5,q) =
()= 2 T I ey
1 1
:§CE1(57G7§7(]):
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1 7 ;_SF(S—%)
2ms qg\1_s > n 377 q.1
Fiya o) T Ky @) (G04)

Der Fall ¢ = 0 ist in der Physik bei dem System eines einzelnen eindimensionalen
harmonischen Oszillators von Bedeutung.

1 & 1 L 22
<E1(87G707Q)—E > m—q + e > (24 1) (G.0.5)

n=—o00 a n=1

Damit folgt fiir die Epsteinsche Zeta-Funktion (g3(s, q):

oo 1 s
Ces(s,q) :=)_ n2+q 5[—(] +(r1(5,1,0,9)]
n=1
1 F(S_%) 47TS 1_s s _
- s s s=3 K 2
50+ i tre? 2;7% 2 K, 1(2mnq?)]

G.1 Literatur zu Epsteinschen Zeta-Funktionen

Elizalde (1995), Ten Physical Applications of Spectral Zeta Function,
Abramowitz u. Stegun| (1970), Handbook of Mathematical Functions,
Whittacker u. Watson| (1969)), A Course in Modern Analysis,

Wang u. Guo (1989), Special Functions.



H Einfiihrung in die Mellin-Transformation

H.1 Die Mellin-Integraltransformation

Ein moglicher Ausgangspunkt fiir den Beweis der Mellin-Integraltransformation ist die
Fourier-Integraltransformation. Wir folgen hier Courant u. Hilbert| (1968)), S.87 ff.

Sei die Funktion f(z) stiickweise glatt, d.h. stiickweise stetig differentierbar; sei an den
Unstetigkeitsstellen z; die Funktion f(z) definiert als f(z;) := limeo 5(f(z; —¢€) +
f(z; + €)); sei weiter f(z) absolut integrabel, d.h. [ |f(z)|dz < cc.

Dann existiert das Fourier-Integral (Beweis siehe |Courant u. Hilbert| (1968), S.67):
@ = — [ fa)era (H.11)
W)= —— x)e“" dr 1L

g 2m J

und es gilt

1 7 —iwT
flz) = \/%_ZO g(w)e ™ dw (H.1.2)

77 .
=5 / dw /f(y) =) dy | (H.1.3)
7T—oo —0o0

Fiir eine Verallgemeinerung der Fourier-Integraltransformation auf andere normierte
Funktionenrdume siehe etwa [Titchmarsh (1967), oder Standardwerke der Funktional-
analysis (empfehlenswert etwa Werner| (2005)).

Fir die Mellin-Integraltransformation betrachten wir nur den Definitionsbereich x €
R., d.h. x > 0, und setzen wie bei der Fourier-Integraltransformation voraus: sei die
Funktion f(z) stiickweise glatt, d.h. stiickweise stetig differentierbar; sei an den Unste-
tigkeitsstellen z; die Funktion f(x) definiert als f(x;) := limeo 5(f(zi—€)+ f(z;+¢€));
und sei zusétzlich im offenen Intervall {o € R|a < o < 8} die Funktion f(z)z7*
absolut integrabel, d.h. [*_|f(z)z" ! dr < cc.

Dann existiert im offenen Streifen {s € C|s =o+i-t, a < 0 < 8} das Mellin-Integral:

g(s) = /f(x) ¥ da (H.1.4)
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Wenn g¢(s) in im offenen Streifen {s € C|s =0 +1i-t, a < o < 8} reguldr ist, absolut
integrabel ist, d.h. [*7_|g(c+1i-t)|dt < oo, und wenn die Funktion g(s) im schmaleren
abgeschlossenen Streifen {s € C|s = o+i-t, a+d <o < -0, > 0} im Unendlichen
gleichméaBig gegen Null geht, d.h. lim; ., g(0c+i-t) = 0, dann gilt auch die Umkehrung
(auch Fourier-Mellin-Integral oder Bromwich-Integral genannt):

o+ioco

flz) = 217” / g(s)z%ds . (H.1.5)

Beweis. Zunéchst soll [H.1.5] gezeigt werden. Wir fiihren die Variablen u und v ein als
xz =e" und y = e’ und beniitzen in der letzten Zeile die Fourier-Transformation [H.1.3}

o+i00

1 1 7 A
- / g(s)x_st——/ (o+i-t)a 7t dt
211 2T
i /dt —u0+zt)/f s ldy

— —ua /dt —ztu/f vsdv
_ e uo /dt/ v 1}0’ ztv u)dl)

Nun zum Beweis von [H.1.4

Beweis. Da g(s) im abgeschlossenen Streifen {s € C|s = o+i-t, a+d <o < -5, 0 >
0} regulér ist und im Unendlichen gleichméBig gegen Null geht, darf der Integrations-
weg in verschoben werden. Wir wéhlen fiir das folgende als Integrationswege die
senkrechten Geraden {s € C|s =0, +i-t} und {s € C|s = 09+ -t} mit festem ojund
oo mit a < o; <o <oy <f.

00 1 00

= [ fla)z* de = | f(x)2* tdo+ [ f(z)2* ' do
0/ / /
1

o1+100 o) o2+100

01 —100 1 09 —100

0/ 27rz / g(s1) x™* ds1] —|—/dx [xs_l 21 / g(s2) ™2 dsy]

: J1<S) + JQ(S) .
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Beide Integrale sind absolut konvergent, denn:

1 [ee)
o 1 N
M@»ﬂ/mumtﬁg/ﬂm+%mxltwm1
0 —00

g/mw0ﬂ| /mq+zmmh

1
:U - 271- /’gO'l—l—Z tl)‘dt1<00
— 0
|Jo(s)| = | /dx [z tott o / glog +i-ty) 277272 dty] |
1 —00

g/wywﬂ1 /m@+zme

1

= /’go@—l—l t2)|dt2<00
09 — O o

Also darf in Ji(s) und Jo(s) die Integrationsreihenfolge vertauscht werden:

1 o1+1i00 1 1 024100 [e'e)
J(s) = 5 / dsi [g(s1 /xs S-ldp) + 5 / dso [9(32)/xs_s2_1dx]
o1 —100 0 09 —100 1
o1+1i00 o2+100
-1 7 1
= — 9(81) d81 + — 9(82) dSQ
271 . S1— 8 2, J  S9— S
01100 g2 —100
1 o1 —100 1 o9+1i00
= - / 9(81) dsy + — 9(82) dss
271 4 $1— 8 2, J  S9— S
011100 02 —100

Da g(o +1-t) fiir t — oo gleichméBig gegen Null geht, verschwinden auch die beiden
horizontalen Integrale:

1 o1+t ( 4+ t)
, glos+1i-
his) = fim o [ EE S de =0,
oo+i-t 3
1 t
Jy(s) := lim — / gloiti-t) doy =0
t—o00 271 S4— S
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Damit kénnen wir J(s) = Ji(s) + Ja(s) = Ji(s) + Ja(s) + Jo(s) + J5(s) als Integral
iiber einen geschlossenen Integrationsweg schreiben und erhalten mit der Cauchyschen
Integralformel

J(s) = /f(a:) ¥ dy = 271m sl(s—l)sdsl =g(s) . 0
H.2 Beispiel Gamma-Funktion

Aus der Darstellung fir die Gamma-Funktion folgt mit der inversen Mellin-
Transformation:

[(s) = /e‘x *rdr = (H.2.1)
0
1 o+1i00
= — r “ds . H.2.2
e ol / (s)xz*ds ( )

H.3 Beispiel Riemannsche Zeta-Funktion

Aus der Darstellung fiir die Riemannsche Zeta-Funktion folgt mit der inversen
Mellin-Transformation:

1

D(s)C(s) = / Tl = (H.3.1)
1 o+4100
et —1 Ma[w L(s)¢(s) 2" ds . (H.3.2)

H.4 Mellin-Transformation fiir asymptotische
Entwicklungen

Die Mellin-Transformation ermoglicht eine wenig bekannte, aber doch sehr wirkungs-
volle und leicht anwendbare Methode zur Bestimmung des Verhaltens einer Funktion
f(zx) fir x — oo:

Wenn die Mellin-Transformierte von f(z):

9(s) = ff(x) v dr
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fir s > 0 existiert und eine meromorphe Funktion darstellt, dann fallt g(s)z~* fur
x — oo exponentiell stark ab und der Integrationsweg des Integrals

o+ioco

fla) =5 [ al»ads

kann in der rechten Halbebene geschlossen werden und wir erhalten mit dem Residu-
ensatz eine asymptotische Naherung fur f(z) fir z — oo:

flz) ~ z: Rg?s(g(s) x” %) . (H.4.1)






| Asymptotische Entwicklungen

.1 Landausche Ordnungssymbole

Asymptotische Entwicklungen von Funktionen spielen nicht nur fiir die ndherungsweise
Losung von Integralen und Differentialgleichungen eine wichtige Rolle, sondern in einer
Verallgemeinerung fiir Funktionale eine ganz zentrale Rolle in Reihenentwicklungen der
Quantenfeldtheorie.

Zu Beginn seien einige Definitionen angefiihrt. Die Gréflenordnung von Funktionen
wird héufig mit den Begriffen der asymptotischen Gleichheit und den Landauschen
Ordnungs-Symbolen O(f(x)) und o( f(x)) beschrieben:

flz) = g(x) firx —a < glgllg]gcg))—l, (L.1.1)
f(z) =0(g(x)) firz — a < ‘g((g <M eR fir allex € UmgebungUl(a) ,
(I.1.2)
=o(g(x)) firz — a im m =
f(z) =o0(g(x)) firx —» a < lim () 0. (I.1.3)

Asymptotische Entwicklungen wurden von Poincaré am Ende des 19. Jahrhunderts bei
seinen Untersuchungen zur Himmelsmechanik eingefiihrt.

Nach Poincaré hat eine Funktion f(z) eine asymptotische Entwicklung in einer Funk-
tionenfolge ®(z) fir x — oo, wenn gilt:

f(@) =" fi®i(z) + O(Pnia(z)) firz — oo, (I.1.4)
k=0

Bj1 (1) = 0o(Dy(2)) - (L.1.5)

Wir beziehen uns im weiteren nur auf die Funktionenfolge ®5(z) = (1)* und schreiben,

wenn erfullt ist:

f(z) ~ i fr (i)k firex — oo . (I.1.6)
k=0
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Den Unterschied zwischen einer konvergenten und einer asymptotischen Reihe sieht
man vielleicht am leichtesten folgendermafen:

fo) =2 )

ist konvergent genau dann, wenn fir ein festes z und Ve > 0 4N € N:

f(:z:)—% fk(l)k <efirVM eN, M > N, (L.1.7)
k=0 T
und
@)~ Y h)
k=0

ist asymptotisch genau dann, wenn fiir ein festes N und Ve > 0 dzy € R:

S Ly e
f@) =Y fr (;) < 6(;) fir Ve e R, z >z . (I.1.8)
k=0

Die Darstellung des Watson Lemma, der Laplace Methode und der Stationdre Phase
Methode orientiert sich an dem Vorlesungsskript von Lega (1999) und dem Kapitel
tiber asymptotische Entwicklungen von |Ablowitz u. Fokas| (1997)).

1.2 Einige Lemmata iiber GroBenabschatzungen

1.2.1 Lemma von Jordan

Das Lemma von Jordan bendtigen wir fiir die Stationdre Phase Methode. Sei f(z) eine
analytische Funktion in der oberen Halbebene, 0 < arg(z) < 7, evtl. mit einer endlichen
Anzahl von Polen, und verschwinde f(z) fir |z| — oc:

lim f(z)=0,

|z| =00

dann verschwindet auch das "Fourier-Integral’ von f(z) tiber den unendlich fernen obe-
ren Halbkreis:

lim [ f(z)e**dz=0. (I.2.1)
/

R—o0

Beweis.

IR<S) — /f(Z) eiszdz — /f(Reup) eisRcosgostsingo(iReigo)d(p ]
Cr 0
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Jetzt sei R so groB, daB |f(z)| < e, dann gilt

; :
|IR(3)| < 5R/€_8R5in<pdg0 — 25R/6_8R51mpdg0 ‘
0 0

Im Bereich [0, 7] liegt die Gerade vom Ursprung (z = 0, y = 0) zum Punkt (z = 7, y =
1) mit der Steigung % immer unterhalb der Sinus-Funktion (der Sinus beginnt ja am
Ursprung mit Steigung 1), d.h. %gp <sinp =

sR

2

|In(s)] < 2¢R / P20y = 2R
0

™

lim |Tr(s)] < lim X =0. O

R—o0 " R—oo S

1.2.2 Lemma von Watson

Das Lemma von Watson benotigen wir fiir die Laplace Methode. Zunéchst eine Vorbe-
merkung. Wenn eine reelle Funktion f(z) sich als eine konvergente Potenzreihenent-
wicklung um = = 0 darstellen 148t, dann folgt fiir ihre Laplace-Transformierte f (s),
sofern sie existiert, eine Potenzreihenentwicklung in % Das Lemma von Watson verall-
gemeinert diese Aussage fiir asymptotische Potenzreihenentwicklungen.

Wir betrachten zunédchst den einfachen Fall: sei also f(z) eine reelle Funktion mit einer
Potenzreihenentwicklung, die fiir |x| < R konvergiert, und wachse f(z) fur |z|] — oo
nicht schneller als e mit a > 0:

lim f(z) < lim e**M |

T—r00 T—00

dann gilt fiir das Laplace-Integral von f(x) die folgende Entwicklung:

_ ° o (k)

f) = [ fayear =y, fskf? | (1.2.2)
Bewelis.

B o0 oo 00 (k)

f(s):= 0/ f(z)e **dx = 0/ 2 / k'(O) ¥ e dx
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00 (k) o0 00 (k)
-y (O)S;H/(y)ke‘ydyzz O L org+

R L TR gk
) oo f(k)
S AP0 1S 0) .
k' Sk+1 Sk+1

k=0

Das Lemma von Watson:

Sei f(x) eine reelle, stetige und integrable Funktion auf 0 < z < b mit einer asympto-
tischen Entwicklung:

flz)=a%>" arpz®® mita > -1, >0,
k=0

und sei f(z) fur || — oo beschrankt durch:
e falls b = oco: lim, o f(z) <lim, oo M -e“ mit ¢ >0, M >0,
o falls b <oo: |f(z)] <M mit M >0,

dann gilt fir das verallgemeinerte Laplace-Integral von f(zx) fiir s — oo folgende Ent-
wicklung:

b - N
f(s):= / f(z)e " dz = > ay al Si;flij D : (1.2.3)
2 k=0

Beweis. Wir trennen zunéchst das Integral f(s) in zwei Anteile auf. Dabei sei R < b
eine positive Konstante.

f(s) Z/bf(fv) 6‘”dx:/Rf(l’) e‘s‘”da:+/b f(x)e >t dx =: fi(s) + fals) .

Wir betrachten zuerst den Beitrag fy(s) auflerhalb des Konvergenzradius von f(z) fiir
den Fall b < oo :

b

/ f(z) e **dx

R

6_Sb G_SR e—sR

) = O(

—S —S S

Fa(s)| =

b
gM/e’“d:c:M(
R

Im Fall b = oo gibt es ein Ry , so daB fir alle z > Ry .gilt: |f(x)] < M - e .

00 Rg,e oo
| =|[ swyein < | [ f@edn +] [ pw)e i
R R M,c

estMyc e*SR o0

=M ( - )+ M / e~ =Ty

—S —S

M,c
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e—(S—C)RM,c

)+ M
S—2¢C

Als néchstes betrachten wir den Beitrag fi(s) innerhalb von R.

R R ~
fl(s) = / f<.T> e *Tdr = / [Z ay, Zﬂ—i—ﬂk] e 5Ty
0 k=0

0

I
o\m

N
[Z a, wa+ﬂk+0(xa+B(N+l))] e~ dr
k=0

N R R
Z a / xa+,8k €7sxd$—|—/ O(xa+B(N+l)>€fszd$
0

=0

o

N [ oo oo R
_ Z a. / aner e 5% dr — / xa+ﬁk e 5%dx| + / O<xa+B(N+1)) e~ dr

k=0 L0 R 0

N [ oo ya-I-ﬂk () R
=Y a g e Ydy — / 2otk e v | 4 [ O(x0HPINH) g5 gy

k:O L R 0

al _F<O{ + Bk: + 1) T a+Bk —sx / a+B(N+1)\ ,—sz
:];)ak v —/x e **dx +/O<I )e *dx .

= L R 0

Den zweiten Term kénnen wir folgendermafien abschétzen - dabei sei a+ N < m € N:

o o0 o0

/Ia-‘rﬂk e~ dr = e—sR / l.a-&-,@k e—s(a:—R)dx — G_SR /(y + R)a—i—ﬂk G_Sydy
R R 0

OOm

S e—sR /(y+ R)m G_Sydy — e—sR / Z (T) ysz—z G_Syd’y
0 0o =0

— e_SR Z <m> Rm—i / yi e—sydy
i—0 \ " 0

— e Py (T) R™T(i + 1)
=0
=: est AN )

N o0

Z ay / moz—i-,Bk’ e 5% dr

N
< e AN D |ag| = O(e7) .

k=0
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Auch den dritten Term koénnen wir mittels der Definitionsgleichung von O(.) (I.1.2))
leicht abschatzen:

R R o)
/O<xa+,3(N+l))€fsxdx < By / pOHBINHY) sz g0 < B / LOHBINHL) =5z ..
0 0

<

ToytBNED Fla+B(N+1)+1)
Y _ B «
By / ga+B(N+1)+1 e 'dy = By gatB(N+1)+1
0

1
(Gerpve) -

Damit folgt nun fiir unser verallgemeinertes Laplace-Integral f(s) fir s — oo:

fis) = [ f@)emde = fils) + fols)

> Ta+pk+1) R 1 o—sR
2 o g 1 Ol + O vy + 0 )
> TIla+pBk+1) 1
~ = Ok at B+l + O(Sa+5(N+1)+1) : =

Anmerkung: Die Bedingung o« > —1, # > 0 in den Voraussetzungen des Watson Lemma
ist notwendig, um die Existenz von [;° 2% e=*¢dx, d.h. der I'-Funktion zu gewihr-
leisten.

1.2.3 Lemma von Riemann-Lebesgue

Das Lemma von Riemann-Lebesgue bendtigen wir fiir die Stationdre Phase Methode.
Sei f(z) auf dem Intervall @ < x < b integrabel, d.h. f € L'([a,b]), sei g(x) auf
a < z < b stetig differenzierbar, d.h. g € C''([a,b]) und nicht identisch 0, sei ¢'(z) # 0
auf [a,b], und sei auch % (f(z)/¢'(z)) € L'([a,b]), dann gilt fiir das verallgemeinerte
Fourier-Integral fir s — oo:

lim f(s) := = lim /f )e9@dy =0 . (I.2.4)

Beweis. Die Idee dieses Lemmas ist klar - wenn g(z) keine horizontale Tangente auf [a, b]
hat, dann erwarten wir, dal das Integral fiir s — oo wegen der schnellen Oszillationen
gegen 0 geht. Da g € C'([a, b]) ist, fiihren wir eine partielle Integration durch, die uns
einen Faktor l liefert:

b

/ﬂ)%Wmm—/f ) s ) e

a
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b
/ ) zsg(m) dr .

xzsgx

Dabei ist der erste Ausdruck rechts O(i) und der zweite Ausdruck kann nochmals
partiell integriert werden und ist damit O(%):

T 0(812) | (1.2.5)

a

15g' (@

b
/ f(z) 9@ dy f(/f)) i59(@)

Wir werden im folgenden sehen, dafl die Stationare Phase Methode fiir jedes Extremum
der Phase g(z) einen Term der Ordnung O((%)%) liefert. Manchmal ist es daher sinnvoll,
auch noch den Randterm der Ordnung O(%) von mitzuberiicksichtigen.

Sofern ¢'(z) auf [a, b] keine Nullstellen hat, ist

b

f(l') eisg(a:)
isg' ()

fla)| _
g'(a)

1,

f(b)
= g'(b) ‘

a

[ 4 JG) ) i
dx ig’(x

x
=: M, .
/|d$gzv ‘ 2

Und damit folgt die Behauptung:

b

/ f(x) 9@ gy

a

1
SIIHI*<M1—M2):O O

$§—00 g

lim
Eadee]

Wenn die Funktionen f und g hinreichend glatt sind, so kann man n-mal partiell in-
tegrieren und erhélt mit lim, o f(s) ~ 1/s™ eine entsprechend bessere asymptotische
Entwicklung.

1.3 Laplace Methode

Wir suchen eine asymptotische Entwicklung des verallgemeinerten Laplace-Integrals fir
5 — 00:

/ fla) e 9@ (L.3.1)

Die Idee der Laplace-Methode ist, dafl im lim,_,,, nur ein kleiner Bereich um das Mi-
nimum von g(x) herum zum Wert des Integrals beitragt. Wir nehmen fiir das folgende
an, dafl es im Intervall [a, b] nur ein einziges Extremum von g(x) bei ¢ gebe und dieses
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sei ein Minimum. Im weiteren miussen wir drei Falle unterscheiden:

b
1. c=a Is(s) = [ f(z)e™*9@)dy
2. ¢=b L.(s) = fc f(z)e9@)dy

3. ce€ ((l, b) [(S) = Iac(s) -+ ]cb<5) — 5 f(l’) e—59(T) 4 f‘ f(x) e—59() ]y

Wir beginnen mit den ersten zwei Féllen. Da g(z) im gesamten Intervall monoton ist,
existiert die inverse Funktion und wir konnen das Integral auf ein einfaches Laplace-
Integral im Sinne des Watson Lemma zuriickfithren. Weil g(x) bei x = ¢ ein Minimum
hat, ist ¢’(c) = 0 und ¢”(c) > 0. Wir fithren als neue Variable ein: 7(z) := g(z) — g(c).
Die Umkehrfunktion dazu sei: z = z(7) = 77! (x).

b

u®=/ﬂ)SWmf68”/f ?=9(6)) g

s):/f(x —39(@) g = ¢759(9) /f e 30(@)=9(0) gy

e [ ] (7)) s gy = st [ ) (x(T;) e Tdr
g9(a)—g(c) g 0
Jetzt soll der Ausdruck f(x(7))/¢'(xz(7)) nach 7 entwickelt werden. Wir beginnen zu-

nédchst mit einer Entwicklung dieses Ausdrucks nach (x — ¢), in welche wir dann eine
Entwicklung von (z — ¢) nach 7 einsetzen.

@) O+ =) f(0)+ 0~ )
¢(@) ~ P~ + LA — e + Ol(z — )
1(0) + (2 = ) () + Oz = c?)
¢(0) @ — O + £ (@ — ) + O((w — )]

1 ¢"(0)

=i —o 2

[f()+ (@ =) f(0) + O((z — ¢))]

(z =)+ O((z = c)?)]
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B (R (VA C I L CRPYY

9= 2¢"()?  g(c)

Jetzt bendtigen wir eine Entwicklung von (x — ¢) nach 7:
1 1
7= g@) = g(e) & 59" () (w = &)’ + 59" () (x = ) + O((x = 0)") .

In niedrigster Ordnung gilt:

1 2
TR ig”(c)(x — 6)2 = (r—c¢) ==+

Hierbei gilt das positive Vorzeichen im Bereich x > ¢, d.h. fiir das Integral I;(s), und
das negative Vorzeichen gilt im Bereich x < ¢, d.h. fiir das Integral I,(s).

Fiir eine verbesserte Entwicklung von (z — ¢) nach 7 machen wir den Ansatz:

2
g"(c)

(x—c)r= =+ TI4a-TY

Setzen wir diese Entwicklung in die urspriingliche Gleichung fiir 7 ein, so erhalten wir:

£a(2g' (@)t~ g O+ O =
=50 Grige + O = ~gigrap + O
Damit folgt fir (z — c)
(=0~ 7 = g+ 0D
~=\ 7w F g O
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204
. i r: g/;(c) 71+ 3\/5(”;/6()6))3 77+ 0(7)] .
Damit kénnen wir jetzt die Entwicklung von f(z(7))/¢'(x(7)) nach 7 angeben:
o= pa e wéq(g(c()c)) T+ 0l
45 o
~+ s OG- B vor

1
=: T 2
Jetzt konnen wir das Watson Lemma mit o =

s

[+ao + ay77 + O(7)] .
L und g = % anwenden und erhalten

2

Lap(s) ~ e [aq 0
S2
0 VO o £ F@)) e
2s¢"(c) g"(c)  3(g"(c)?" s st -
N r'(1 1
Le(s) = 79 [aq (12) —a (1) +O0(—=)]
S2 S S2
_ —s9(0) VTfle) e—sg(c)<f'(c>  fle)g"(c ) - 1 4 O(ig(c)) (1.3.3)
259" (c) g"(c)  3(9"())*" s sz -
Im unserem dritten Fall, wenn ¢ innerhalb des offenen Intervalles (a,b) liegt, erhalten
wir:
—sale 2m e™%9()
1(5) = Lae(s) + Lan(s) = () =) [ -2+ O(—=) (1.3.4)

1.4 Stationdare Phase Methode
Wir suchen eine asymptotische Entwicklung des verallgemeinerten Fourier-Integrals fiir

S — OQ:
b
(L4.1)

I(s) = / f(z) eI @dy .

a
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Die Idee der Stationdre Phase Methode ist, dafl wegen des Lemma von Riemann-
Lebesgue , d.h. wegen der starken Oszillationen des Integranden fir s — oo,
nur ein kleiner Bereich um ein Extremum von ¢(z), d.h. einen stationidren Punkt ¢ mit
g'(c) = 0, zum Integral beitrdagt. Wir nehmen fiir das folgende an, dafi es im Intervall
[a, b] nur ein einziges Extremum von g(x) bei ¢ gebe. Im weiteren miissen wir drei Félle
unterscheiden:

. c=a Ip(s) =

“%c-

(z) e da

f
2. c=b: Loc(s) = | f(x) e @da

|
fS—nq

3. c€(a,b): I(s) = Ie(s) + In(s) = f f(x) 9@ g +fb flx) 9@ dy

Wir beginnen mit dem ersten Fall. Wegen des Lemma von Riemann-Lebesgue konnen
wir uns auf das Intervall [c, ¢ 4 €] beschrénken.

b cte b
s) = / f(z) 9@ dy = / f(z) 9@ dx + / f(z) 9@ dy
c c cte

ct+e 1
- / f@) ez +O(2)

C

cte cte
~ [ )t @dn = [ f(e) ot e Oy

g
_ j(@ e [ sy,
0

Wegen des Lemma von Riemann-Lebesgue kénnen wir den Integrationsbereich wieder
bis co ausdehnen, denn

7 isi ”(C) 2 1

[etroranol) o

S
€

La(s) = f(c) €9 / RETACEN
0

Den gleichen Ausdruck erhalten wir auch fir I,.(s), denn:

c—¢€

s):/f(x)eisg(’“")dx: / f(x) e @ dy 4 / f(z) e @ dy

a
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[

= O(l) + / f(x) e @ dy

S
c—¢
I / f( ) isg(x dl’ _ / f(C) ez‘sg(c) eisig“(c) (m_c)gdx
c—¢ c—¢
0 3
= f(c) e’ / g9 () dey = f(c) i59(c) / isa19"(€) dey
e /

~ f(c) e / 529" ()% g |
0

ls) = Lels) & () €9 [ =3O 4y e f(c) 4909
0

Jetzt nehmen wir erneut eine Fallunterscheidung vor, und zwar in die beiden Falle
g"(c) > 0 und ¢"(c) < 0. Wir beginnen zunachst mit ¢”(c) > 0 und wollen zeigen,
daB das folgende Integral Iy tiber das Kreissegment Cr mit 2 = Re™, 0 < ¢ < T, fur
R — 0o gegen Null geht:

1

S /] 2 s Lo 2 ,12¢ R

[RIZ/BZSQ!Q (c)z dz:/ezsmg (c) R%e Rzewdgp
Cr 0

; v i Re's 2 . S P2 g
= / eis%gn(C) R2e'® &d¢ — / Gis%QI,(C) R2et9 Lel d¢
2 0 2(R2ei®)1~2

i}
_/ isg79" (c) pe'? ipe d¢ /eis%g”(C)z dz
2(per)' 2(

Hierbei wurden p := R* und C,, : z = pe’® mit 0 < ¢ < I verwendet. Nun ist ¢”(¢) > 0
und lim,_, ]zl%| = lim, p~ /%2 = 0. Also kénnen wir das Jordan Lemma [[.2.1| auf
den Weg C'p anwenden und erhalten limg .o, Igr = 0.

Auf Grund des Residuensatzes gilt:

Io+IR—|—]7r/4:O = hm Iy = —ngﬂ IW/4 =

—00

0 0 )
io L 1 2 io L 1 % 2 0w io L
/6132!9 (@2 g = —/ 529" (©) (re®)” o7 gy :/6“2!9 @ik dr

0 o] 0
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Im(z)

n/4

C

R

Re(z)
> >
C0 R

Abbildung I.1: Integrationsweg Cy + Cr + Cr/a

o
= / e 19" gy
0

Mit den Substitutionen u := (s2¢"(c))"/? - r und v : = u? folgt:

o0 ©0 " " o0
/eis%gﬁ(c)xzdm = /6_u2 (sg <C))_% du = et (sg (C))_% /6_” 11 dv
2! 2! V2
0 0 0
. sq" 17 . sq" 1 1
= e4 (892!(0))_5 3 0/ e’ U%_l dv = e (Sg2!(c))_§ 3 F<§) .

Damit erhalten wir also fiir den Fall ¢”(c¢) >

n 2!

0
Ip(s) = Ie(s) = f(c) €9 e (Sg”(c) I'(3) |

(1.4.2)

Falls der stationidre Punkt ¢ inmitten des Intervalles (a,b) liegt, ergibt sich nochmals
ein Faktor 2:

I(8) = Loo(s) + Lp(s) ~ f(c) €99 e )2T(=) . (1.4.3)

ENE}
—~

Im Fall von ¢”(¢) < 0 wahlen wir ein Kreissegment Cr in der unteren Halbebene mit
2= Re¥ 0 < p < —7, so dal wir nun auch wieder das Jordan Lemma anwenden
konnen und ebenso wie oben limg_,o, Igr = 0 erhalten. Wieder folgern wir mit Hilfe des

Residuensatzes:

[0+[R+I_7r/4:0 = I%L{I;o IO:_I%L{I;O [_71-/4

und erhalten also fur ¢”(c) < 0:

(1.4.4)
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Falls der stationdre Punkt ¢ inmitten des Intervalles (a,b) liegt, ergibt sich noch ein
Faktor 2:

n 2!

T(s) = Tcls) + La(s) & F(0) 90 e (S T(5) (145

Anmerkung 1: Es stellt sich natiirlich die Frage, warum wir oben als Integrationswege
gerade Cy 4, bzw. C_; /4 genommen haben. Es zeigt sich bei der nachfolgend bespro-
chenen Sattelpunkt Methode, dal dieser Weg gerade der Weg des grofiten Gefélles ist.

Anmerkung 2: Die Ergebnisse |[[.3.2] bis [[.3.4] der Laplace Methode gelten asympto-
tisch fur O(%), die Ergebnisse [[.4.2| bis [[.4.5( der Stationdre Phase Methode dagegen
deutlich schwécher nur fiir O(1).

1.5 Sattelpunkt Methode

1.6.1 Sattelpunkt Methode allgemein

Bei Problemen der mathematischen Physik tauchen immer wieder auch allgemeinere
Wegintegrale als die oben mit Hilfe der Laplace Methode und der Stationdre Phase
Methode behandelten Integrale auf:

I(s) := / F(2)e¥99dy | (L5.1)
C

Dabei seien f(z) und g(z) zwei Funktionen, die in einem gewissen Bereich D C C, der
den Weg C' enthélt, analytisch sein sollen. Den Parameter s konnen wir stets als reell und
positiv annehmen, denn eine eventuelle komplexe Phase von s liefle sich ja immer in g(z)
absorbieren. Falls es nicht gelingt 1(s) direkt zu 16sen, z.B. mit Hilfe des Residuensatzes,
so ist man héufig schon zufrieden, wenn man wenigstens eine asymptotische Darstellung
fiir s — oo gewinnen kann.

Wenn f(z) und ¢(z) im Bereich D fiir |z] — oo gegen Null gehen, und wenn es einen
Punkt zy € D gibt, am welchem der Realteil von ¢(z) ein Maximum hat, so konnen wir
den Weg C' zu einem Weg C|y deformieren, so dafl er tiber dieses Maximum von $(g(z))
bei zy fihrt. Nun kénnen wir vermuten, dafl der grofte Beitrag zum Integral I(s) fur
s — oo aus der unmittelbaren Umgebung dieses Maximums herriithrt. Wie gut oder
schlecht diese Naherung tatsichlich ist, mufl dann jedoch fiir den konkreten Einzelfall
noch untersucht werden.

Sei g(z) := g(x +1y) := u(x,y) + iv(z, y). Notwendig fir ein Maximum von u(zx,y) bei
(o, Yo)ist:

ou(z,y)
ox

_ Oufz,y)

z0,Y0
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Da g(z) analytisch ist, gelten fir g(z) die Cauchy-Riemann Bedingungen:

Ou(z,y) _ Ovlz,y) . Oulzy)  Ov(z,y)

ox dy oy ox

und damit folgt fur das Maximum von u(z,y) bei (2o, yo):

dv(z,y) _ Ovu(z,y) -~ dg(2)
dy N ox =0 = dz

Z0,Y0 Z0,Y0 T0+1Yo0

=0.

Aus den Cauchy-Riemann Bedingungen folgt, dafl u(z,y) und v(x,y) die Lapalce-
Gleichung erfiillen:

0%u O o0u 0 v 0 Ov 0 ou 0%u

012 Oxdr Oxdy Oydr  Oydy Oy’
0% 0 Ov 0 Ou 0 Ou 0 Ov 0%

00~ Qrdw — 0xdy  dydr  dydy Oy

*u  0*u v v

Daraus folgt aber sofort, dafl u(z, y) bei (¢, yo) kein einfaches Maximum oder Minimum
haben kann, denn ein §%u/dz* < 0 impliziert ja ein 9*u/dy* > 0. Ein solcher Punkt
(0, Y0) mit dg(z)/dzl,,,;,, = 0 heiBt Sattelpunkt und daher rithrt auch der Name der
Methode.

Wir fithren jetzt die Vektoren der Gradienten der u(x,y)-Flache und der v(x, y)-Flache
ein:

8uéa:,y) 81}((91",3;)

?u(x, y) = N und ?v(z,y) = ‘
Ou(x,y) Ov(z,y)

oy 9y

%
Wegen du = eu - dr steht der Gradient senkr_e;:ht auf den durch du = 0 definierten
Hohenlinien von u(zx,y), denn du =0 = ?uj_dr, und er zeigt in Richtung des grofiten

Gefilles, denn du ist maximal fiir ?u I dr.
Wegen

Vule,y) - Vol,y) = 2000 Judv Ou Ouy Oulu

_ g it Gl R E i L.5.
8x8x+8y8y 895( 8y>+8y8x (15.3)

stehen ?u und ?v senkrecht aufeinander, d.h. die Richtung von ?u, die Richtung des
grofiten Gefélles von u(x,y) ist zugleich die Richtung der v(z, y)-Hohenlinien.
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Wir entwickeln g um 2 in eine Taylorreihe
1 2 1
9(z) = g(20) + 5(2 —20)°9"(20) -

und wollen den Integrationsweg Cy durch eine Gerade durch zy in Richtung des grofiten
Gefilles von R(g(2)), oder was das Gleiche ist, der Konstanz von (g(2)), ersetzen. Sei
also:

Z—20=T" eisol und g//(zo) _ ’g//<zo)‘ ) 61'902 —
1 .
9(2) = g(z0) = 5 r°lg" ()| - €' CoeR)

R(g(2) — 9(20)) = 57719 (20)| - cos(21 +22)

Die Richtung des grofiten Gefilles von R(g(z)) liegt vor bei
1

200+ o =1 & o1 = 5(71' —¢2), (I.5.4)

denn dann gilt ja gerade
1

R(g(2) — 9(=0)) = =5 19" (20)] ,

S(g(2) — 9(%)) =0.
Damit lautet die entsprechende Geradengleichung in der komplexen Ebene:

. 1
z—zp=r € = y—yoztan(i(ﬂ—g@))-(x—xo),

und auf dieser Geraden féllt nun der Integrand von I(s) fir s — oo tatsdchlich expo-
nentiell sehr schnell ab

2

F(2) €93 x f(z) e9G0) =35l o)l?

=~ f(ZO) 68~.‘](ZO) / 6_%8‘9//(750)"7‘262‘901617.

a
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2 f(2) e¥9(0) gl / e~ 35l0" Gl g

— 00

0

359" (20)]

- 2m
_ s9(x0) yig1 | I
f(z0)e e STl (L.5.5)

1.5.2 Reelle Sattelpunkt Methode = Laplace Methode

= f(z()) 65'9(20) 67;801

Im Falle von verallgemeinerten Laplace-Integralen, also von
I(s) = / f(z) e 9@ dx

T

mit einem Maximum bei zy = zg gilt: ¢"(zo) = —|¢"(z0)| = |9 (x0)] - €'

pp=7 = p1=0 =
I(s) ~ f(zo)ew(ZOM/L , (1.5.6)
s1g"(z0)]
und das ist gerade wieder das Ergebnis der Laplace Methode von

1.5.3 Imaginare Sattelpunkt Methode = Stationare Phase Methode

Im Falle von verallgemeinerten Fourier-Integralen, also von
b
1(5) = [ flw) ez

mit einem Extremum bei zy = z¢ gilt: ¢"(z0) = |¢"(70)|e™¥? = i |g" (x0)]:

z fur " (xg) > 0, 1 z fir " (xg) > 0,
P2 = gﬂ' fir o - 9= i(ﬂ B QDQ) =9 s eI
&3 ur g”(z9) <0, - fir g"(z9) < 0
I(s) ~ f(z) e¥9C0) i3 o fir g"(zg) 2 0, (L5.7)
s1g"(z0)]

und das ist gerade wieder das Ergebnis der Stationdre Phase Methode von bzw.
L4.5
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1.6.4 Beispiel: Stirling Naherung der Fakultat
I(s)=s!=T(s+1) = / e tdt (L5.8)
0

:/es-ln(t)e—tdt:/es(ln(t)—é)dt'
0 0

Wir identifizieren f(r) =1 und g(v) = In(z) — £
/ 1 1 /
g(‘r):;_g7 g(x)ZO = Top =S5, 9<I0):ln<s)_17
1 1
"(x) = 2 9" (x0) = 2

Fir groe Werte von s liegt das Maximum von ¢(z) und damit der Hauptbeitrag zu
I(s) bei s und wir wenden die reelle Sattelpunktmethode an:

I(s) = =D/ ors = /21 e s°F3 (1.5.9)



J Funktionalanalysis von Fredholm-Operatoren

The beginner ... should not be discouraged if ... he finds that he does not
have the prerequisites for reading the prerequisites. P. Halmos

Zitiert nach Functional Analysis, Reed u. Simon| (1980), S. 1.

J.1 Einfiihrung

In der Quantentheorie lernen wir gleich zu Beginn, dafl der Impuls-Operator in der Form
p= —ih% auf L?(a,b) ein linear unbeschriankter Operator ist, mit allen Komplikatio-
nen, die unbeschrankte Operatoren an sich haben. Und vielleicht lernen wir auch, dafl
die fiir die Quantentheorie typischen kanonischen Vertauschungsrelationen der Form
[A, B] =i -1 sich nicht mit zwei linear beschréinkten Operatoren A und B erfiillen las-
sen, sondern dafl in diesem Fall zumindest einer der beiden Operatoren unbeschrankt
sein muf} (Beweis sieche unten).

Wenn wir uns aber mit mathematischer Literatur zu elliptischen Differential-Operatoren
und dem Indextheorem beschéftigen, so erfahren wir, daf} elliptische Differential-Opera-
toren Fredholm-Operatoren sind. Wenn nun % als ein elliptischer Differential-Operator
ein Fredholm-Operator ist, dann mufl % ein beschrankter Operator sein, da Fredholm-
Operatoren ja beschrankt sind.

Der Widerspruch 16st sich dadurch auf, daf§ in der modernen Analysis elliptische Diffe-
rential-Operatoren nicht auf L2, sondern in einem erweiterten Rahmen als Pseudodiffe-
rential-Operatoren in Sobolevraumen betrachtet werden und nur in diesem Rahmen als
Fredholm-Operatoren behandelt werden konnen. Die Vorteile dieser Behandlungsweise
von partiellen Differential-Operatoren sind so umfassend, dafl der Kalkiil der Pseudodif-
ferential-Operatoren in der Mathematik schon seit Jahrzehnten zum Standardrepertoire
der Theorie der partiellen Differentialgleichungen gehort.

Bevor wir im néchsten Kapitel auf den Kalkiil der Pseudodifferential-Operatoren und
speziell die elliptischen Differential-Operatoren eingehen, sollen in diesem Kapitel kurz
einige benotigte Grundlagen der Funktionalanalysis zusammengestellt werden. Jedes
Lehrbuch der Funktionalanalysis behandelt die hier angefithrten Themen ausfiihrlich.
Fir diese Darstellung wurden herangezogen: Grofmann| (1972), [Werner| (2005), Lax
(2002), [Voigt u. Wloka (1975)), |Gilkey| (1995), Boof| (1977), Fischer u. Kaul| (2001)), Fi-
scher u. Kaul (1998). Dabei ist (GroBmann| (1972)) als Einstieg in die Funktionalanalysis
fiir Physiker gut geeignet und leicht lesbar. Die hervorragende Funktionanalysis von
Werner| (2005)) ist eine moderne deutschsprachige Standardreferenz. Das Lehrbuch des
berithmten Altmeisters der Analysis Peter D. Lax, |Lax (2002)), ragt durch besonders
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schone Beweise und die didaktisch gelungene Prasentation auch ungewohnter Zusam-
menhénge hervor. Boof| (1977)) ist eine mit Gewinn zu lesende Einfithrung in die Theorie
der Fredholm-Operatoren und die Indextheorie.

J.2 Beschriankte Operatoren

Definition J.2.1 Alle linearen Rdume die im folgenden betrachtet werden, seien Vek-
torraume tiber einem Koérper K - wobei hier stets K = R oder K = C ist.

Definition J.2.2 Sei H ein separabler Hilbert-Raum. Ein beliebiger Operator A : H —
H heifst beschrinkt, wenn es eine Konstante C' € R gibt mit

JAfII < ClfIl - fir alle f € H .

Die kleinste Schranke C' heifit Norm des Operators:

A
1A= s A
rerlifiizo |1 f]]

Definition J.2.3 Wir bezeichnen die Menge der linearen und beschrinkten Operatoren

Wenn A ein linear-beschrankter Operator ist, 1483t sich wegen der Linearitat die Ope-
ratornorm auch schreiben als:

[A]l:= sup [|Af]|
Fer|Ifl=1

Definition J.2.4 Ein beliebiger Operator A : H — H heifit (folgen-)stetig an der Stelle
f € H, wenn fir jede Cachy-Folge f,, € H mit

lim f,=f = lim Af, = Af.

n—o0

Ein beliebiger Operator A : H — H heifit stetig, wenn er an allen Stellen f € H stetig
15t.

Satz J.2.5 a. Ein linear-beschrankter Operator A € L () ist an jeder Stelle f €
stetig, oder an keiner.

b. Die hier definierte Folgenstetigkeit ist in metrischen Rdaumen dquivalent zum allge-
meineren topologischen Begriff der Stetigkeit, d.h. eine Abbildung A : M — M ist genau
dann folgenstetig, wenn das Urbild A~Y(D) jeder offenen oder abgeschlossenen Menge
D C M offen oder abgeschlossen ist.
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Beweis. a. Sei A stetig bei f € 2 und sei {g;} € 5 eine Cachyfolge mit lim; .. g; = g,
dann ist {f; := g; — g+ f} eine Cachyfolge mit lim; ,, f; = f und wegen der Linearitat
und Stetigkeit von A bei f gilt:

lim Af; = lim A(g; —g+ f) = lim Ag;, — Ag+ Af = lim Ag; = Ag .

1—00

b. Sei das Urbild A™'(D) jeder offenen Menge D C M offen, dann ist dquivalent dazu
auch das Urbild A~!(FE) jeder abgeschlossenen Menge £ C M abgeschlossen, denn zu
jedem F ist ja die Komplementmenge E¢ := M\ E eine offene Menge und also A~1(E*)
auch offen:

ATNE) ={flAf e B} ={f|Af € E}* = (A}(E))" &

A~Y(E) abgeschlossen .

Sei jetzt A : M — M folgenstetig, E C M abgeschlossen und {f;} eine Cauchyfolge in
A7YE) mit f := lim; , f;. Es ist zu zeigen, dal A™'(E) abgeschlossen ist, d.h. daf
[ € A7H(E) liegt. Wegen der Folgenstetigkeit von A ist {g; := Af;} eine Cauchyfolge
in E und wegen der Abgeschlossenheit von E gibt es ein ¢ € F mit g = lim;_,, g; und
g = Af. Also liegt f in A7!(FE). Die Folgenstetigkeit implziert also die topologische
Stetigkeit.

Fiir die umgekehrte Richtung sei jetzt A : M — M stetig (im topologischen Sinne) und
{fi} eine Cauchyfolge in M mit f := lim; , f;. Es ist zu zeigen, daf {f;} folgenstetig
ist, d.h. daBl Af := lim; ,o, Af;. Sei also D := K. (A(f)) eine offene e-Umgebung von
Af, dann ist f € A7Y(D) und A71(D) ist wegen der Stetigkeit auch offen. Also gibt es
in A7Y(D) eine offene §-Umgebung K;(f) in der fast alle f; liegen, und daraus folgt,
dafl fast alle Af; in D = K. (A(f)) liegen und das heifit, dal Af := lim; ,,, Af;. Die
topologische Stetigkeit impliziert also die Folgenstetigkeit. O

Satz J.2.6 FEin linearer Operator A : H — H ist genau dann stetig, wenn er beschrinkt
15t.

Beweis. a) A sei linear und beschrankt = A0 =0 = | Af; — A0 ||=] Af; |< C ||
fill= 0 wenn || f; ||—= 0. Also ist A an der Stelle 0 stetig und wegen der Linearitat
iiberall auf 77 stetig.

b) A sei linear und auf .77 stetig. Wenn A nicht beschrankt ist, dann gibt es eine Folge
{fiy € 2 mit | fi |20 und c; i=|| Afs | /|| fi |~ oo

Dann ist {g; := (1/¢;)(fi/ || fi ||)} eine Nullfolge in 5 und wegen der Stetigkeit von
A gilt Ag; — 0. Andererseits gilt aber auch || Ag; ||= (1/c:))(Afi/ || fi |]) =1 # 0.
Widerspruch, also ist A beschréankt. O

Als Beispiel eines nicht beschrankten Operators in einem Hilbert-Raum betrachten wir
den eindimensionalen Impuls-Operator in der Ortsdarstellung auf L?(a,b), a,b € R,
a<b: A:=—ihl : L*a,b) = L*(a,b).
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Die Funktionen fi(z) := (1/v/b — a) exp(i27kz /(b — a)) sind Elemente von L?(a, b) mit
| fi [I= 1, aber || Lfi |= 2k — oo. Also ist der Impuls-Operator A := —ifi-L
nicht auf allen Elementen von L?(a,b) stetig und damit auf L?(a,b) unbeschrinkt.
Gleichzeitig ist dieser eindimensionale Impuls-Operator aber ein elliptischer Differential-
Operator. Wir werden im Abschnitt tiber Pseudodifferential-Operatoren sehen, daf§ wir
elliptische Pseudodifferential-Operatoren in geeigneten Sobolevraumen als beschrankte
Operatoren definieren konnen. Dies bietet uns dann deutlich erweiterte Moglichkeiten
zur Untersuchung partieller Differentialgleichungen.

Nun stellt sich natiirlich die Frage, ob wir nicht vielleicht sogar alle quantenmechani-
schen Operatoren statt in L?(a,b) in einem geeigneten Sobolev-Raum betrachten kon-
nen, um sie solcherart zu beschrankten Operatoren zu machen? Diese Idee funktioniert
leider nicht, wie der folgende Satz zeigt:

Satz J.2.7 (Wielandt) Die Vertauschungsrelation [A, B] := AB — BA = il ist im

Raum der linear beschrinkten Operatoren nicht maoglich.

Beweis. Seien A, B € £ (), welche die Vertauschungsrelation [A, B] = il erfiillen.
Zunichst beweisen wir per Induktion die Relation inB" ! = AB™ — B"A. Fiir n = 1
ist dies nach Voraussetzung richtig. Jetzt sei die Relation fiir n richtig, dann folgt fiir
n+ 1:

= [A,B"|B+iB" = inB" 'B+iB =i(n+1)B") .

Nun bilden wir von beiden Seiten dieser Relation die Norm und erhalten:
n| B <[ AB™ ||+ || BPA <2 (| B* | Bl Al -

Wenn n > 2 || B |||| A || ist, dann gibt es nur die Losung || B*! |= 0 und damit
B" ' = 0. Setzen wir dies auf der rechten Seite von i (n — 1)B"2 = AB" ' — B"'A
ein, so folgt B2 = 0 und induktiv dann B = 0. Widerspruch, also mufl zumindest
einer der beiden Operatoren A und B ein unbeschriankter Operator sein. O

Satz J.2.8 Die Menge der linear-beschrinkten Operatoren £ () bildet einen Banach-
Raum.

Beweis. Mit A, B € £ (), a € C folgt sofort, da A+ B € £ () und aA € L (),
daf also Z () ein linearer, normierter Raum ist. Zu zeigen bleibt also noch, da8
L () auch abgeschlossen ist. Sei {A,, € Z()} eine Cauchy-Folge in £ () und
f € H, dann gilt: || (A, — A f <] Am — An |l f |= 0 mit m,n — oo. Da H
abgeschlossen ist, gilt also, daf} ¢ := lim,_,, A,f existiert und gerade Af := g =
lim,, .o, A, f definiert. Offensichtlich ist A auch linear und auch beschrankt, denn aus
| Anf |/ I S]] Ay || < C folgt wegen der Stetigkeit der Norm:

iy oo || Anf ||/ 1 f I1=1 s Anf L/ WS AI=IHAS I/ FISIPA < C
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Fir viele Beweise im Zusammenhang mit linear-beschrankten Operatoren ist der fol-
gende Satz tiber die gleichméflige Beschréanktheit grundlegend:

Satz J.2.9 (Banach-Steinhaus) FEine beliebige Menge linear-beschrankter Operato-
ren {A,} C L(H) ist in L(H) beschrinkt, wenn fir jedes f € H die Menge {A,f}
beschrinkt ist. Also: || Anf ||< Cf fir alle n € Indexmenge, f e H = || A, ||<C.

Beweis. siehe [Werner| (2005)), S.141, Theorem IV.2.1. O

Lemma J.2.10 Das Produkt zweier linear-beschrankter Operatoren in € ist linear-
beschrankt.

Beweis. Seien A, B € £ (), dann folgt:

AB|| — IABf|| |AB f|| |Bf||
|AB|| = = e
rexlifizo Il reniflzo B0 | Bl [ f]l
< sup HA(Bf)H)( “up |Bf||
rexlflzo Bz 1B " reripizo If]]
A(Bf Bf
<( sup MBI BB gy .

" rewBijzo ||Bfll T rewgfizo [If]l

Zu einem linear-beschrankten Operator in einem Hilbert-Raum gibt es einen linear-
beschrankten adjungierten Operator. Dies beweist man mit dem Rieszschen Darstel-
lungssatz linear-beschrankter Funktionale in einem Hilbert-Raum.

Satz J.2.11 (Riesz-Fréchet) Jedes linear-beschrinkte Funktional | : 5 — C iber
einem Hilbert-Raum F ist darstellbar in der Form I(f) = (g | f) fir alle f € .
Dabei ist g € H eindeutig durch das Funktional | bestimmt und es gilt ||l|| = ||g]|-

Beweis. Zunéchst betrachten wir den Kern von [, hier als N; C 7 bezeichnet. Wenn
N, = 7, dann konnen wir ¢ = 0 wahlen. Sei jetzt also der Kern von [ kleiner als
A, dh. dim Nt > 0, dann gibt es ein p € N;* mit p # 0. Dann ist das folgende

q:=1(p)f —I(f)p € K, denn I(q) =0, und (p | q) = 0.
L(p)

0=la) =1 N =UNIPI* = 1) ={g|f)mitg:=

plf)

Das hier konstruierte g € 5 ist eindeutig, denn: (¢, | f) = (g2 | f) fur alle f € # =
g1 = go. Also ist der zum Kern von [ senkrechte Unterraum Njt eindimensional. O

Satz J.2.12 Zu jedem linear-beschrinkten Operator A € L() in einem Hilbert-
Raum gibt es einen adjungierten Operator AT, der ebenfalls linear-beschrinkt ist:

(Alg | f) == (g | Af) fir allef.g € A und |AT|| = |A]l.
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Bewels (g | Af) ist bei festem g € 7 linear-beschrénktes Funktional:

g.A(f) = ( | Af). Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es ein ¢’ € S mit
lg, A(f) = (g’ | f). Die Abbildung von g — ¢’ nennen wir den adjungierten Operator AT
At ist linear, denn:

(A(argr + azg0) | f) = (0191 + azge) | Af) = aigr | Af) + a3{gz | Af)

= GT<AT91 | )+ @;<AT92 | f) = <CL1AT91 + ayAlgy | f) -

Die Beschrinktheit von AT sieht man so:
|ATg||> = (ATg | ATg) = (g | AATg) < ||glll|All| ATg] ,

also ist entweder ATg = 0 und damit ||AT|| = 0, oder ||ATg|| < ||g|/||A]. Umgekehrt gilt
ebenso:

IAFI? = (AF LAf) = (F 1T ATAS) < IFIIATIIALL

also ist entweder Af = 0 und damit ||A|| = 0, oder ||Af]] < ||f|l|AT|. Damit folgt:
1T = Al O

Somit ist die Menge .Z(.#) der linear-beschriankten Operatoren in einem Hilbert-Raum
nicht nur ein Banach-Raum, sondern wegen der Abgeschlossenheit der Multiplikati-
on und der Adjungation in .Z () auch eine *-Algebra, zusammenfasend also eine
Banach*-Algebra genannt (die Mathematiker verwenden fiir die Adjungation tblicher-
weise einen *, die Physiker zumeist ein T).

Die Operatoren in .Z(s¢) erfiillen dartiber hinaus noch die sogenannte C*-Eigenschaft,
d.h. |ATA|| = ||A]%, denn

1ATAIL < JATIIA] = 11 A)17

IAFI? = CAf [ Af) = (f | ATAf) < |IFIIIATAS] < [ ATALL£11?

Eine Banach*-Algebra, welche wie hier £ () zusétzlich die C*-Eigenschaft besitzt,
nennt man eine C*-Algebra. Solche C*-Algebren bilden die grundlegende Struktur zur
algebraischen Untersuchung der Quantentheorie.

Die folgenden Aussagen iiber das orthogonale Komplement D+ eines Teilraums D C 7,
die Bildbereiche R4, R4, die Kerne N4, Ny4i, eines Operators A € Z() und sei-
nes adjungierten Operators AT werden 6fter benétigt, z.B. im Zusammenhang mit der
Bestimmung des Index von Fredholm-Operatoren, und sollen deshalb hier zusammen-
gestellt werden.

Lemma J.2.13

a. D C # = D7+ abgeschlossen , (J.2.1)

b. D abgeschlossen = H# =D @ D+, (J.2.2)
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c. D C (D*H)*, und D abgeschlossen = D = (D%)*, (J.2.3)
d. Ny ist abgeschlossen , (J.2.4)
e. Nyt = Ra™ und Ny= Ry . (1.2.5)
f Ra= Nyt (J.2.6)

Beweis. a. D sei ein beliebiger Teilraum von 7 und D+ sein orthogonales Komple-
ment, {f;} € D+ sei eine Cauchy-Folge, dann gilt (f; | g) = 0 fiir alle ¢ € D. D+ ist
offensichtlich ein linearer Raum und enthélt als solcher natiirlich auch {0}. Wir nehmen
an, da f; — f € D, || f]| > 0, dann gilt einerseits || f — f;|| < € und andererseits

If =il = = fil f=f) = WP =L f) = (i LA+ AP = ISP+ LA > 0,
Widerspruch, also kann f nicht in D, sondern muf in D+ liegen, also ist D+ abgeschlos-
sen.

b. D sei jetzt ein abgeschlossener Teilraum von 7, also selbst ein Hilbert-Raum, also
gibt es eine vollstandige Orthonormalbasis von D: {e;}. Die Projektion eines beliebigen
Vektors f € 2 hinein in D ist dann f; := >;(e; | fle; € D und fo := f — f; € D+,
Also ist f = fi + fo mit fi € D und fo € D*. Diese Zerlegung ist eindeutig, denn sei
etwa f = g1 + ¢go mit g; € D und go € D+, dann gilt

O=f—f=—q)+(fa—9),
0=((fi—g)+(fo—9) | (fi—g)+ (fo—2)) = (fi —a)|” + (o — g2)|I*,

und daraus folgt f; = ¢g; und f5 = go. Die Zerlegung von f € ¢ ist also eindeutig.

c. Wenn D abgeschlossen ist, d.h. D = D, dann ist wegen b. # = D @& D+. Da D+
immer abgeschlossen ist, gilt aber auch ## = D+ @ (D4)*+ = (D) & D*. Wegen der
Eindeutigkeit der Zerlegung ist also D = D = (D*)* und falls D nicht abgeschlossen
ist D c D= (D).

d. {0} ist abgeschlossen, also ist {0}° = R4 \ {0} offen, also ist wegen der Stetigkeit

von A die Urbildmenge A~1(R4 \ {0}) = D4\ Ny offen, also ist (D4 \ Ns)¢ = Ny
abgeschlossen.

e. fENyCH & (g| Alfy =0firalleg e # < (Ag| f) = 0. Die zweite
Aussage folgt, indem einfach A durch Af ersetzt wird.

f. Aus c. und e. folgt sofort: Ny~ = (RaT)* = Ry. O

Die beiden wichtigsten Fragen im Zusammenhang mit Operatoren sind die Frage nach
dem Spektrum und die Frage einer moglichen Inversen. Wir beschéftigen uns im folgen-
den nur mit der dem Problemkreis der inversen Operatoren, also der Frage der Auflos-
barkeit der Operatorgleichung Af = g mit A € L (), f, g € 5. Wenn der Bildbereich
von A gleich 7 ist, also Ry = R4 = 5, dann konnen wir A auf 7 invertieren. Wegen
f. ist Aquivalent dazu und leichter zu beweisen die Bedingung (N,i) = {0}.
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Zentral fir Untersuchungen zur Invertierbarkeit von Operatoren ist der Satz der of-
fenen Abbildung, einer der wichtigsten Sétze der Funktionalanalysis. Dieser Satz wird
iiblicherweise fiir linear-beschrankte Abbildungen zwischen Banach-Raumen formuliert
und bewiesen - wir beschrénken uns hier auf eine Formulierung in .2 ().

Satz J.2.14 Wenn A € L () surjektiv auf F (oder einen abgeschlossenen Teil-
raum) abbildet, dann ist A offen, d.h. bildet offene Mengen in offene Mengen ab. Wenn
A zusdatzlich injektiv auf € (oder einen abgeschlossenen Teilraum) abbildet, d.h. wenn
also der inverse Operator A~ auf # (oder einen abgeschlossenen Teilraum) existiert,
dann ist dieser beschrdankt.

Beweis. Zum ersten Teil des Satzes, dessen Beweis von Banach stammt und der nicht
trivial ist, sei auf Werner| (2005)), S.152, Theorem IV.3.3 verwiesen. Wesentlich ist hierbei
die Voraussetzung der Abgeschlossenheit des Bildbereichs. Der zweite Teil des Satzes
ist eine einfache Folgerung, denn wenn A ein-eindeutig offene Mengen in offene Mengen
abbildet, dann hat also eine offene Bildmenge von A™! eine offene Urbildmenge, und
A~1 ist damit stetig und damit beschrankt. O

Definition J.2.15 Die Teilmenge der invertierbaren und beschrinkten Operatoren aus
L () bilden eine Gruppe, die wir GI(F) nennen.

Satz J.2.16 Wenn ||A|| < 1, dann hat der Operator (1 — A) die Inverse (1 — A)™ =
S22 AR und GU(S) enthilt die offene Einheitskugel (d.h. Kugel mit Radius = 1) um
den 1-Operator.

Beweis. Zunéchst einmal ist die existiert Neumann-Reihe S := 332, A* fiir ||A]| < 1
und ist beschrankt:

1S =1 Z AM| < Z 1A¥] < Z 1A]" = W
Weiter folgt:

1

)

AS=AD_ A=Y Ar=5-1 = @1A-4)s
k=0 =

=D ANA=Y A'=5-1 = s51-4=1.
Also ist S = 25, A der inverse und linear-beschrénkte Operator zu 1 — A.
Sei B (1) die offene Einheitskugel in .2 () um den 1-Operator, also
Bi(1):={1+4) e Z)|II1+4) -1 =4 <1.}

Weiter ist (1 — A) € By(1) und hat einen linear-beschréinkten inversen Operator, also

ist By(1) C GU(#). 0
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Satz J.2.17 Wenn B € Z(J€) invertierbar ist, dann sind auch alle Elemente aus
L(A) invertierbar, die nahe genug bei B liegen, d.h. ||A| < = (B—A) ist

_ 1
] / [
nvertierbar.

Beweis. (B— A) = B(1 - B 'A) und |B'A|| < ||B7Y|A] <1 =
(B-=A)'=0-B 1A 'B =Y (B'AB".

k=0

Damit ist (B — A)~! invertierbar. O

Dieses Ergebnis ist Grundlage fiir die Untersuchung der Spektren beschréankter Operato-
ren, denn sei || A < |A|, A € C, dann existiert nach dem obigen Satz R()\) := (A—\1)~*
die Resolvente von A. Die Menge aller A € C fiir welche die Resolvente existiert heif3t
Resolventenmenge, das Komplement in C heif3t Spektrum.

J.3 Kompakte Operatoren

Ein zentrales Konzept der Funktionalanalysis ist der Begriff der Kompaktheit, denn
er ermoglicht uns in unendlich-dimensionalen Raumen Konvergenzaussagen zu klaren.
Kompaktheitsbeweise konnen gelegentlich sehr aufwendig und subtil sein. Ohne zu sehr
in die Tiefe gehen zu wollen, seien hier nur einige einfiihrende Definitionen und Sétze
zu kompakten Mengen und den Grundlagen kompakter Operatoren aufgefiihrt.

Definition J.3.1 a. Fine Teilmenge 2 C T eines topologischen Raums T heifst kom-
pakt, wenn jede offene Uberdeckung von Q0 eine endliche Teiliiberdeckung besitzt, d.h.
wenn {O;} mit i € I (I eine Indexmenge) eine Familie offener Mengen mit Q = U,;c;0;

ist, dann existieren in dieser Familie endlich viele offene Mengen Oy, ...,0; mit
Q=U;_,0;.

b. Eine Teilmenge Q) C T eines topologischen Raums T heifit folgenkompakt, wenn jede
Folge in Q) eine Teilfolge besitzt, die gegen ein x € § konvergiert.

c. Fine Teilmenge 2 C M eines metrischen Raums M heifit prakompakt oder e-kompakt,
wenn es zu jedem € > 0 eine endliche Teiliiberdeckung mit offenen e-Kugeln gibt.

Da wir es im folgenden immer nur mit Banach- oder Hilbert-Rdumen zu tun haben
und beide ja metrische Raume sind, konnen wir uns aufgrund des folgenden Satzes bei
Kompaktheitsbeweisen stets auf den Nachweis der Folgenkompaktheit beschréanken.

Satz J.3.2 In einem metrischen Raum M fallen eine Reihe der verschiedenen Kom-
paktheitsbegriffe zusammen.:

a. die Begriffe der Kompaktheit und der Folgenkompaktheit sind dquivalent,

b. wenn Q prikompakt ist, dann ist die Abschlieffung Q kompakt.

Beweis. siche Werner| (2005)), S.499, Satz B.1.7. O
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Wir erinnern zuerst an die aus der Analysis bekannte Situation in R.

Satz J.3.3 (Bolzano-Weierstrafl) Jede beschrinkte Folge {x,} in R besitzt minde-
stens eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Wir orientieren uns an dem Beweis in Fischer u. Kaul (2001), S. 49. |z,| < C.
Man konstruiert sich jetzt durch Intervallhalbierung eine Folge ineinander geschachtelter
Intervalle:

L= anby] = [—C,0] falls unendl. viele x,, in [—C, 0] liegen,
R [0,C]  sonst.

ny:=min{n e N|z, € } = =z, €1.

[a1, (aq + b1)/2] falls unendl. viele x,, in [ay, (a3 + b1)/2] liegen,

I :=[ag, bo] := {[(Ch +01)/2,b1] sonst.

ng:=min{n € N|ngy >n, z, € L} = 1z, €.

Also ist ,, € Iy C Iy—y C ... C I; C [-C,C] und unendlich viele z,, liegen in I} und
die Lange des Intervalls I}, ist by —ay, = 0/2’“. Nun existiert limy_,oo ar = limy_,o0 b =: a
und wegen ay < x,, < b folgt a = limy_, zy, .

Also ist eine beschrankte und abgeschlossene Menge in R kompakt. O

Dieser Beweis lafit sich nun miihelos fiir Folgen in R™ fiir jedes endliche n € N verallge-
meinern. Also sind auch in R"™ beschriankte und abgeschlossene Mengen kompakt.

Eine wichtige Kompaktheitsaussage im Funktionenraum C'(2) der stetigen Funktionen
iber Q C R” liefert der Satz von Arzela-Ascoli, der auch Grundlage fiir einen zen-
tralen Einbettungssatz in Sobolev-Rdumen von Rellich (s.u.) ist, und der gerade die
Verbindung von elliptischen Pseudodifferential-Operatoren und Fredholm-Operatoren
ermoglicht.

Satz J.3.4 (Arzela-Ascoli) Sei) eine beschrinkte Menge in R™ und Q C R™ ihre Ab-

schlieffung, sei weiter C(Q2) der Funktionenraum der stetigen, beschrinkten Funktionen

f:Q—=>Kmit K=R oder K= C und sei C(2) wie ublich mit der Supremums-
norm ausgestattet, also || f| := ||fllee := Sup,eq |f(x)|. Sei die Teilmenge M C C(Q)
abgeschlossen und gleichgradig stetig, d.h. zu jedem € > 0 existiere ein 6 > 0 mit
|f(z) — f(2')| <€, wenn |x — 2’| < ist, und zwar fir alle f € M,

dann ist die Funktionenmenge M C C(Q) kompakt.

Beweis. Der Beweis basiert auf dem Diagonalfolge-Argument. Zunéchst einmal ist Q C
R™ separabel, denn die abzahlbare Menge der rationalen Punkte {z; € Q} liegt dicht in
Q, d.h. Q = Upen{z}. Wir miissen jetzt zeigen, daB jede Folge {f; € M} eine Cachyfolge
besitzt. Sei nun {f; € M, ||f;|| < C} ein beschrankte Folge, d.h. {f;(z) € K| | fi(x)] < C
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fiir alle 2 € Q}, dann ist also {f;(x1), |fi(z1)] < C} eine beschrinkte Zahlenfolge
und diese enthalt wegen der Kom akthelt beschrankter und abgeschlossener Mengen
in K eine konvergente Teilfolge f x1). Nun ist f (.732) ebenfalls eine beschrankte

Zahlenfolge, die wiederum eine konvergente Teilfolge fi(2)<I2) enthalt, die nun fur z;
und z konvergiert. Dieses Verfahren wird sukzessive fortgesetzt. Nun schreiben wir all
diese Folgen der fz-(k) untereinander:

U0 R N R
F7 a0 R R R

S N P O

Die Diagonalfolge { fl-(i)} konvergiert fiir alle x;, denn { fi(i)}izk ist ja eine Teilfolge von
{ fi(k)}, welches fur x4,...,x; konvergiert. Wir bezeichnen die Diagonalfolge jetzt kurz
mit {f;} und wollen zeigen, daf sie eine Cauchy-Folge in C'(Q) ist. M ist ebenso wie M
gleichgradig stetig, also gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

lr—2'|<d = |filz) = fila)] <e.

Da Q kompakt ist, gibt es eine endliche Uberdeckung mit d-Kugeln: Q = UP_, Ks(xy)
und fiir die Diagonalfolge an diesen Stellen x;, gilt:

i,j>m(e) = |filwr) = fi(zn)] <e.

Da jedes € Q in mindestens einer der Kj(z)) Kugeln liegt, folgt also:
i) = fi ()] < |filw) = filwe) | + [fiCxn) = f3(zn)| + [f5 () — f3(2)] < 3e,

also ist {f;} eine Cauchy-Folge in C(€). O

Linear-beschrankte Operatoren bilden beschréankte Mengen in beschrinkte Bildmengen
ab. Im R" sind diese beschrankten Bildmengen dann also immer kompakt, in unendlich-
dimensionalen Raumen sind sie es aber im allgemeinen nicht mehr.

Als Standardbeispiel diene hier die Einheitskugel K;(0) := {z|||z| < 1}. Sie im R"
kompakt, nicht aber in einem separablen unendlich-dimensionalen Hilbert-Raum, denn
dort kénnen wir eine Folge von Einheits-Basisvektoren {e,} bilden, die keine konver-
gente Teilfolge enthalten.
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Wenn man also von linear-beschrankten Operatoren zuséatzlich verlangt, dafl sie be-
schrankte Mengen in kompakte Bildmengen abbilden sollen, dann lassen sich fiir diese
Klasse von Operatoren sehr viel weitergehende Aussagen gewinnen, insbesondere 1aft
sich das Spektralproblem iibersichtlich 16sen. In physikalischen Anwendungen finden
wir haufig solche kompakten Operatoren.

Definition J.3.5 Ein Operator A € L(F) heifst kompakt (urspringlich von Hilbert
vollstetig genannt), wenn er beschrinkte Mengen in prikompakte Mengen abbildet, d.h.
wenn || f|| < C eine beschrinkte Folge in F ist, dann gibt es eine Teilfolge { fy,}, so
daff {Af. } eine Cauchy-Folge ist, deren Grenzwert in {Af,}, d.h. in der Abschliefung
von {Af,} liegt.

Die Menge der kompakten Operatoren in J€ nennen wir K ().

Kompakte Operatoren sind linear-beschriankte Operatoren, d.h. # () C ZL(H),
denn da jede prakompakte Menge beschrankt ist, bildet also ein kompakter Operator
eine beschrankte Menge in eine beschriankte Menge ab. Und wegen der Stetigkeit bildet

ein linear-beschriankter Operator natiirlich kompakte Mengen auf kompakte Mengen
ab.

Lemma J.3.6 Weiter ist () abgeschlossen, d.h. sei {A, € H(H)} eine Folge

kompakter Operatoren, die gegen einen Operator A € L(H) konvergiert, also ||A —
Anll = 0, dann ist der Operator A auch kompakt.

Beweis. Auch dieser Beweis basiert auf dem Diagonalfolge-Argument. Sei {f,, € '}
eine beschrinkte Folge, dann enthalt {A; f,} eine konvergente Teilfolge {A; f(V}. Jetzt
ist natiirlich die Folge {1} wieder ein beschrinkte Folge und so enthélt auch {A, £V}
eine konvergente Teilfolge {A,f(?}, usw. Also konvergieren alle Folgen {A;f®} fiir
festes | < k. Wir schreiben diese Folgen der f{*) einmal untereinander:

Uy /0 s
U0 R R O

SN R A

Dann sehen wir, daf§ fiir die Diagonalfolge {g,} := {fl(l), f2(2), o f Y die Folge
{A,g,} fir jeden Operator A; konvergiert. Jetzt wollen wir zeigen, daf fiir diese Diago-
nalfolge {g,} auch die Folge {Ag,} konvergiert, denn dann ist ja der Grenz-Operator
A auch kompakt:

Agm - Agn - Agm - Algm + Algm — Algn + Algn - Agn 5
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| Agm — Agnll < |Agm — Aigmll + | Aigm — Aignll + (| Aign — Agnl| <€,

wenn wir m, n,l gro} genug wéhlen, denn der erste und dritte Term gehen gegen Null,
weil Ay — A geht, und der zweite Term geht gegen Null, weil {g,} fiir jeden Operator
A; eine Cauchy-Folge ist. O

Lemma J.3.7 Wenn A kompakt ist, dann ist auch der adjungierte Operator AV kom-
pakt, d.h. A€ X (H) & Al € X ().

Beweis. Sei AT nicht kompakt, dann gibt es eine Folge {f, || /.|| < 1} mit ||ATf,, —
Atf.|| > 6 > 0 fiir m # n. Dann ist {g, := ATf,} eine beschrinkte Folge. Jetzt wollen
wir zeigen, dafl {Ag,} keine konvergente Teilfolge in 7 hat. Dazu nutzen wir folgende
Abschéatzung:

< 2HAgm - AgnH y =

2||A.gm - Agn“ Z |<A.gm - Agn | fm - fn>| - |<ATfm - ATfn | ATfm - ATfn>|
= ||ATfm - ATfn||2 >8>0,

Da dies fiir alle m,n € N mit m # n gilt, enthélt also {Ag,} keine Teilfolge, die eine
Cauchy-Folge ist. Dies ist ein Widerspruch zur Kompaktheit von A. Also ist mit A auch
A" kompakt. O

Lemma J.3.8 Wenn A kompakt und B beschrinkt ist, dann ist auch die Produkte AB
und BA kompakt, d.h. A€ X (H), Be L (H) < AB, BAe€ X ().

Beweis. Sei {f, € '} eine beschrankte Folge, dann ist auch {g, := Bf,} eine be-
schrankte Folge. Da A kompakt ist, gibt es eine Teilfolge { gy, }, so daB {Ag,, = ABf,,}
konvergiert. Das gleiche gilt fiir das Produkt BA. O

Eine unmittelbare Folgerung ist, dafi der zu A € J# () inverse Operator A~!, wenn
er existiert, nicht beschrankt sein kann. Denn sei A~! beschrankt, dann muff AA~! =
1 kompakt sein, und der beschrinkte Operator 1 in einem unendlich-dimensionalen
linearen Raum ist nicht kompakt, also Widerspruch.

Beispiel (1): Seil: .7 — K mit K = R oder K = C ein linear-beschranktes Funktional
und g € S fest, dann ist der linear-beschrénkte Operator A,f := I(f)g kompakt,
denn die Menge {l(f)g} ist isomorph zu {l(f)} < C und dies ist beschrankt und
abgeschlossen, also kompakt. Da die Summen kompakter Operatoren kompakt sind, ist
also auch Af := Y1, l;(f)g: ein kompakter Operator.

Speziell sind also Operatoren der Form A := Y7 | | g;)(h; | kompakt. In 57 = % ist A
dann ein Integralkern der Form A(z,y) := Y7 g:(x)h(y). Solche Operatoren heiflen
von endlichen Rang oder ausgeartet.

Da eine Folge kompakter Operatoren wiederum kompakt ist, ist der Norm-Grenzwert
einer Folge von Operatoren von endlichem Rang auch kompakt. O
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Beispiel (2): Wenn der Bildbereich R4 eines linear-beschrankten Operators endlich-
dimensional ist, so ist A kompakt. Denn: sei {¢; ..., g,} eine orthonormale Basis von
R4, dann kann A dargestellt werden als Af := > | a;(f)g:, und ist also wie oben ein
Operator von endlichem Rang und somit kompakt.

Speziell sind also Projektoren auf endliche Unterrdume von ¢ kompakt. O

Beispiel (3): Eine in der Physik haufig vorkommende Klasse von Integral-Operatoren
sind die sogenannten Hilbert-Schmidt-Operatoren. Dies sind linear-beschriankte Opera-
toren, die zusétzlich noch die Bedingung erfiillen:

|A]l35 :=D_ || Ae;||” < oo, mit einer ON-Basis {e;} .

i=1

Jeder Hilbert-Schmidt-Operator ist kompakt, denn mit Af = >°7°, A(fie;) = >0, fiAe;
folgt:

IAf = fidedl® =11 3= fidedl® < IF1* > [1Aeill” .
i=1

i=n+1 1=n-+1

Wegen der Hilbert-Schmidt FEigenschaft koénnen wir n so grol wahlen, dafl

2 i1 [JA€;||*< € gilt. Also approximieren die Operatoren A, f := 3", f;Ae; den Ope-
rator A beliebig gut. Diese Operatoren A,, bilden aber auf einen endlich-dimensionalen
Bildraum ab, sind also kompakt. Oben hatten wir gezeigt, dal der Grenz-Operator einer
Folge kompakter Operatoren auch kompakt ist, also ist der Hilbert-Schmidt-Operator
A kompakt. O

J.4 Quotienten-Raume

Quotienten-Rdume sind ein einfaches und doch sehr anschauliches Hilfsmittel, das man
mit Gewinn bei der Untersuchung der Fredholm-Operatoren anwenden kann. Daher
sollen hier zunéchst einige elementare Aussagen zu Quotienten-Réumen in der Funk-
tionalanalysis zusammengestellt werden.

Hilfreich bei Konvergenzuntersuchungen in normierten Raumen sind die beiden folgen-
den einfache Lemmata.

Lemma J.4.1 Sei D ein abgeschlossener, echter Unterraum eines normierten, linearen
Raumes X, d.h. D C X, dann gibt es einen Vektor z € X mit ||z|| = 1, der einen
endlichen Wert von D entfernt ist, d.h. ||z — d|| > 5 fir alle d € D, oder allgemeiner
|lx—d|| >emit0<e<]1, bzw. ||z —d|| > 1—e.

Beweis. Da D ein echter Unterraum von X ist, gibt es also einen Vektor x € X der
nicht zu D gehort. Da D abgeschlossen ist, ist also X \ D offen, und der Vektor x
hat einen positiven Abstand r zu D : r := infsep ||z — d|| > 0. Nun gibt in D auch
Elemente, die von x etwas weiter als r entfernt sind, sei also dy € D solch ein Element
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mit ||z — dy|| < 2r. Dann ist 2z := (v — dp) € X mit ||2g]| < 2r. Andererseits folgt aus

der Definition von r als dem Minimalabstand: ||zo — d|| = ||z — dy — d|| > r fiir alle
de D.
— 1
lo=dll , 7 7 1 gaedeD,
Iz0ll lzoll = 2r 2
und da {Hz;f)H’ d € D} = {d € D} ist, haben wir also mit z := [y einen normierten

Vektor mit ||z]| = 1 und
1
|z —d|| > 3 fur alled € D .

Natiirlich hétten wir im obigen Beweis statt ||z — do|| < 2r auch ||z — do|| < 17 mit
0 < € < 1 nehmen kénnen und hétten dann als Abschétzung erhalten:

|z —d|| >e>0 oder ||z—d||>(1—¢) >0 firallede D . O

Lemma J.4.2 FEin normierter linearer Raum X ist genau dann vollstindig, d.h.
ein Banach-Raum, wenn jede absolut konvergente Reihe konvergiert, d.h. wenn aus
Sr2y lzkl| < oo folgt, daff ein x € X mit x = lim,, o > p_, Ty existiert.

Beweis. a. Sei X vollstandig und {z;} € X mit Y32, ||zx|| < oo. Da die Folge {>"1_; ||z}
konvergiert, ist sie eine Cauchy-Folge. Und wegen || >3 ; x|l < iy ||lzk| ist also
auch {>}_; xx} eine Cauchy-Folge. Da X vollstandig ist, existiert ein x € X mit
T =lm, o0 D oj_q T

b. Sei {z;} eine Cauchy-Folge in X. Wir wollen jetzt die Existenz eines Grenzwertes
r € X zeigen. Fiir jedes € > 0 gibt es m,n > N, mit ||z,, — 2,|| <€, d.h. mit ¢, :=27*%
gilt ||zm — za|| < 27%. Jetzt betrachten wir eine Teilfolge {x;, } der urspriinglichen
Folge {z;} mit der Eigenschaft ||z;,,, — x| < 27 Fir yr := (24, — z;,) gilt also
S lukll < %2, 27F =1 < 0o. Nach Voraussetzung existiert jetzt ein y € X mit

Jim Jly = > wi)ll = {
k=1

Also konvergiert die Teilfolge {x;, } gegen einen Grenzwert x = y + x;,. Wenn nun eine
Teilfolge einer Cauchy-Folge einen Grenzwert hat, dann hat die auch die ursriingliche
Cauchy-Folge den gleichen Grenzwert, denn:

0,

limy, 00 (y — (Scml —Ti)) -

|z — 2| = [z — 24, + 23, — il| < o — 2 || + |75, — ]| <1+ e

Also existiert fir die Cauchy-Folge {z;} ein x € X und damit ist X abgeschlossen. O

Sei D C X ein abgeschlossener, echter, linearer Teilraum eines linearen Raumes X iiber
einem Korper K. Dann heiflen zwei Elemente z1, x5 € X dquivalent, wenn (21 —x5) € D.
Dies ist eine Aquivalenzrelation und induziert eine Aquivalenzklassen Einteilung in X.
Die Klasse von z € X wollen wir mit [z] bezeichnen: [z] := {x + d|d € D}. Diese
Klassen bilden ebenfalls einen linearen Raum, den Quotientenraum X /D, wenn man die
Addition und Skalarmultiplikation wie folgt definiert: [z]+[y] := [x+y] und A[z] : = [Az]
mit A € K. Die Abbildung von = — [z] heiit kanonische Abbildung.
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Definition J.4.3 Wenn X ein normierter Raum ist, dann kann man auf X/D mit

Ifalll += n€ llall = nf o+ d]

auch eine Norm definieren. Geometrisch betrachtet ist also ||[z]|| gerade der minimale
Abstand des Vektors x zum Teilraum D.

Die Normaxiome werden tatsachlich erfiillt, denn:

0]=D = ([0 =0 und [z] #[0] = = ¢ D = ||l2]|| = nfllz+d] >0,

llz+ylll= _inf fzt+yl< _inf (2l +]yl)

z€[z],y€ly] [z],y€ly]

inf ||z|| + inf = |||z]|| + )
int o]+ int lyl) = el + o]

Satz J.4.4 Der Quotientenraum X/ D ist mit der soeben eingefiihrten Norm sogar ab-
geschlossen, also ein Banach-Raum.

Beweis. Wir beginnen wie in Lemma [J.4.1] Da D ein echter Unterraum von X und
abgeschlossen ist, so ist also X \ D offen und es gibt Vektoren z,y € X \ D. Es sei
x # y und daraus folgt wegen z,y, (xr —y) ¢ D auch [z] # [y]. Der Vektor (z — y) hat
einen positiven Abstand r zu D : r := infsep ||(x — y) — d|| > 0. Nun gibt in D auch
Elemente, die von (z — y) etwas weiter als r entfernt sind, sei also dy € D solch ein
Element mit

I(@ =y) = dol| < 2r=2-inf ||[(z —y) —dl| =2 |[[z —y]l = 2 [|[z] = [y]Il
Nun gilt = € [z] und ¢ := (y + dp) € X und ¢ € [¢'] = [y], womit folgt:

le =yl <2-|l[=] = [yl = 2 =] = [Nl ,
d.h. zu jedem z € [z] gibt es ein y € [y] mit ||z —y|| < 2-||[z] — [v]]|-

Jetzt wollen wir die Vollstandigkeit von X/D mit Hilfe von Lemma nachwei-
sen. Sei also {[zx]} € X/D eine spezielle Cauchyfolge mit absolut konvergenter Reihe
S o] — [zk41]]] < o0. Zu jedem zy, € [xy] gibt es also ein xpy1 € [Th4q] mit
lzr = 2]l < 2 [|fzx] = [54a] ]| und wegen

5 o — sl < 2+ 35 o] — [l < o0

k=1 k=1
ist also auch die Cauchy-Folge {x;} € X absolut konvergent. Die Cauchy-Folge {z}}
hat wegen Lemma [J.4.2] einen Grenzwert z € X. Mit

Ilx] = fza]ll = [l = 2]l < llo — 2]

hat nun also auch die Cauchy-Folge {[zx]} € X \ D einen Grenzwert {[z]} € X \ D.
Damit ist X \ D abgeschlossen. O
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J.5 Fredholm-Operatoren

In diesem Unterkapitel soll eine Einfiihrung in lineare Fredholm-Operatoren in un-
endlich-dimensionalen, separablen Hilbert-Raumen gegeben werden. Aus didaktischen
Griinden werden wir der Transparenz wegen Operatoren zwischen zwei verschiedenen
Hilbert-Rdumen betrachten, also A : 54 — 743, auch wenn diese beiden Hilbert-Raume
natiirlich isomorph sind.

Definition J.5.1 Sei A € L (s, 54) ein linear-beschrankter Operator, kery := Ny
= {f|Af = 0} C JA der Kern (auch Nulldefekt) von A, cokern := 4/Ra der
Kokern (auch Bilddefekt) von A, dann heifit A ein Fredholm-Operator, wenn

dim(Ny) < oo und codim(A) := dim(cokery) < oo .

Die Menge der Fredholm-Operatoren werde mit F (7, 76) bezeichnet. Der Index eines
Fredholm-Operators A ist definiert als index(A) := dim(N4) — dim(cokery).

Fir die Isomorphismen I € % (54, #5) ist natirlich ker; = coker; = {0}, also I €

Lemma J.5.2 (Fredholm Alternative) FEs ist sofort ersichtlich, was die Fredholm-
Figenschaft fir die Losung der Operatorgleichung Af = g bedeutet: wenn ny die Dimen-
sion des Kerns von A ist, so besitzt die homogene Gleichung Af = 0 gerade ny linear
unabhdngige Losungen, und wenn ny die Dimension des Kokerns ist, so muf$ g gerade
ny lineare Bedingungen erfillen, damit es in R, liegt.

Zunachst waren nur Fredholm-Operatoren mit Index 0 bekannt. Fredholm-Operatoren
mit einem Index # 0 hatte erstmalig Fritz Noether (ein Bruder von Emmy Noether)
1921 bei seinen Untersuchungen von singuléren Integral-Operatoren entdeckt, weshalb
Lax (Lax, [2002) auch vorschlagt, vom Noether-Index zu sprechen.

Satz J.5.3 (Kato) Wenn A € L (54, .56,) mit dim(cokery) < oo, dann ist Ry abge-

schlossen.

Beweis. Satz kann hier nicht angewandt werden, weil dessen Voraussetzung die
Abgeschlossenheit von R, ist, die ja gerade erst nachgewiesen werden soll. Sei P die
kanonische Abbildung P : 5 — /N4 in den Quotientenraum /N4 und S :
H/Na — Ry. Dann ist S durch S[f] := Af eine eindeutig definierte lineare und
bijektive Abbildung.
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S ist auch beschrankt mit ||.S]| = ||A||, denn mit f € 54, d € Ny gilt:

IS = 1AFI = 1A = Il < ANILF =4Il =

151 := sup =

IS ISIAl
retl AN infaen, [|f —d| < |IAll',

und damit ist S beschréankt; umgekehrt ist [|Af|| = ||S[f]ll < IS < S]] f]], also
I Al < [I5]], und damit |[S[| = [l A].

Jetzt zerlegen wir den Hilbert-Raum 775 in die direkte Summe von R4 und Komple-
mentraum D, also % = Ra @ D, mit D = 7% \ Rs. Zundchst wird man vielleicht
auf den Gedanken kommen, als Komplementraum R4» zu nehmen, aber wenn R4 etwa
offen ist, dann ist % # R4 @ Rat, denn es fehlt OR4, der Rand von R,4. Das hier
verwendete Komplement D = J# \ R4 ist isomorph mit dem Quotientenraum % /R4,
denn die Abbildung B : D — 4 /Ra mit Bd := [d] = {d+ R4} fir d € D = 5\ R, ist
surjektiv und injektiv, also ein Isomorphismus. Da n := dim(coker4) endlich ist, ist der
Quotientenraum 7%/ R 4 abgeschlossen und hat eine endliche Basis {[e1], [ea], . .., [en]}
Damit ist auch D abgeschlossen und hat die endliche Basis {ej,es,...,e,}.

Jetzt kommt die eigentliche Beweisidee: auf der abgeschlossenen(!) Menge 1 /N4 x D
definieren wir eine Abbildung S : 4 /N4 x D — # mit S([f],d) := S[f] + d. Diese
Abbildung S ist linear, bijektiv und beschrankt, da ja S beschrinkt ist. Nach Satz
ist auch S—! beschrinkt und damit haben abgeschlossene Bilder von S~! abgeschlossene
Urbilder. Die Menge 7] /N4 x {0} ist eine abgeschlossene Menge in J#] /Na x D, d h.
im Bildbereich von S~1. Also ist auch das entsprechende Urbild S(74 /N4 x {0}) =
abgeschlossen in 743.

Man sieht also, dafl die Bedingung dim(coker,) < oo eine hinreichende Bedingung ist,
um die Abgeschlossenheit des Quotientenraums 5% /R4 ~ D und damit die Abgeschlos-
senheit von R4 zu erreichen. O

DaB8 R4 keineswegs fur jedes A € (74, 75) abgeschlossen sein muf}; sieht man etwa
an dem folgenden Gegenbeispiel:

sei 4 = 5 = L*([0,1]) und A der Projektor A := {1 auf C([0,1]), und 0 auf dem
tibrigen L*([0,1])}, dann ist R4 = C([0,1]) in L*([0,1]) und damit nicht abgeschlossen.

In wurde gezeigt:

Ny = Rat und Ny = Rat

Da fiir einen Fredholm-Operator R, abgeschlossen ist, konnen wir den Hilbert-Raum
65 jetzt eindeutig zerlegen in

= Ra® Rat = Ra @ Nyt , also: cokery = Ny . (J.5.1)
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Weiter folgt:
Nyt =Ry und Npt = Ryt . (J.5.2)

Fir Fredholm-Operatoren existiert eine Pseudoinversion, d.h. eine Inversion modulo
eines kompakten Operators. Dies ist von zentraler Bedeutung bei der Untersuchung
von elliptischen Differentialoperatoren.

Definition J.5.4 Sei A ein linear-beschrankter Operator, d.h. A € L (4, 7). Zwei
linear-beschrankte Operatoren Sy, Sy € £ (5, 74) heifien Links-Parametriz und Rechts-
Parametriz (oder Links-/Rechts-Pseudoinverse), wenn gilt: Sy A = 1,4 + K, und AS, =
1y + Ko, mit kompakten Operatoren K, € H (), Ky € H(5).

Wenn es eine Links- und eine Rechts-Parametrix gibt, so unterscheiden sie sich nur um
einen kompakten Operator und kénnen also beide gleich gewéhlt werden, denn

SlASQ — SQ = Klsg S %/(%) und
SlASQ — Sl = SlKQ < %(%) =

51—52:K152—51K2 :KEJIC/(%,%) .

Man spricht daher einfach von einer Parametrix S € £ (7%, 7).

Satz J.5.5 (Atkinson) A € L (54, .75) ist genau dann ein Fredholm-Operator, wenn
zu A eine Parametriz S € L (5, 74) existiert.

Beweis. Sei A € £ (54, 74) ein Fredholm-Operator, dann sind Ny C 54 und Ny C
7 endlich-dimensional. Wir zerlegen .7 und .74 in:

H = Ny@® Nyt und 6 = Nyt © Ry .

A: Nyt — Ry ist eine Bijektion, also existiert nach Satz|J.2.14]ein linear-beschrankter
inverser Operator S : Ry — NAL, so daf} SA = iNj und AS = iRA ist. Jetzt kann man

S auf ganz % erweitern, indem man S(N,:) := 0 setzt. Die beiden Projektoren Py,
und Py, sind Projektoren auf endlich-dimensionale Unterrdume und damit kompakte
Operatoren. Damit erhalten wir:

SA—i%ﬂl:PNA und AS—i%:PNAT'
Also existiert eine Parametrix.

Sei jetzt umgekehrt S; € £ (74, 74) eine Links-Parametrix zu A € £(56, 7). Sei
{fn} € N4 eine beschriankte Folge mit || f,|| < 1, dann folgt:

fo=Tmfa=0m - S14) fn=Kifs.

Da K, € J#(s4) kompakt ist existiert also eine konvergente Teilfolge von K f,, fiir
jede Folge {f,} aus der abgeschlossenen Einheitskugel in Ny, also mufl N4 endlich-
dimensional sein. Das gleiche gilt mittels der Rechts-Parametrix fiir N4+. Also ist A ein
Fredholm-Operator. O
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Als Anwendung dieses Satzes sieht man sofort, dal die Paramatrix S € Z(74,.74)
eines Fredholm-Operators A € £ (74, 75) ebenfalls ein Fredholm-Operator ist, denn
die Bedingungsgleichungen SA = 1, + K, und AS = 1, + K,, mit kompakten
Operatoren K, € #(74), Ky € # (H3), sind in A und S symmetrisch. Weiter unten
werden wir zeigen, dafl indexg = —index4.

Lemma J.5.6 a) Mit A ist auch AT ein Fredholm-Operator und es gilt index(AT) =
—index(A).

b) Sind A und B Fredholm-Operatoren, dann ist auch BA ein Fredholm-Operator und
es gilt index(BA) = index(B) + index(A).

Beweis. a) seien A € L (4, ), At € L(H5,54) und S, € L (H#4,74) eine Links-
Parametrix von A, d.h. S1A = 1,4 + Ky, mit K; € H (), dann ist SI € L, 56)
eine Rechts-Parametrix von A', denn

51A21%+K1 =

(SiA) = Am +K)' = AS] = (1, +K]),

und K| € # (73) ist wieder ein kompakter Operator. Wegen ist der Kern von
A gerade der Kokern von A" und der Kern von A" der Kokern von A und damit folgt
index(A") = —index(A).

b) seien A € L (4, 56) und B € £ (5, 74) Fredholm-Operatoren mit den Links-
Parametrizes S; € £ (4, 74) und Sy € L (A5, 56), dann ist S1.5y : 5 — J€ eine
Linksparametrix fiir BA:

S1S5BA — 1 = S1(52B — 1y)A+ (SiA— 1) = K € () ,

und gleicherweise fiir die Rechts-Parametrix.

Jetzt soll der Index von BA berechnet werden. A~!(Q) bezeichne der Urbildmenge von
2. Dann setzt sich der Kern von BA aus den beiden Kern-Anteilen von A und B wie
folgt zusammen:

Nps=NoAUA Y NN Ry)
und ebenso
Naigt = Ngt U (BN (N4 N Rpt) = Nt U (BN Y (R4 NNt .

Die beiden Kern-Anteile sind offensichtlich disjunkte Mengen (also ist hier U = @) und
daher kann man bei der Bestimmung von dim(Ng4) und dim(N4ip5+) die Dimensionen
der Teilmengen addieren. Da A : No= — R4 eine Bijektion ist, gilt dim A=*(Q) =
dim Q2. Daher folgt fiir den Index:

indeX(BA) = NBA — NATBT
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= dim(N4) + dim(Np N Ra) — dim(Np:) — dim(R4" N Np™)
— dim(N,) + dim(Np N Ry) 4+ dim(Np N Ra*)
— dim(Npg:) — dim(R4* 0 Np*) — dim(Np 0 Rab)
— dim(N4) + dim(Ng) — dim(Npr) — dim(Ry ")
= dim(N4) + dim(Np) — dim(Ngt) — dim(N )

= index(A) + index(B) . O

Satz J.5.7 (Riesz) Jeder Operator C : S — H der Form C := 1+ K mit einem
kompakten Operator K € J¢ () ist ein Fredholm-Operator mit Index 0.

Beweis. 1 ist eine Parametrix zu C, also ist C' ein Fredholm-Operator.

Zunéchst sollen Operatoren der Form C := 1 + K mit Operatoren K von endlichem
Rang betrachtet werden, d.h. dim(Rx) < co. Wenn K von endlichem Rang ist, dann ist
K kompakt. Fiir solche C ist nun index(C') = 0, denn: die Abbildung von ¢ /Ny — R
ist eine Bijektion, also ist dim(.7/Ng) = dim(R), also ist 5 /N abgeschlossen. Da
Nk als Kern eines beschriankten Operators ja auch abgeschlossen ist, haben wir also
cine Zerlegung von S = Ny @ Nk, mit der Isomorphie N ~ . /N-.

Sei jetzt Cy : Ng — ¢ die Einschrankung von C' auf Nk, dann ist auch Cj ein
Fredholm-Operator. Sei 1y : Ny — 4 die Einschrankung von 1 auf Ng, dann ist
1y ein Fredholm-Operator und es ist N;, = {0}, R;, = Nx und damit index(1y) =
— dim(NKL). Nun ist Cy = C1y und daraus folgt

index(Cy) = index(C) + index(1y) = index(C) — dim(Ng™) .
Andererseits ist C' = 1 + K auf N gleich 1, also
index(Cp) = index(1p) = — dim(Ng™) .

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt also index(C) = 0.

Jetzt soll dieses Ergebnis auf unendlich-dimensionale kompakte Operatoren K verall-
gemeinert werden. Im Fall von Banach-Rédumen muf} sorgfiltig die Abgeschlossenheit
von Rc = Rj, i nachgewiesen werden, im Fall von Hilbert-Raumen kann man den
Beweis vereinfachen (Boof| (1977)), S. 26). Wir approximieren den kompakten Operator
K durch eine Folge von kompakten Operatoren K, von endlichem Rang (eine konver-
gente Folge kompakter Operatoren konvergiert gegen einen kompakten Operator). Sei
n so gewéhlt, daf ||K — K,|| < 1 ist, dann existiert nach Satz die Inverse von
1+ K- K,.

+K=1+K-K,+K,=(1+K-K,)1+(1+K-K,)K,).



324 J Funktionalanalysis von Fredholm-Operatoren

Der linke Faktor (14 K — K,,) ist invertierbar, ist also eine Bijektion und hat damit den
Index 0. Der rechte Faktor ist von der Form (1 + K,,,) mit einem kompakten Operator
K,, von endlichem Rang und hat damit auch den Index 0. Der Index von 1 + K ist die
Summe der Indizes des Produktes auf der rechten Seite und damit 0. O

Eine unmittelbare Folge dieses Satzes ist, dafl, wie bereits oben erwahnt, ein Fredholm-
Operator und seine Parametrix einen entgegengesetzten Index haben, d.h. indexg =
—indexy4.

Bei dem gerade gefithrten Beweis fallt auf, dafi K nicht bis auf ein € durch die Folge
der K,, approximiert werden mu8, sondern nur bis auf | K — K, || < 1. Dies deutet auf
eine Stabilitdt des Index gegeniiber Storungen hin.

Satz J.5.8 (Yood) Sei A ein Fredholm-Operator und Ky ein kompakter Operator,
dann ist indexa,k, = indezxy.

Beweis. Sei S eine Parametrix zu A, dann ist wegen

S(A+ Ky)=SA+SKy, =1+ K + SK,
S auch eine Parametrix zu (A + K3), da ja SK, kompakt ist. Also ist

index 4 g, = —indexg = indexy4 . O
Satz J.5.9 (Dieudonné) Sei A ein Fredholm-Operator, A € % (74, .74), dann gibt es

ein € > 0, so dafs fir alle linear-beschrinkten Operatoren B € £ (74, 73) mit ||B]| < €
gilt: indexa,p = indexy.

Beweis. Sei S eine Parametrix von A, dann folgt:
S(A+B)=SA+SB=1+K+S5B.

Wir wihlen € := ||S||7! und damit folgt ||[SB|| < ||S]|||B]| < 1. Also ist mit Satz|J.2.16
der Operator 1+ SB invertierbar.

(1+SB)'SA+B)=1+SB)'1+K+SB) =1+ (1+SB)'K.
Also ist (1 4+ SB)~'S eine Parametrix von (A + B) und da (1 + SB)~"! eine Bijektion
ist folgt:

indexa,p = —indeX(ijLSB),lS = —indexg = indexy . O
Satz J.5.10 (Homotopie-Invarianz) Sei A(t) eine int stetige Einparameter-Familie

von Fredholm-Operatoren mit 0 < t < 1, dann ist der Index von A unabhdngig von t
und speziell gilt index ) = indexa).

Beweis. Sei ||A(t.) — A(0)|| < €, dann folgt mit dem vorhergehenden Satz:
indeXA(tE) = indeXA(0)+(A(t5)_A(0)) = indeXA(O) s

Uusw. O

Es ist gerade diese Homotopie-Invarianz der Fredholm-Operatoren, die die Verbindung
zur Topologie und zum Atiyah-Singer Index-Theorem herstellt.
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K Pseudodifferential-Operatoren

In diesem Kapitel soll eine einfache Einfithrung in einige Grundgedanken der Sobolev-
Réume und der Pseudodifferential-Operatoren gegeben werden. Das Ziel ist die Identi-
fizierung der elliptischen Pseudodifferential-Operatoren auf Sobolev-Réumen als Fred-
holm-Operatoren. Uber den Index der Fredholm-Operatoren ist dann die Verbindung
zwischen der Analysis der elliptischen Pseudodifferential-Operatoren und der Topologie
hergestellt, die letztlich zu den berithmten Index-Theoremen von Atiyah-Singer et al.
fihrt.

Dieses Kapitel stiitzt sich hauptséchlich auf Gilkey| (1995)). Daneben wurden wurden
herangezogen: Alinhac u. Gérard| (2007)), [Wong| (1999), Voigt u. Wloka| (1975)), Boof
(1977), [Werner| (2005)), Dobrowolski (2006), [Fischer u. Kaul (1998)), GroBmann| (1972).

Alinhac u. Gérard| (2007)) und Wong| (1999)) sind fiir die Theorie der Pseudodifferential-
Operatoren eine gute Erginzung zu der sehr knappen und dichten Darstellung von

Gilkey (1995).

K.1 Schwartz-Raum und Fouriertransformation

Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M entspricht lokal einem n-dimensionalen Raum
R"™. Um die folgenden Betrachtungen moglichst einfach zu halten, werden wir hier nur
Operatoren im R"™ betrachten. Die Erweiterung auf allgemeine n-dimensionale Man-
nigfaltigkeiten ist unproblematisch und findet sich etwa in Gilkey| (1995), |Alinhac u.
Gérard, (2007)).

Fiir partielle Differential-Operatoren (PDO) der Ordnung d auf dem R™ fithrt man die
iibliche Multiindex-Schreibweise ein:

a:=(ag,...,qn), loi=ag+as+...+a, ao:=alal -a,!,
f<a & B;<a;, firj=1,...,n,

R

D,:=-—
v i Oxd’

firj=1,...,n,

n
a ., Qj
DCE T H D:):j )
j=1
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P(z,D):= > aq(z)DI. (K.1.1)

|a|=0

Fiir einen linearen PDO 2. Ordnung sieht das ausfithrlich aufgeschrieben so aus:

— I(x) = Jk —
P(x,D) = ap(x) + ]z:; ay(z) R +j§::1 ay (x) ( 1)8xj8:ck : (K.1.2)

Hierbei wurde die Multiindex-Schreibweise vereinfacht zu:

ag = Ala|=0 *= 4(0,...,0) >
J._ .0 -
al T a|a\:1 T a(oy“wo)lvoa“')o) )

gk gk {a(o,...,o,z,o,...m firj =k,

@y = Qjg|= *= o
a(o,...,0,1,0,...,0,1,0,...,0) firy # k.
Von diesem Typ ist z.B. der in der Physik haufig auftauchende Laplace-Operator
L,=-— i ¢ (x) 6,2 — ipj(x) i —q(x) . (K.1.3)
= dxidxk ¢ Oz

J=1

Fiir das Differenzieren von Produkten von Funktionen in R™ gilt eine verallgemeinerte
Leibnitz-Formel, die wie im gewohnlichen Fall mittels vollstandiger Induktion bewiesen
wird. Seien «, f Multiindizes, dann ist:

(0%

D(r@lso) = ¥

) D21t (Dt (K.14)
B<a

Eine Standard-Methode der Behandlung von Differentialgleichungen ist die Fourier-
transformation, da sich hierdurch Differentialgleichungen in algebraische Gleichun-
gen umwandeln lassen. Die tiblichste Fouriertransformation ist eine Abbildung F :
L*(R™) — C(R™). Hierbei ist L' der Raum der Lebesgue-mefibaren komplex-wertigen
Funktionen mit der 1-Norm, d.h. ||f||y = [dt|f(t)|, und C' der Raum der komplex-
wertigen stetigen Funktionen. Aus funktionalanalytischer Sicht ist es jedoch gilinstiger
die Fouriertransformation als eine symmetrische Abbildung zwischen zwei gleichen Réu-
men zu definieren. Optimal ist dabei eine Einschrankung auf eine Teilmenge aus L', den
sog. Schwartzraum S(R™), namlich den Teilraum der komplex-wertigen glatten Funk-
tionen, d.h. C*(R") Funktionen, die fiir || — oo schneller als jedes Polynom in x

abfallen:

Definition K.1.1 Der Raum der schnellfallenden Funktionen (fir |x| — oo) heifst
Schwartzraum S(R™):

S[R") :={f € C*R") | D2 f(x) < Cpo(l+ |2|)™™, fiir alle m,a} .
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Definition K.1.2 Sei Q C R" offen, dann heifst der Raum der C°°-Funktionen mit
kompaktem Trager C§°(2), bzw. Testfunktionenraum D():

D(Q) := C°(Q) : = {f € C=(Q) [ supp(f) :=A{x | f(x) # O} ist kompakt} .

Offensichtlich ist C§°(Q) C S(Q) C L?*(Q). Haufig wird von der Tatsache Gebrauch
gemacht, daf S(Q) dicht in L*(Q) ist. Dies zeigt man iiblicherweise dadurch, dal man
nachweist, dafl C§°(2) dicht in L*(£2) ist .

Satz K.1.3 Sei Q C R"™, dann ist C3°(Q) dicht in L*(Q) .

Beweis. Hier folgen wir dem Beweis in (Grofmann| (1972)) (S. 73 ff.), mit n = 1 und
Q0 = R!. Fiir einen alternativen Beweis siehe etwa Werner (2005) (S. 81 ff., 203 ff).

1. Die Menge der mefibaren, beschrankten Funktionen mit endlichem Trager ist dicht
in L*(R), denn:

sei f € L*(R) beliebig, dann definieren wir eine Folge beschrinkter, meBbarer Funk-
tionen mit beschranktem Trager g,(z) := f(z) fir « € [—n,njund|f(x)] < n , bzw.
gn(z) := 0 ansonsten. Dann gilt

lim |f(z) — gn(2)|* =0 fast iiberall .

n—oo

Aulerdem ist |f(z)|? fiir |f(z) — gn(2)]? < |f(2)]* eine Lebesgue-integrierbare Majo-
rante. Also konnen wir mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz von Lebesgue
die Integration und Grenzwertbildung miteinander vertauschen und erhalten:

lim [|f — gnl| = lim /\f(x) —gn(at)\zdx:/nli_)rroloﬁ(x) — gu(2)]Pdz =0 .

n—oo

2. Die Menge der Stufenfunktionen h(z) := Y1, a;x(£2;) mit den charakteristischen
Funktionen x(€2;) auf €; (d.h. x(£2;) = 1 fur x € ;, bzw. x(Q;) = 0 fir = ¢ Q;) ist
dicht in L*(R), denn:

sei g(z) eine beliebige mefibare, beschrankte Funktion mit endlichem Trager, so soll diese
Funktion durch eine Stufenfunktionen approximiert werden. Wenn —C' < g(x) < +C
ist, dann sei {a;|7 = 1,...,n + 1} eine Zerlegung des Intervalls [-C,+C] mit € :=
max;—1,_n |dit1 — az| Die Mengen €; seien definiert als ; := {z |z € supp g, a; <
g(x) < ajr1,i=1,...,n}. Dann ist

9(z) — h(z)| = |9(z) — a;| <lai1 —ai| =€ firze; =
lg = AlI* = /Ig z)[*dz < ¢-suppg .

Sei nun f € L*(R) beliebig, dann gilt mit 1.:
If=hl <If =gll+llg=hl[<C-e,

also ist die Menge der Stufenfunktionen dicht in L?(RR).
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3. Jetzt soll eine Stufenfunktion durch eine C§°(R)-Funktion approximiert werden.
Dabei reicht es, eine beliebige charkteristische Funktion x([a,b]) durch eine C§°(RR)-
Funktion zu approximieren. Zunéchst soll die linke Seite der Rechteckfunktion x([a, b])
durch eine C§°(R)-Funktion angenéhert werden. Als Grundfunktion der folgenden Kon-
struktion wéhlt man die unendlich differenzierbare Funktion exp( —%):

17 1 1 . 1
Up(x) 1= Na/exp(—g_a%—g_(a_i_i))d{ fir x € [a,a+ﬁ] :
N ist ein Normierungsfaktor, so daB + [ ot un(z)dxr = 1 ist. Zunédchst einmal sieht
man, daB u, € C§°(R) mit u,(a) = 0 und u,(a + 1) = 1. An den Stellen z = a und
z =a+ + sind alle Ableitungen von u,(z) gleich 0, denn:

1 1
lim ex =0, lim exp(———)=0.
a—a0 p(= i a) o—(a+2)—0 p(a: — (a+ %))
z—(a+21)<0

AuBerdem gilt im Intervall [a,a + 1] :

a—i—l CH.l
2 : 2 : 2
Jm =l = lim [ (@) = w@)Pde < lim [ x()Pde
at+t
. ! 1
= lim dr = lim — =0.
n—r00 n—oo n,

a

In gleicher Weise kann die Rechteckfunktion y(z) auf der rechten Seite des Intervalls
[a, b] durch eine Funktion v, € C§°(R) approximiert werden. Also ist C§°(R) dicht in
der Menge der Rechteckfunktionen und damit dicht in der Menge der Stufenfunktionen
und damit dicht in der Menge der mefibaren, beschrankten Funktionen mit endlichem
Trager und damit dicht in L*(R). O

Im folgenden betrachten wir die Fouriertransformation als eine Abbildung zwischen
zwei Schwartzrdumen: F : S(R") — S(R™):

Ci= (G s6n) s El2) = (2m)7F e, (K.15)
1(&) = F@)(©) i= [ @f@)da = @m)7F [ fla) e (K.1.6)
o) == FL@)) = [ @) are = @) F [ e ge)ae. (K.17)

Weiter bezeichne % : S(R") x S(R") — S(R") die Faltung zweier Funktionen f,g €
S(R™):

(Fx9)@) = [ fa =yl d'y = [ fgla—y)dy.
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Satz K.1.4 a) f(z) = (2m)7% [ f(&) d"é = (2m)™" [ d"y ' @Y% f(y) d"€ .
b) Dgf(€) = (~1)l*(2m) "% [e ™ af(z) d"x
& f(€) = (2m)73 [e ™ DY f(x)d"x
Dgf(x) = (2m)7% [e™ o f(€) dv¢
2 f(z) = (=1)I(2m) "5 [ e Dgf(€) dn¢ .
¢) [-§=F(f+g), und f+g=F(fg) .
d) FF f(x) = f(-z) .
e) Plancherel-Formel: (f | ¢}, = (f | §)1,.
Beweis. a)-d) siehe etwa Gilkey| (1995), S. 4 ff., Werner| (2005), S. 206 ff.

e) Da S dicht in Ly liegt, kann man die auf S definierte Fouriertransformation auf Lo
ausdehnen und es gilt:

(F 1o = [12m)7F [ f(@) ama]g(€) d¢

n

= [F@ien T [ty agaa

n

= [r@ien [y argda
= <f | g(_m)>L2 = <f | -Fg(_x>>L2 =

13 =N Fa(—)r. = (f | FFg(=2))r. = ([ | 9)ra - O

K.2 Sobolev-Raume

Um bei Problemen der Variationsrechnung und der partiellen Differentialgleichungen
zu umfassenderen Aussagen zu gelangen bedarf es sehr feiner Abschitzungen tiber das
Wachstumsverhalten der beteiligten Funktionen. Die Sobolev-Raume haben sich in die-
ser Hinsicht zu einem unerlaflichen Hilfsmittel der Analysis entwickelt. Wir verwenden
hier nur die einfachste Form von Sobolev-Rédumen H,(R™), die isomorph zu Lo(R")
sind. Zu erweiterten Sobolev-Raumen der Form H; ,(R"™), die isomorph zu L,(R™) sind,
siehe etwa [Dobrowolski| (2006), S. 89 ff.

Definition K.2.1 Sei s € R und f € S und ||f||? := [(1 + |€2)°| F(€)]>d€, dann ist
H(R™) der Abschluff von S in der || - ||s-Norm.

Da C§°(R™) dicht in S(R™) ist, kann man H(R™) auch als Abschlufl von Cg° in der ||-||s-
Norm betrachten. Hy(R™) ist offensichtlich identisch mit Ly (R"™) Wegen der Plancherel-
Formel der Fourier-Transformation ist Hs(R™) isomorph zu Lo(R™) mit dem Integrati-
onsmaf (1 + |£]?).
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Lemma K.2.2 Seit < s, dann ist Hy, C H,.
Beweis. t <s = (1+ [ < 1 +1£2)° = ||fll: < |flls = Hs C H,. O

Lemma K.2.3 Seis € R, dann sind [(1+|£?)°|£(€)|? d€ und [(1+|€])%| £(€)]> dE auf
H,(R™) aquivalente || - ||s-Normen.
Beweis. 1. (14 [€]%)" < (1 +2[¢] + [€%)" = (1 + €)™,
2. sei [¢] < Lo (14 1€])% = (1+ 28] + €°)° < B+ [€*)* < 3°(L+ [£]*)°,
sel [€] > 1: (1+ [§])* = (14 20¢| + [§]*)* < (L +3[¢*)° < 33 (1 + [¢]*)°,

3. also ist (1 + [€]?)% < (1 + [€])* < 3°(1 + [£[*)%, also fiihren beide Faktoren zu
aquivalenten Normen. O

Lemma K.2.4 Sei k € N, dann ist || f||pr mit || |5 := Xja<k | DS fII? eine zu || f||x
dquivalente Norm auf Hg(R").

Beweis. 1. (14 [€1*)" = 28 i G €% € S €97 < A+ 1P =
A EPFFEOP A < [ Sa<r €2 (P dE < [+ [E)FIFE)PdE =
BIFIR < Saen 160 F 12 dE < |IFI1} -
2. [ f()Pdg = (€f (&) | €2F (&) = (F(Dgf(x)) | F(Dg f(x)))
= (D3 f(x) | D3 f(x)) = [ |Dg f(2) dz = | Dg | -
3. wllfIF < I i<k [ Dg f(@)Pds = S IDS 1P = 1 Flls < IR - 0

Lemma K.2.5 D ist eine stetige Abbildung von H, in Hy_ |y . (Hs C H_ o) wurde
bereits oben gezeigt.)
Beweis. Sei f € S. Aus [€°]2 < [¢]7l) < (14[¢[*)l folgt [€[P(1+]¢])* 1 < (1+[¢%)°,

1D fI2- 10 = 1€ FEOP A+ [E?) 1 de < [P+ [€)*) dg = || £]I2 -
Da H, sie Abschliefung von S in der || - ||s -Norm ist, folgt also DS : Hy — H,_j) . O

Eine weitere wichtige Norm in Sobolev-Réumen ist || f||o 5. Mit Hilfe dieser Norm kann
man sehr schon den Satz von Sobolev beweisen, der den Zusammenhang von H,(R")-
Funktionen (z.B. als schwachen Losungen von Differentialgleichungen) und C*(R")-
Funktionen herstellt.

Definition K.2.6 Sei ||f|lcor 1= Supyemm) Ljai<k | Daf(2)| , fir k € N und f €
S(R™).
Die Vervollstindigung von S mit der || f||oo x-Norm ist eine Teilmenge von C*(R™).

Satz K.2.7 (Sobolev) Seik € N, f € H(R") und s — k > %, dann ist f € C*(R")
und || flloox < el flls , d-h. Hy(R™) C CH(R™) .
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Beweis. 1. sei zundchst £k = 0 und f € S. Dann gilt fir f(x):

fla) = (2m)75 [e f(&)dE = (2m)73 [ F(E)(1 + [€*)3(1 + [¢[*) 2 d€ . Mit der
Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:

(@) < IfI?- J(1+[€*)7°dE . Wenn 2s > n, dann ist (1 + |€[*)™* integrabel und
c:= [(1+ [£]*)7%d€. Also folgt:

1£11Z = I fll%.0 = Supuegm | f(2)]* < ¢|| fI|? . Beide Normen sind stetig und f € S ist
gleichmafBig stetig in x, also kann die Ungleichung von § auf H, ausgedehnt werden.

2. sei jetzt k > 0, k > || und 2(s — k) > n, dann folgt wie oben:

Do f(x))> < IDefI? . - J(1 + [€]2)~C7leDde . Wenn 2(s — k) > n, dann ist (1 +
x xJ lls—|al

1€]2) 726l < (1 4 [€]2)72(=%) integrabel und ¢ := [(1 + [£]?)~=R) g¢.

112 jo) = 12 f %0 < adllDEFIE 1oy < cacall IS -

Damit folgt, daB [H (R™), || - [|s] C [C*(R™),[|fllsox), wenn s — k > 2 ist. O

Zentral fir den Nachweis, dafl elliptische Pseudodifferential-Operatoren auf Sobolev-
Réaumen Fredholm-Operatoren sind, ist der folgende Einbettungssatz von Rellich. Dieser
Satz argumentiert mit C§°-Funktionen, da diese ja dicht in § und damit dicht in H,
liegen.

Satz K.2.8 (Rellich) Sei t < s und K C R™ eine kompakte Menge, dann ist die
FEinbettung von Hs(K) in H,(K) kompakt. Genauer gesagt: sei {f,} eine in Hs(K)
beschrinkte Folge von C§°-Funktionen, d.h. ||fu||s < ¢ und f, € C§°(K), dann gibt es
eine Teilfolge von {f,}, die in H(K) konvergiert.

Beweis. 1. Zunéchst soll gezeigt werden, dafi es in H (K) eine Teilfolge von {f,} gibt,
hier {f,,} genannt, fiir welche die fouriertransformierte Folge f,,, gleichmaBig in H,(K)
konvergiert. Sei g € C§°(R™) eine Funktion, die auf einer Umgebung von K identisch
1 ist, dann folgt aus f, = ¢ - f, auf K: f, = §* f, und damit

06, 7(&)| = | [ 9,3(¢ =) Fa(m) dul < [ 193¢ =) | fam)] i

Diesen Ausdruck kann man mittels der folgenden Funktion h;(§) weiter abschétzen:

Bs(€) =[] 1063(€ = (L 1015,y = maxhy(€)

EeK

0, Fa(€)] < [ 106,3(6 = (1 +nf*)7% - (L4 |nl2)* 3| Fulm)] iy
< [ 106,36 = P+ )~ dnl - [ (1+ 0P| fu ()] di]?

< hi(€) - lfulls < h-c.
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Ebenso kann |f, ()| abgeschitzt werden.

Das bedeutet nun, da f, ebenso wie f, eine C3°(K)-Funktion ist und weiter, da8 {f,}
eine gleichméfig beschrankte und gleichgradig stetige Funktionenmenge darstellt. Mit
dem Satz von Arzela-Ascoli (Satz folgt, daB es eine konvergente Teilfolge { f,..},
bzw. {f.,} auf Hy(K) gibt.

2. Nachdem geklart ist, dafl eine beschriankte Folge {f,} auf H (K eine konvergente
Teilfolge { f,,} enthélt, soll jetzt gezeigt werden, dafl diese konvergente Teilfolge nicht
nur in Hy(K), sondern auch in H,(K) mit ¢ < s konvergiert. Wir bezeichnen der
Einfachheit halber {f,,} wieder als {f,} und wollen nachweisen, daf§ diese Folge {f,}
auch in H;(K) eine Cauchy-Folge ist. Dazu zerlegt man das Integral || f; — fx||? in zwei
Anteile, die dann einzeln abgeschétzt werden:

i = fell? = [ 17:06) = Ful©P(1 + 1¢l2) d

= [ 1f(© - AOPA+ kP d@+/$ﬁ Fel©R(1 + [¢?) d

l§l<r |§|=r

Fiir ein vorgegebenes € > 0 wahlt man i > ng, k > ng so, daB [f;(&) — fu(€)]? < e
ist, und man wihlt den Radius 7 so, daf§ (1 + r?)"=¢ < ¢ gilt. Dann folgt fiir das erste
Integral:

[ 15O FOPQ +lePy de < () e [ de.
lg1<r lgl<r
und fiir das zweite Integral:

[ 17 = R@PQ+16PY de < (1+ 1Py~ [ 1) - R©P( +1€P) d

|€|>r [€|>r

<@+ = folls S e ll2fill < e et

Also wird || f; — fx||? beliebig klein und damit ist {f,} eine Cauchy-Folge in H;(K). O

Lemma K.2.9 a. Seien f,g € S, dann dann man H_g im folgenden Sinn als einen
Dualraum von Hy ansehen: |(f | ¢)r.| < || flsllgll-s

b. Zu jedem f € S gibt es ein g € S, so daff {f | gy r, = || fllsllgll—-s -

[(flg) o]
e [I1Flls = SUDgen_, g0 T2

Beweis. a.

1)l = KT 13l = | [d€ F©3©F < [d1f P13

— [aIF©P(+ 1613 P+ )~
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< [dg IO+ [dela©)ra+ g
= 1712 - gl
b. Sei §(&) := F(§)(1 + [¢[*)*, dann ist

lgll2. = [ dela©P+ )~ = [ deIF@R + [ (1 +1¢)

= [ac1f©ra+ kP = 1112,

(£ 9)eal = 1F 1 ) el = | / as 1 (€)3(€)
—| [ e F©F @0 +1eRry =712

Also ist [(f | gl = [LFIZ = If1ls - llgll-s -

c. Folgt unmittelbar aus a. und b. O

Eine haufig im Zusammenhang mit Sobolev-Raumen verwendete Ungleichung stammt
von Peetre:

Lemma K.2.10 (Peetre) Seien x,y € R" und s € R, dann gilt: (1 + |z + y|)® <
(1+J2])* (1 + [y )",

Beweis. 1. sei s > 0:
IT+fr+y) <A+l +y) <A+ [z +y]) =

(It fz+y)” < T+ |2)° (1 + y])”,

2. sei s < 0, dann verwenden wir die obige Ungleichung mit z +y =: v und y =: —v
und erhalten:

(I Jul)™ < (T4 fu+ o)) (1 + o)~

(L4 Ju+v])* < (L4 Jul) (1 + o) = (L4 Jul)*(1+ [vo]) . O

K.3 Pseudodifferential-Operatoren

Die Geschichte der Pseudodifferential-Operatoren (¥DO) ist historisch gesehen zu-
nachst eine Geschichte langer und mithsamer Untersuchungen von singuéren Integral-
Operatoren (SIO). Da die tiblichen Green-Funktionen der Physik gerade SIO sind, ist
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dieses Thema auch fiir Physiker hoch bedeutsam. Die Arbeiten an SIO begannen im
Jahr 1909 durch Lebesgue. Die nachsten wichtigen Schritte waren die Einfithrung des
Indez von Integral-Fredholm-Operatoren durch Fritz Noether (1921) und des Symbols
von SIO durch Solomon Mikhlin (1936). Anfang der 1950’er Jahre arbeitete Antoni Zyg-
mund mit seinem Studenten Alberto Calderén an einer Verallgemeinerung der bislang
untersuchten SIO, den spater so benannten Calderén-Zygmund-Operatoren. Und erst
1965 wurden die tieferen Zusammenhénge zwischen den PDO und den SIO durch Kohn
und Nirenberg erkannt, die dann zusammen mit Hormander u.a. die heutige Theorie
der DO begriindet und ausgebaut haben. Seither stellen die YDO die Grundlage zur
Behandlung linearer, partieller Differential- und Integral-Operatoren dar.

Eine weitere Verallgemeinerung der WDO sind die Fourierintegral-Operatoren (FIO),
die insbesondere bei der Behandlung von hyperbolischen PDO zur Anwendung kommen.

Sei P(z, D) := Yjaj<d @a(z) Dy ein linearer PDO der Ordnung d auf S(R™). Sei f €
S(R™), dann kann man mittels der Fouriertransformation zur folgenden Darstellung

von P(z, D) gelangen:
(P(z,D)f)(@) = > aa(z) D f(x)

jal<d

= 3 aa@) @n)E [ fle) de

| <d

= @m0 [ (3 aal2)€) f(§) '

jal<d
= 2n)# [ o O f () €. (K.3.1)

oz, &) = Y an(z)€”. (K.3.2)

la|<d

Man nennt o(z,§) das Symbol des Operators P(z, D). Dieses Symbol eines linearen
PDO ist ein Polynom des Grades d in &. Der in ¢% homogene Teil des Symbols, also
laj=d Ga(T) &Y, heillt Hauptteil des Symbols.

Die Verallgemeinerung zu Pseudodifferential-Operatoren (WVDO) wird dadurch vorge-
nommen, dafl man in jetzt auch gewisse Klassen nichtpolynomialer Symbole
o(x,&) zulaBt. Es gibt eine ganze Reihe verschiedener solcher Symbolklassen - siehe
etwa [Taylor| (1996), S. 1 ff. Allen diesen Symbolklassen ist gemeinsam, dafl o(x,§) in £
fir |£] — oo polynomial anwéchst oder abfillt und dafl die Variation in = schwach genug
ist, um eine Trennung der Fouriertransformierten in ’Amplitude’ o(z, £) und 'Phase’ e*¢
zu rechtfertigen. Fiir unsere Zwecke geniigt die einfache Symbolklasse S%:

Definition K.3.1 S¢ = S4(K) ist die Menge aller Symbole o(x,€), so daf o glatt ist
in (x,€), o in x einen kompakten Triger K C R"™ hat, also 0 : K x R" — C§°(R") x
C*(R"™), und o in £ folgende Wachstums- oder Abfall-Bedingung erfillt:

[DgD{o(2,6)] < Ca(L+ €)1 (K.3.3)
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S7%° bezeichne die Menge aller Symbole o(x,§), die in & schneller als jedes Polynom
abfallen, d.h. die bzgl. £ aus S(R™) sind.

U4 pezeichne dann der Raum der WDO P, mit o € S%:

P, f(x) := (2m)°% / 7€ o (z, €) F(€) d"€ . (K.3.4)

Wesentlich fiir die hier verwendete Symbolklasse ist die Beschrankung auf einen kom-
pakten Trager in der ersten Variablen des Symbols. Man kann auch Symbolklassen auf
dem kompletten R" definieren, benotigt dann aber Zusatzbedingungen fiir den Abfall
des Symbols in der ersten Variablen im Unendlichen - siehe |[Shubin, (2001)).

Da f(£) € S(R") und o(z,€) € S? hochstens polynomial wichst existiert das Integral

und P, : S(R™) — C°(R™). Weiter unten werden wir die Definition von P, auf
H, ausdehnen.

Weiter folgt unmittelbar d; < dy = S% C S%,.
Ein Beispiel fiir ein Symbol aus S~ ist o(z, ) := e P,

Das Symbol eines linearen PDO der Ordnung d, also o(z,§) = X, jaj<d @a(2) £ gehort
zu S

Lemma K.3.2 a. o(z,£) € 5%, dann ist D} Dio(x,&) € S47P1.
b. o1(z,&) € S und oy(z, &) € S, dann ist oy(x,€) - o9(z, &) € Shtdz,

Beweis. a.
|D2 D (D) Dio(x,€))| = | DS DIo(x, &)

< Claty pra(14 [E) T < O (1 4 gD

DD, 9,0 = D5 X () (D (0, (0F P )

1% (%) 2 (5) ity (02D ot )

v<a \T/ <

=3 (j‘) 2 (?) | DDz (2, )| [ Dy D¢ oo, )|

y<a 0<pB

= (O‘> 2 <§> Cos(L4 €)1 Cory s (1 + [€]) =107

< Ca,ﬁ(]- + |§Dd1+d2—lﬂl ) O
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Dafl D¢ eine stetige Abbildung von H, in H,_|, ist, wurde ja schon oben (Lemma
K.2.5)) gezeigt. Diese Aussage soll jetzt fir beliebige WDO verallgemeinert werden.

Satz K.3.3 Seio € S P, € V¢, f e S(R"), dann ist | P, flls—a < C||fl|s und P, lift
sich erweitern zu einer stetigen Abbildung P, : Hy — Hy_, .

Beweis. Wie alle relevanten Beweise im Zusammenhang mit Sobolev-Raumen und YDO
besteht auch dieser Beweis aus einer Reihe sorgfiltiger Abschétzungen.

1. Sei (¢, €) die Fouriertransformierte des Symbols o (z, &) € S¢ bzgl. des ersten Argu-
ments, also ¢((, &) := W [ e %o (x, &) dx . Dann folgt fiir die Fouriertransformierte
von P,:

F(P,f)(C —i2C [ el (g ) f(€) dE da .

Da o(z,€) in = einen kompakten Triger K hat und f(¢) € S(R™) schnellfallend ist,
ist das Integral absolut konvergent, und man kann die Reihenfolge der Integrationen
vertauschen:

F(Ff)(C) =

(2;)n /eimff(g)/e—ixCo-(x7§) d dé

/—““ o(x, &) da de

- (271) [a¢—eopfe . (K3.5)

2. Weiter kann man jetzt D?D? q(¢, &) abschitzen. Zunéichst folgt unmittelbar aus der
Definition von o(z, &) € S%

D32 Dgo(w,€)] < Capq (14 [N
Mit dem Satz zur Fouriertransformation folgt:

D¢ DLC O] = DD [ o) dal
K

¢ (2m)?

%\/ D (— |a‘xo‘D§a($,f)dm\

< Capo- [ da- (14 )"
K

Nun ist (1 4+ |¢])* mit & € N ein Polynom in k und daher folgt:

(1+[C)¥|DEDLa(¢, €)= [(1+ [¢))F DEDL (¢, €)]
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< Capp- (L[N =

IDED{q(C,€)] < Cappe - (L+ )7L+ (€)1 fiir alle k € N (K.3.6)

3. Sei L(¢,€) :=q(¢ —&&A +[£])7*(1 + [¢])*? . Dann kann man L(¢,£) mit

(a = 3 = 0) folgendermaBen abschitzen:
IL(C.O] < Cu(l+1¢ =€) A+ €N+ [¢l =) (L + ¢
= Cp(1+1¢ = &N (L + e (@ +I¢h
Peetres Ungleichung fiir 2 := ¢, y := & —  lautet

L+ ) < (L+|¢) (X + 1€ — ¢!

und damit ergibt sich fur L((, §):
LGOI < Cr(l+ ¢ = )T A+ D™ (1 + J¢ = D= (1 + [y
= Ci(1+]g =)

Weil nun £ € N beliebig grof sein kann, ist |L({,&)| integrabel fir alle k& > kg, d.h.
JIL(G, &) d¢ < Cyund [[L(C,§)|dE < Cs.

4. Im néchsten Schritt soll |[(P,f | g)| abgeschétzt werden:

(o | ) = LF P f | Fo)l? = 2732,1| [0~ 07 ©a(0) de acP
- in/ (COF )0 + ) (L + [¢)**5(C) e de?

< W JILGOR - 1F ©P+ 16D - 3(Q) P+ ¢4 de g

1 _
< Gy | GO QP (1 + el de e
LGOI QP+ 16 dg d¢

o O [ 7€) 1+|€|23d502/|g (110D dg

= 0102||f||§ gl =

(ot 1) < ClIflls - llglla-s -
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Aus Lemma c. folgt:

<Paf|g| Cf|5'|9|d—s
1P flea= sup IELLOL g Ul llglas _ gy 0
gEH _4,g#0 ||9||d—s gEH_,,970 ||g||d—s

Dieser Satz klirt jetzt auch die Eigenschaften von WDO der Klasse W=, d.h. P, mit
in ¢ schnellfallendem o(z,£) € S™°. Sei also d = —oc0, dann ist P, : Hy, — Hy 4 =
H., und aus dem Sobolev-Satz (Sat folgt wegen oo > k + 7 fiir alle & € N:
P,(Hy) C C§°(R™). Operatoren aus W~ sind also gldttend. Dariiber hinaus vermitteln
PU~>°-Operatoren stetige Abbildungen von H, nach H; mit beliebigem s,t € R, denn es
giltjaP,: Hi— H, C Hyund P, : H, — H,, C H,.

Lemma K.3.4 Der wichtige Zusammenhang mit der Funktionalanalysis ergibt sich
jetzt sofort mit Hilfe des Satzes von Rellich (Satz : W—>°-Operatoren sind kom-
pakte Operatoren in H,.

Beweis. sei P, € ¥~°°, dann kénnen wir fir P, : H, — H, auch schreiben

Ps 1

HS . Hs—l - HS

Da P, : H; — H,_; stetig ist und die Einbettung 1:H,, — H, kompakt ist, ist also
auch P,o1l: Hy — Hg kompakt, das heifit U™>°-Operatoren sind kompakte Operatoren
in H,. O

Definition K.3.5 a. Zwei Symbole o, heiflen dquivalent tiber 2, kurz o ~ 7, wenn

(0 —71) € 57°(Q) ist.

b. sei o; mit j € N eine Folge von Symbolen o; € S% mit einer absteigenden Folge
dj € R — —oo gegeben (hiufig wird d; = d — j gewdhlt). Dann heifit ein Symbol o
dquivalent zu 352, 0, kurz o ~ Y22, 05, wenn fiir alle k > 1 gilt: (c—35_; o) € S%+1.
Weil hierdurch das Verhalten der Symbole nur fir |§| — oo festgelegt wird, handelt es
sich bei 3272, 0 i.a. um keine konvergente Reihe, sondern nur um eine asymptotische

Reihe!

Mit dieser Definition ist festgelegt, wann ein Symbol aquivalent zu einer Symbolreihe
ist. Aber gibt es denn iiberhaupt zu jeder Symbolreihe ein dquivalentes Symbol? Oder
anders gefragt, ist die Algebra der Symbole abgeschlossen gegeniiber der Reihenbildung?
Das folgende Lemma bejaht die Frage mittels eines konstruktiven Beweises.

Lemma K.3.6 Sei K C R" eine kompakte Menge und O C R™ eine offene Menge mit
K C O. Sei o; mit j €N eine Folge von Symbolen o; € S%(K) mit einer absteigenden
Folge d; € R — —o0, dann gibt es ein Symbol o € S“(0), so daf o ~ 352, 0; ist.

Beweis. sei ¢(§) € C*°(R") eine Abschneidefunktion um £ = 0, d.h. 0 < ¥(z) < 1,
P(€) = 0 fur [€] < 1, (&) = 1 fur |£] > 2. Diese Funktion ¢ wird benutzt, um den
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supg oj(x,€&) um & = 0 herauszuschneiden, und zwar fiir jedes o; mit wachsendem j ei-
nem groferen Bereich. Dazu wahlen wir eine Folge t; € R mit ¢; — 0 und die Abschnei-
denfunktion ¢ (¢;£). Nun konstruieren wir ein Symbol o(z,§) := 352, ¥(t;€)0;(x, ).
Zunéachst sieht man, daf der sup, o(x,&) C O ist. Weiter sieht man, dal wegen der
mit 7 anwachsenden Abschneidefunktion fiir einen festen Wert von & nur endlich viele
Summanden zur Reihe von o beitragen - damit existiert die Summe und ist glatt in
(x,&). Jetzt gilt fur j > 1:

o (2, ) < C(1+ [§)Y = C5(1+[EN™ (1 + [g)) ™~ .
Sei nun der feste Wert von & so grof§ gewihlt, dafl (1 + |£])%~% < 277 ist, dann gilt:

o (2, &) <279 (1 + |¢))™ .

Nun kann man zu einer Teilfolge von ¢; iibergehen (wiederum einfach mit ¢; bezeichnet),
so dafl auch

[(t6)0;(x, ) < 277(1 + [¢))* .

Summieren wir tiber j, so erhalten wir
o(z,8) = 3 U(t;§)os(x, €) < Ci(1 + [Eh™
j=1

also ist o € S%4.
Das gleiche Argument kénnen wir nun auch sukzessiv auf 3222, ¥(t;§)o;(, &) fiir alle

k > 2 anwenden, ggf. nach Ubergang zu einer Teilfolge der bisherigen Folge der ¢;, und
erhalten >°72, 1(t;6)o;(x, ) € S ete.

Nun ist (¢(t;€)0,(x, &) — oj(x,§)) € S7° und damit folgt:

k k

(.6 = (e €) = (X (W18 6) = 5. ) + S ()0, (.6))

j=1 j=k+1

€ ST U S+t = Gk
Damit ist ¢ € S™ dquivalent zu 202105 O

Oben wurden die Sobolev-Raume Hg(R") iiber R" als Abschluff von S(R™), bzw.
C°(R™), in der || - [[s-Norm definiert. Im folgenden soll der betrachtete Definitions-
bereich der Funktionenrdume auf eine kompakte Menge K C R", bzw. eine offene
Obermenge O mit K € O C O C R, eingeschrinkt werden. Der Hintergrund fiir diese
Konstruktion ist, da man auf O eine Plateau-Funktion definieren mochte, die auf K
identisch 1 ist und dann bis zum Rand von O als C*®-Funktion auf 0 abfillt.

Wenn man stattdessen die Theorie der DO auf dem kompletten R definieren mochte
benotigt man Zusatzbedingungen fiir den Abfall der Funktionen im Unendlichen, um
die Konvergenz aller auftretenden Integrale zu gewédhrleisten - sieche [Shubin (2001)).
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Definition K.3.7 Sei K C R" eine kompakte Menge und O eine offene Menge mit
KcOcCOcCR"

a. Hy(K) ist der AbschlufS von C{°(K), in der || - ||s-Norm.

b. f € Hy(K) heifit glatt auf einer offenen Teilmenge Q2 C K, wenn fiir alle ¢ € C§°(Q2)
auch ¢ f € C§°(Q) ist.

c. Fin Operator P heifit lokal, wenn f =0 = Pf =0, d.h. wenn P den Triger supp f

nicht vergréfsert.

c. Fin Operator P heifit pseudolokal, wenn f € C* = Pf € C*, d.h. wenn P
den singuldren Triger sing-supp f, d.h. jenen Bereich, in dem f nicht C* ist, nicht
vergréfSert.

Zu diesen Definitionen einige Bemerkungen. Fiir die Funktion ¢ werden wir im folgenden
hiufig mit ¢(x) € C5°(O) eine sogenannte Plateau-Funktion auf O wihlen, d.h. ¢(z) = 1
auf K, die gerade die gewiinschte Einschrinkung vermittelt. Sei nun 7(x,¢) : = ¢(x) ein
Symbol, dann ist 7 € S° und P, € ¥°. Daraus folgt

Pof(@) = Pof () = (2m) 7% [ e r(, ) f(§) d'€
= (2m)7F [ o) f(©) d¢ = o(x) - ()

Also ist der Operator Py, die Multiplikation mit ¢(z), ein DO der Ordnung 0 mit P :
H, — H,. Daher eignet sich die Multiplikation mit ¢(x) € C§°(O) zur Einschrankung
von Funktionen auf H,(K).

Bevor wir uns der Frage der Pseudolokalitidt von DO zuwenden konnen, bendtigen
wir eine Aussage tiber die Multiplikation von WDO.

Die Menge der PDO ist gegeniiber wichtigen algebraischen Operationen wie etwa der
Bildung von Inversen oder von Wurzeln nicht abgeschlossen. Der Kalkiil der ¥DO wird
gerade dadurch so bedeutsam, dafl man in der Menge der WDO diese algebraischen
Operationen vornehmen kann - allerdings nur mod W~>°-Operatoren. Der folgende
zentrale Satz zeigt, daBl die Operationen der Multiplikation und Adjungation nicht aus
der Menge der YDO herausfiihrt.

Satz K.3.8 Sei K C R" eine kompakte Menge und O eine offene Menge mit mit
K cOcOcCR" Seien P,, € V(K), P,, € V2(K) und f,g € C®(K), dann folgt:

a. es gibt einen WDO R,, € W4+ mit R, f = P, P,,f und

Z (O 01(2,€)) (Dyoa(z,€)) - (K.3.7)

(%

b. es gibt einen WDO P} € UM (0) mit (P, f | g)1, = (f | P,9)1, und

Z agDa “(2,€) .
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Beweis. Die Beweise sind nicht schwierig, aber etwas technisch, deshalb sei hier auf die
Literatur verwiesen: etwa Gilkey| (1995), S. 17 ff., Alinhac u. Gérard (2007)), S. 43 ff.O

Partielle Differentialoperatoren sind offensichtlich lokale Operatoren, YDO sind i.A.
nicht lokal, da sie ja iiber die Fouriertransformation definiert sind und diese den Trager
vergrofert. Man kann fiir WDO aber eine schwachere Eigenschaft als die Lokalitat
beweisen, ndmlich die Pseudolokalitét.

Lemma K.3.9 ¥DO sind pseudolokal.

Beweis. Sei P, € W4(K) und sei f € H,(K) glatt auf jeder offenen Teilmenge Q2 C K,
sei ¢ € C3°(Q?), dann gilt es zu zeigen, daB auch P, f glatt auf Q ist, d.h. dal Y P, f €

C°(2). Wir wihlen eine Plateau-Funktion ¢ € C§°(0), die auf supp v identisch 1 ist.

V[ =vF0f + P (1—0)f .

Man betrachte zunéchst den ersten Term auf der rechten Seite: f glatt auf {2 bedeutet
of € C5°(Q), daraus folgt mit der Definition von P,, dal P,¢f € C5°(€2) und daraus
folgt, daBB Y P, f € C§ ().

Fiir den zweiten Term untersucht man das Symbol von ¢ P,(1 — ¢). Sei Q, := P,(1 —
#(z)), dann ist Q, das Produkt zweier ¥DO, nimlich P, € 4(K) und (1 — ¢(z)) €
Ue(K). Fiir das Symbol q(z, &) folgt also:

q(x,&) ~ Y dio(z,£)Dy(1 — ¢(x)) =0, = € supp 1),

|er|<d

da ja ¢(x) = 1 auf supp . Fiir das Symbol des Operators R, := (x)Q, = Y FP,(1 — ¢)
gilt dann

r(x, &) ~ Z dgp(r)D3g(w, &) ~ 0,2 € Q.

jal<d

Also ist R, U~°(Q2) und damit R, f € C5°(2) und damit Y P, f € C§°(£2). O

K.4 Elliptische Pseudodifferential-Operatoren

Definition K.4.1 Se: K C R" eine kompakte Menge und O eine offene Menge mit
KcOcCOCcCR".

Das Symbol o € SUK) heift elliptisch, wenn |o(x,&)|™t < Cy(1+ [£])~? fiir alle x € O
und [£] > Cy.

Der WDO P, € VY(K) heift elliptisch, wenn sein Symbol o(x, &) € SUK) elliptisch ist.
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Lemma K.4.2 Sei¢(x) € C5°(O) eine sogenannte Plateau-Funktion auf O, d.h. ¢(z) =
1 auf K. Das Symbol o € SYK) ist genau dann ein elliptisches Symbol, wenn es ein
Symbol 7(x, &) € S™K) gibt mit

a. ¢(or—1) € ST(K) und ¢(ro—1)€ S™(K), oder

b. ¢lor—1)e SHK) und ¢(ro—1)€ STHK).

c. Seien oq € SYK) und 041 € STYK) zwei Symbole, dann ist 04+ 041 genau dann
ein elliptisches Symbol, wenn oq4 ein elliptisches Symbol ist und die Addition weiterer
Terme niedrigerer Ordnung, d.h. o4_; mit © > 1 dndert nichts an der Elliptizitdt.

Beweis. 1. sei das Symbol o € S%(K) elliptisch und sei 1)(¢) € C*(R") eine Regulari-
sierungsfunktion um & = 0, d.h. ¥(§) =0 fir [¢] < C < Cp und ¥(§) =1 fir [£| > Cy.
Da o € S4(K) elliptisch ist, gilt o(z,&)™! € S™4(K) fiir alle z € O und |¢| > Cj. Damit

ist auch 7(z, &) 1= (&) o(z)o (z,€) € S~4(K) und es gilt
¢(x)(o(z, §)7(x,6) —1) € ST(K) und  ¢(z)(o(x,§)7(x,§) —1) € S™(K) .
Also gilt a.

2. da S™°(K) c S~} K) folgt aus a. sofort b.

3. jetzt gelte b., d.h. ¢(z)(o(x, &)7(x, &) —1) € STHK), dann folgt |o(x, &)1 (2, &) —1| <
Co(1+ |E])7! fir x € O.

Wir wihlen ¢ so groB, dafl Cs := Cy(1 + [€])™" < 1 ist, dann konvergiert die Neumann-
Reihe gleichmafBig:

>0 =)= ) = I S 20 =

und es folgt

e < 7l 1(om) T < Ca(1+ (€)™ = Cu(1+ 1€~

1O

Also ist das Symbol o € S¢(K) elliptisch.
4. mit b. folgt c., denn
¢((04+ 0q-1)T — 1) = p(oqr — 1) + ¢(04.17) € STHK) ,

da ¢(oqr — 1) € STHK) und ¢(0q_17) ~0_1 € STHK).

Die Addition von Termen niedrigerer Ordnung (¢ > 1) fihrt zu ¢(oq_i7) ~ o0_; €
S™(K) c STYK). O
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Der folgende Satz weist jetzt konstruktiv die Existenz einer Parametrix, d.h. einer Pseu-
doinversen, eines elliptischen ¥DO nach. Weil diese Inversion nur mod ¥~° bestimmt
ist und weil U~>*°-WDO kompakte Operatoren sind (Lemma |K.3.4]), daher sind die Pa-

rametrix ebenso wie der elliptischen DO Fredholm-Operatoren.

Damit ist der Zusammenhang zwischen elliptischen DO auf kompakten Teilmengen
des R™ und der Funktionalanalysis der Fredholm-Operatoren hergestellt!

Satz K.4.3 Sei ¢(z) € C(O) eine sogenannte Plateau-Funktion auf O, d.h. ¢(x) =
auf K. Sei P, € W4(K) ein elliptischer WDO auf K, dann folgt:

es gibt einen WDO P, € V=4(K) mit ¢(z)(P, P, —1) € ¥=°(K) und ¢(z)(P,P, —1) €
U—(K) .

Beweis. Wir fiithren den Existenzbeweis fiir eine Rechts-Parametrix (eine rechtsmulipli-
kative Pseudoinverse) P, konstruktiv. Dazu nehmen wir an, daf es eine Symbolreihe

1Ty gebe mit 7; € S~ Mit Lemmafolgt dann die Existenz eines Symbols
7€ S mit 7 ~ 37 . Sei jetzt P, := P, - P,, dann folgt fiir das Symbol w € S°
mit [K3.7

w~S ;!(850(%5)) (Dg7(,£)) ~ Zi

=17

§)) (Dim;(,€)) -

1
1 al

Jetzt sollen die 7; rekursiv so bestimmt werden, dal P, = P, - P ~ 1 auf K ist. Die
1 € 5% der Faktor (0go(z,£)) € S?1°l, der Faktor (D27;(x,€)) € S~ und das
Produkt ist € S~1%1=9*1 _ Daher schreiben wir die obige Summe fiir w um in:

o Y O ) (Dn(e ) = Y (@0, (Din(r.©)

a]1 1_
1 furk=1
0 firk>1"

Fir £ =1 ist nur j = 1 und |o| = 0 moglich und daraus folgt: o(z, &) (z,£) = 1, also
Tl($7£> = 0_1(.’1;',5).
Fir k£ > 1 folgt

| +_

0= Y (@, &) (Di7(r.€))

= Y (@0l ) (Din(w, )+ o(r, Onlr &) =
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[e.o]

() =0 (@, Y (0ol 6) (Din(r8)

lal,j<k
o] +.5=Fk
Nach Konstruktion ist 7 € S7¢, also P, € W=¢(K) eine Rechtsparametrix.

Sei nun @, eine Linksparametrix, also @, P, ~ 1, dann folgt
P’T_QT:PT_QTPUPT+QTPJPT_QT
:(i_QTPU)PT_QT(i_PUPT)N()a

also konnen wir mod U~*°(K) die Rechtsparametrix auch als Linksparametrix ver-
wenden. a

Wir hatten oben bewiesen, dal YDO pseudolokal sind, d.h. f glatt auf € impliziert P, f
glatt auf Q. Im Fall von elliptischen YDO kann man auch die Umkehrung beweisen.
Diese Eigenschaft heifit Hypoelliptizitat.

Lemma K.4.4 FElliptische WDO sind hypoelliptisch, d.h. P,f glatt auf jeder offenen
Teilmenge Q) C K impliziert f glatt auf €.

Beweis. Sei f € H,(K), P, € V4K), P, € U=4(K) eine Parametrix zu P,, ¢ € C5°(2)
und ¢P, f € C§°(12), dann ist

¢f:¢(1_PTPU)f+¢PTPO'f'

¢(1 — P.P,) ~ 0 und daher ¢(1 — P, P,)f € C§°(2). Weiter ist nach Voraussetzung
OP,f € C§°(2), und da P, als ¥DO pseudolokal ist, folgt also: ¢ P, P, f € C§°(£2), und
damit ¢f € C5°(Q). O

Nachdem wir die Existenz einer Parametrix fiir elliptische YDO nachgewiesen haben
und jetzt wissen, daf8 elliptische ¥DO P, € V¢ mit P, : H, — H,_4 Fredholm-
Operatoren sind, stellt sich noch die Frage, ob der Index von P, eventuell von der
Ordnung s des Sobolev-Raums H, abhéngt?

Lemma K.4.5 Sei P, € ¥ mit P, : H, — H,_4 und Np, der Kern von P,,

a. dann ist Np, C C* und damit unabhdngig von s und damit ist auch indexp, unab-
hdingig von s.

b. dann ist der indexp, nur vom Hauptwert von P,, d.h. dem Term der Ordnung d,
abhdngig.

Beweis. a. Sei f € Np,, d.h. P, f =0, dann ist P, f glatt und wegen der Hypoelliptizitét
ist auch f glatt, also hangt Np nicht von s ab. Das gleich gilt auch fiir den zu P,
adjungierten Operator PL und folglich ist indexp, unabhéngig von s.
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b. Oben hatten wir gesehen, daf die Elliptizitéit eines elliptischen ¥DO P, € ¥? nur
vom Hauptwert des Symbols o, d.h. dem Term der Ordnung d abhéngt. Bei der Unter-
suchung von Fredholm-Operatoren hatten wir eine Homotopie-Invarianz des Index von
Fredholm-Operatoren gefunden (Satz [J.5.10), d.h. daB der indexp, bei einer stetigen
Anderung eines Parameters unveréindert bleibt. Wenn wir nun P,(t) € ¥4, 0 <t <1,
in der Form P,(t) := P,, + tP,, mit P,, € V¥ und P,, € W? i>1, schreiben,
dann folgt aus der Homotopie-Invarianz von P,(t), dafi der Index von P,(t) nur vom
Hauptwert F,, abhangt. O

Den Abschlufl dieser Betrachtungen moge der Beweis einer Ungleichung von Garding
bilden, die im Zusammenhang mit der Losung des Dirichlett-Problems bei elliptischen
UDO von zentraler Bedeutung ist.

Lemma K.4.6 (Gardingsche Ungleichung) Seien f € C3°(K) und P, € V¢(K)
ein elliptischer WDO auf K dann gilt:

a. [ flla < CULF o+ 1Eafllo)
b. fir d >0 st || fllo + || Psfllo eine zu || f|la dquivalente Norm in Hy(K).

Beweis. a. sei ¢(z) € C5°(O) wieder eine Plateau-Funktion auf O, d.h. ¢(z) = 1 auf
K C O, und sei P, € V4(K) ein elliptischer ¥DO auf K, dann gilt

[flla = ll¢flla = [l6(1 = PrPo) f + ¢PrFo flla

<ot = PrBo) flla + |9Pr Po flla -

Fiir den ersten Summanden auf der rechten Seite gilt zunéchst einmal || - |4 < || - [|co-

Da nun ¢(z)(P,P, — 1) € U~>*°(K) ist, folgt mit Satz mit s =0, d = oo:

[¢(2)(PrFPe = 1) flla < l¢(2)(PrFr = 1) flloc < Chl|flo -

Da ¢P, € U4(K) ist, folgt fiir den zweiten Summanden ||¢P, P, f|la < Col| P, fllo und
damit

[flla < Cullfllo + Call Bofllo < Clfllo + [[Pofllo) -

b. wenn P, € W4(K) ein elliptischer DO auf K mit d > 0 ist, dann gilt || f|lo < ||f|l4
und || P, fllo < Cs]| f]l4, und mit a. folgt

[Flla < CCLFllo + [[1Fo fllo) < Cull flla

also sind || f||lq und || fllo + || P»f]lo &quivalente Normen. O
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L.1 Sir Michael Atiyah (*1929)

Atiyah ist einer der einfluireichsten Mathema-
tiker des 20. Jh. und besonders interessiert am
Dialog zwischen der Mathematik und der theo-
retischen Physik. Siehe dazu etwa den neueren
Artikel von Atiyah mit Dijkgraaf und Hitchin
"Geometry and Physics’: |Atiyah u.a.| (2010).

Atiyah wurde in London geboren, verbrach-
te jedoch seine Schulzeit in Khartoum in Su-
dan und in Kairo in Agypten. Zum Studium
der Mathematik kehrte er nach England zu-

riick und wurde bei Hodge in Cambridge pro- Abbildung L.1: M. Atiyah
moviert mit dem Thema: Some Applications G. Greuel (2007), [CC-BY-SA-2.0 de
of Topological Methods in Algebraic Geome- (Math. Tnst. Oberwolfach)

try. Er heiratete 1955 Lily Brown und hat
mit ihr drei Séhne. Es folgten Aufenthalte am
'Institute for Advanced Study’ in Princeton,
dann erneut an der 'Cambridge University’
und schliellich eine Professur an der 'University of Oxford’. Atiyah engagierte sich
auch gesellschaftspolitisch in der "Pugwash Conferences on Science and World Affairs’.

[http://de.wikipedia.org/wiki/
Michael Francis_Atiyah]

Seine wichtigsten mathematischen Beitrége sind das Atiyah—Bott Fizpunkt-Theorem,
das Atiyah-Singer Index-Theorem (das uns hier interessieren soll), die topologische K-
Theorie zusammen mit Friedrich Hirzebruch, hyperbolische Differential-Gleichungen zu-
sammen mit Lars Garding , Yang-Mills Theorien zusammen mit Jones, M-Theorie und
topologische Quantenfeld-Theorien zusammen mit Witten, und, und, und ...

Atiyah selbst nennt als die Mathematiker, die ihn am meisten beeinfluft haben: Rie-
mann, Hamilton, ganz besonders Weyl, und in der Gegenwart Penrose, Hérmander,
Connes und Bismut. Atiyah erhielt zahlreiche Preise, darunter 1966 die Fields-Medaille
und 2004 zusammen mit Singer den Abel-Preis. [Quelle: Wikipedia-Atiyah/| (2010)].

L.2 Warmekern-Entwicklung

Satz L.2.1 Sei A ein elliptischer, nichtnegativer Differential-Operator der Ordnung d
in einer n-dimensionalen kompakten Mannigfaltigkeit. Um die folgenden Uberlequngen
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maoglichst einfach zu halten, nehmen wir hier an, daf A keine Nullmoden habe, daf$ also
der Eigenwert 0 im Spektrum nicht vorkommen mége (gqf. gehen wir dabei von A iiber
Ay = A=Y, 10,i)(0,i]), und daf keine Randbedingungen vorliegen mégen, dann
gilt fiir t — 04 die folgende Warmekern-Entwicklung:

K(x,z,t) Z " (L.2.1)

K(t) := Sp(K (z,z,t)) Z 7" B, mit By := /dm bi(x (L.2.2)
k=0

Die Koeffizienten By heilen Warmekern- oder Seeley-Koeffizienten, und tau-
chen in der Literatur auch unter den folgenden Namen auf: Minakshisundaram-
Pleijel-Koeffizienten, Hadamard-Koeffizienten, Schwinger-DeWitt-Koeffizienten, Seeley-
DeWitt-Koeffizienten, Seeley-Gilkey-Koeffizienten.

Beweis. Fiir den Beweis orientieren wir uns an Gilkey| (1995), [Elizalde u.a.| (1994),
S.285 ff., |[Kirsten| (2002), S.20 ff. Wir wollen uns zunéchst eine Naherungslosung fur die
Resolvente R(\) von A verschaffen. Dazu wihlen wir den Weg der Fouriertransformation
im Rahmen der elliptischen Pseudodifferential-Operatoren. Anschlieend folgt mit Hilfe

von [6.6.7], bzw. [6.6.8}

R(t) = et = 2; f dAe™MR(\) |
K(x,y,t) }l{d)\e MR(z,y, N)
K(t) = Sp(K (z,2,1)) 74 dhe ™ MR(N) . (L.2.3)

Zur Definition der tiiblichen Multiindex-Schreibweise und Fouriertransformation F :
S(R") — S(R") auf dem Schwartz-Raum S(R") siehe [K.1] Zur Definition des Symbols

o(x,€&) € S¢ linearer, partieller Differential-Operatoren (PDO) und Pseudodifferential-
Operatoren (¥DO) siche . Wir wiederholen kurz einige Begriffe und Schreibweisen.
E P (El?"'7£n> )

E(x) = (x| &) = (2m) 2 ™, (L.2.4)

Au(a) o= (o | Au) = [ @ (x| A€ | w)

— [act | Algat). (L2.5)



L.2 Wéarmekern-Entwicklung 351

Es sei u(¢) die Fouriertransformierte von u(x):

W) = (¢ u) = [da (€ |a)(@|w) = (2m)7F [d'we " u(a) (L.26)

@pﬂ@:/wﬂﬂﬁmwfm
:/JWAm@—m@w@:Awu@
oA €)@ ] €) (L.2.7)

Hier wurde der Begriff des Symbols o(A,, z,§) des Operators A eingefiihrt, wobei davon
ausgegangen wurde, dafl A in der Ortsdarstellung diagonal ist (was ja fiir einen lokalen

Differential-Operator zutrifft). Fiir den Operator A, aus folgt:

o(Ae, 2, )(@ | &) = Acla | §) = As (2m)7% &

w
n

= Y anf*(2m) 2 e

|a|=0

d

oAz, 2,8) = > anl® mit £ := ] &" . (L.2.8)
j=1

|a|=0

Also ist 0(A,, x,€) ein Polynom vom Grad d in &.
Mit dem Symbol schreibt sich nun [K.1.7]

Au(z) = / d"& (x| Al €)ale)
:/waﬂ@dmwﬂﬂﬂ
= (2n)F [ e (A x, ) u(E) (L..2.9)

Wir sprechen von einem elliptischen DO oder elliptischen ¥DO, wenn das Symbol in den
&; nur die 0 als einzige reelle Nullstelle hat, d.h. wenn das Symbol im Definitionsbereich
das Vorzeichen nicht wechselt.

Zur Losung einer partiellen elliptischen Differentialgleichung der Form A, u(x) = f(x)
benétigen wir die Resolvente R(z,y, A), d.h. den zu (A, — A) inversen Operator. Dieser
inverse Operator wird aber als Integral-Operator in der Regel kein elliptischer Ope-
rator mehr sein. Die Vereinheitlichung der Behandlung von Differential- und Integral-
Operatoren 16st man im Rahmen der Theorie der oben eingefiihrten elliptischen WDO.
Ein grofler Vorteil dieser WDO ist, daf§ die Klasse dieser Operatoren abgeschlossen ist
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( mod eines glattenden Operators, d.h. eines YDO mit Symbol der Klasse S™>°) bzgl.
der Addition, der Multiplikation, der Inversenbildung, der Adjungiertenbildung und der

Folgenbildung (siehe [K.3).

Wir suchen jetzt die Resolvente ]%()\), bzw. R(z,y,\) in der Menge der pseudoellipti-
schen Operatoren.

A

(A-X)RWN) =1. (L.2.10)

Fouriertransformiert wird daraus

o(A=A) RN =0c(1)=1. (L.2.11)

Um hiervon auf das Symbol o[R()\)] schliefen zu kénnen, bendtigen wir einen Ausdruck,
der das Symbol eines Operatorproduktes mit den Symbolen der einzelnen Operatoren
verbindet. Sei also

d d
Z ) D¢ und B, =Y bg(x)D (L.2.12)
=0 181=0

so folgt

-3 3 s (M) () [H DY by ] [H Dl ﬂ] ,

la[=0 |B8]=0 7i<a

(0@>) aa(x) [D] bs(a)] [€27*7]

=Z Z " [""()5] (D7 bs(2) €]

w20 150 im0 LY@ =)!
d_ o
= 5 3 6097 @€ (DL o(Bne)

Wegen D{ {* = 0 fiir v > o kann die Summationsgrenze der |y|-Summe von |a| auf d
erhoht werden:

d d

o(AB) = 3 Zj (i De)" 10 (2) €] (D] 0(By. . £)]

la[=0 |~|=0

j (i De)? 0 As,2,€)] [D} 0(Byy,€)] (L.2.13)

I
M~
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Diese Produktdarstellung des Symbols wollen wir jetzt auf unsere Gleichung
anwenden. Zunachst schreiben wir

0(Ap, 2, &, N) i=0(Ay — N),2,8) =) aj(z,,A) mit (L.2.14)
7=0
’ e @a(2)E* = A fiirj=d,
aj(z, & A) = {Z|a:j 0o (2)€° fir0<j<d. (L.2.15)

Daraus folgt, daf die a;(z, £, \) homogene Funktionen des Grades j in den Variablen §
und \i sind, denn

aj(z, c, (c)\é)d) = claj(z, €, N) . (L.2.16)

Fir die o(R, z,£, \) machen wir einen Reihenansatz mit

oo

O—(va?ga )‘) = Z Q—d—k(xaga )\) 5 (L217)

k=0

wobel wir von den g_q_(x,&, A) verlangen, dafl sie ebenso wie oben die a;(z,§, A) ho-
mogene Funktionen des Grades (—d — k) in den Variablen ¢ und A sein sollen. Die
Reihe startet bei ¢_g4, damit wir gerade die richtigen Terme zur algebraischen Auflésung
in Bezug auf ag4 erhalten. Damit wird unsere Ausgangsgleichung zZu

ol(As — A) R(\),z,€] = §|: Z i
[v/=0 j=0 k=0

71 i De)” (2, & M) [D} (.6, A)] =

Diese Summe ordnen wir mit dem Index n nach Potenzen von &'

=> > > i Ony— J+d+ki [( D¢)" aj(x, &, N)] [D qea—r(z,&,N)] - (L.2.18)
n=0 |y|=0 j=0 k=0

Dies liefert uns das folgende algebraische Gleichungsystem zur sukzessiven Bestimmung
der q_gq_p:

n=0=vy=k=0,j=d:1=a4(z,&\) qg-alz,&N). (L.2.19)

Fir den Fall n > 1 = k < n schreiben wir die Summe als Jj,,-Term + Rest, wobei
bei k =ngilt =0, 5 =d:

0=ag(z,&, ) q_g_n(x,&,N)

3

+Z_ ZO ki n,y— ]+d+k$ [(ZD§> aj(l’,f,)\)] [D;q,d,k(x,g, )\)] . (L.2.20)
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Aus [L.2.19] folgt
g-a(2,&,N) = (D aa(@)E* = N)7". (L.2.21)

|a|=d

Wir sehen, dafi g_q(x, &, A) wie gefordert eine homogene Funktion des Grades (—d) in
den Variablen £ und A ist. Die anderen q—a—r(z, &, \) folgen sukzessive aus |L.2.20| und
die Homogenitat vom Grade —d — k von q_4_(x,&, A) in den Variablen £ und A2 folgt

durch Induktion. Auf diese Weise verschaffen wir uns also eine Naherungslosung von
o(R,z,& \) als

o™ (R, 2, N) Z G-d-r(z,€,N) (L.2.22)

und mit der Fourierriicktransformation eine Nédherungslosung von R(x,y, A) als
R (a,y,0) i= (| RO [ y) = [ e (o | ROO) €04 |y)
= (m)7F [ g0 (R, € M€ | )

(2m)" /dg“ (R, x,€,\) €@y (L.2.23)

Da eine Folge R (z,y, ) von Pseudodifferential-Operatoren wegen der Vollstindigkeit
( mod WDO mit Symbol aus S~*°) asymptotisch gegen R(z,y,\) geht, folgt damit
fiir den Wérmekern:

K(z,x,t) = i ?{d)\ e R(x,x,\)
(&
= nH]{dAe o(R,z,€,))

= (%gnﬂ i j{dAe‘” /déq_d_k(cs,f,A) : (L.2.24)
k=0 &

Da nach Voraussetzung alle Eigenwerte von A in der rechten Halbebene liegen, wahlen
wir fiir die A-Integration als Integrationsweg die imaginére Achse von +ico bis —zo00 und
dann den im Unendlichen verlaufenden rechten Halbkreis. Wegen des starken Abfalls
des Integranden auf dem rechten Halbkreis fiir |A\| — oo verschwindet das Integral iiber
den rechten Halbkreis und wir erhalten mit A := —is:

—100

K(z,z,t) = nHZ/d)\e’\t/dfqdka:{)\)
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o0

:(27H_127dse”t/d§qdkx§ is) .

k=0 "1

Mit der Substitution u := ts, p := ta¢ und der Homogenitéitseigenschaft der qa—r(z, &N
vom Grad (—d — k) in £ und Aa folgt

=

))

qfd*k(xa Hs —ZU) :

q—a—x(z, t_é,u, —it ') = q_q_i(z, t_é,u, —i(t_éu

— ¢—a(=d=k)
Damit folgt schlieflich fir K(z,x,t)

K(x,x,t) 2 Z / Ydu e™ /(t‘i)d,ut_i(_d_k) q—a—r(T, p, —iu)

[e.9]

Z n+1/du/due q—a—x(z, , —iu)

K(x,z,t) Z ¢ (L.2.25)
1 T _
be(z) := 2yt /du / due™ q_q_y(x, p, —iu) , (L.2.26)
Rn —00
K(t) = Sp(K (z, 2,1)) /de rat) =3 5 B, . (L.2.27)
k=0
Bk L= /dxbk(x) . (L.2.28)
O

Dies ist die beriihmte Warmekern-Entwicklung mit den Warmekern- oder Seeley-
Koeffizienten By, bzw. bi(z).

Wenn (d — k) ungerade ist, gilt by(z) = 0, da dann ¢_4—x(z, u, —iu) in p, ebenso wie
q—a—r(x,&,N) in &, wegen der Homogenitéat eine ungerade Funktion ist und die Integra-
tion tiber u, bzw. iber ¢ gerade Null ergibt. Wenn jetzt, wie haufig in der Physik, d = 2
ist, dann sind also alle by(z) = 0, wenn k ungerade ist.

Dies gilt natiirlich in der Regel nicht mehr in Fallen mit Randbedingungen - dazu siehe
etwa [Elizalde u. a.| (1994)), [Kirsten| (2002)), [Vassilevich| (2003)).
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Gelegentlich taucht in der Literatur statt der Reihenentwicklung |..2.25| mit ganzzahli-
gen Indizes k auch eine Reihenentwicklung mit rationalen Indizes k' = k/d auf, insbe-
sondere halbzahlige Indizes k' = k/2 im Fall von d = 2:

Kz, t)= > "% eby(x). (L.2.29)

k'=0,1/2,

Wir werden von dieser Darstellung mit rationalen Indizes keinen Gebrauch machen.

L.3 Indextheorem

Die verschiedenen Index-Theoreme (Atiyah-Singer, et.al.) verbinden die Theorie der
elliptischen Differential-Operatoren mit der algebraischen Topologie und gehéren zu
den grofiten mathematischen Entdeckungen des 20. Jahrhunderts. Im Jahr 1966 erhielt
Atiyah hierfiir die Fields-Medaille und im Jahr 2004 zusammen mit Singer den Abel-
Preis. Hier soll nur fiir einen einfachsten Fall ohne Randbedingungen der analytische
Index berechnet werden und gezeigt werden, dafl diese natiirliche Zahl invariant ist unter
stetigen Anderungen des Differential-Operators, solange dieser nur elliptisch bleibt.

Wir folgen hier im Wesentlichen der Darstellung von [Schwarz| (1993)), S.163 ff. und
Nakahara| (2003)), S.472 ff.

Sei A ein elliptischer Differential-Operator der Ordnung d auf einer n-dimensionalen
kompakten Mannigfaltigkeit. Um die folgenden Uberlegungen moglichst einfach zu hal-
ten, nehmen wir hier an, daf§ keine Randbedingungen vorliegen mogen. Der Kern von A
werde bezeichnet als Ker(fl) und ist die Menge der nichttrivialen Losungen der homoge-
nen Cleichung A | ) = 0, in der Physik auch als die Menge der Nullmoden bezeichnet.
Die Dimension des Kerns von A wird bezeichnet als [(A) := dim Ker(A). In der Theorie
der elliptischen Operatoren auf kompakten Mannigfaltigkeiten wird bewiesen, daf§ die
Eigenrdume zu allen Eigenvektoren endlichdimensional sind, daf} also auch l(/Al) eine
endliche Zahl ist. Weiter gebe es ein Skalarprodukt und beziiglich diesem auch einen
adjungierten Operator AT, Der Index von A kann definiert werden als:

index A := [(A) — I(A) . (L.3.1)

Fiir das Weitere mochten wir die Warmekern-Entwicklung anwenden. Da diese aber nur
fiir nichtnegative, elliptische Operatoren gilt, betrachten wir die Operatoren C' := AfA
und CT:= AAT. Beides sind nichtnegative, elliptische Operatoren und es gilt:

index A = [(ATA) — I(AAT) . (L.3.2)
Beweis
Alg)=0 = Ald|p)=0
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= [(ATA)=1(A)  undanalog I(AA") =1(AT). (L.3.3)

Weiter haben die Operatoren ' und C1 auch die gleichen positiven Eigenwerte (A >0)
mit der gleichen Multiplizitit, denn

PN A At oA A
ATAlpy=X]g) = (AA)A|p)=IA|y) =

A

(AAT) @Y =A|¢) = Spektrum, _(C) = Spektrum, _,(CT). (L.3.4)
Nebenbei: dies konnen wir als eine sehr einfach Form der Supersymmetrie auffassen.

Fiir diese nichtnegativen C := Al A kénnen wir die zugeordnete Warmegleichung [6.6.3
untersuchen:

(C+§t)f((t):0 mit K0)=1 =

A

K(t) = e~Ct — Z e Nt

ei){pi| =

K(t)=Sp K(t)=Sp e " = Sp e

i) ) =D e

i

=UO)+ S et (L.3.5)
1,A;>0
Weil nun das Spektrum der Operatoren C und CT fiir positive Eigenwerte \; > 0
iibereinstimmt, konnen wir schreiben:

A

index A = I(A) — I(A") = I(ATA) — [(AAY) = 1(C) — I(C)

—Spe " —Spe . (L.3.6)

Da sich die Summen iiber die positiven Eigenwerte gerade aufheben ist dieser Aus-
druck tatsichlich unabhingig von t. Schliellich konnen wir in die Warmekern-
Entwicklung einsetzen und erhalten wegen der ¢-Unabhangigkeit:

index A = ) e B(C), - ¢ B(C, =
k=0 k=0

index A = B(C), — B(CT). . (L.3.7)
O

Fiir einen Laplace-Operator in einer vierdimensionalen Mannigfaltigkeit ergibt sich also:

index A = B(C), — B(CY), . L.3.8
4 4

Die rechte Seite von [L.3.7] stellt eine topologische Invariante dar, in die nur die Ko-
effizienten bzw. Koeffizienten-Funktionen des Differential-Operators und die Metrik
des Raumes eingehen - dies ist gerade die Aussage des bertihmten Indextheorems von
Atiyah-Singer.

Fiir Verallgemeinerungen, die insbesondere Randbedingungen mit berticksichtigen, siehe
etwa: |Gilkey| (1995), [Kirsten, (2002]).






M Funktionalableitung

M.1 Funktionalableitung oder Fréchet-Ableitung

Die Funtionalableitung oder Fréchet-Ableitung eines Operators entspricht seiner Linea-
risierung. Seien H; und Hy zwei Hilbert-Rdume mit den jeweiligen Normen || - ||; und
| - |l2- (Zur Definition der Fréchet-Ableitung gentigen bereits normierte Réume.) Sei
F:Q C Hy = Hy eine im allgemeinen nichtlineare Abbbildung von 2 C H; nach
Ho und seien die Vektoren | ¢), | ) und (| ¢)+ | ¢)) alle Elemente aus 2. Wenn es
nun eine lineare, stetige Abbildung DF (| ¢)) : Q C H; — Hz gibt, so daBl diese eine
Tangente an die Abbildung F' an der Stelle | ¢) ist, dann heifit F differentierbar bei
| ¢) und DF(| ¢)) die Ableitung von F' an der Stelle | ¢).

Definition M.1.1 Wenn also ein DF(] ¢)) : Q C Hq — Hy existiert, welches linear
ist (bzw. kirzer gesagt DF : Q C Hy — L (H1, Hz)), welches stetig ist und fir welches
der folgende Grenzwert existiert

IE( o)+ 1 ¥) = F(19)) = DF(1 6)) | )2

im =0, M.1.1
11¥}]—0 INER ( )

bzw. mit €:R —-R und liir(l)e(a:):O fir alle || | )|l <9 :

IE( o)+ [¥)) = F(1 9) = DE(| 6)) | D)l < I T elll [ 9}l1) - (M.1.2)

dann heifit dieses DF (| ¢)) die Ableitung von F an der Stelle | ¢).

Wenn F' differentierbar ist, dann ist F' auch stetig, denn aus folgt:

IE( @)+ [9)) = F(L o)l < LTl elll T ) + IDE oI - 1 )l

lim JF(] ¢)+ [4)) = F(| #))[2=0. (M.1.3)

l1¥)111 =0

Wenn F' differentierbar ist, dann existiert die folgenden Richtungsableitung von F' in
Richtung | ¢) und ist mit der Ableitung aus identisch:

DF(| ) |0) = S(F(lé)+t19)| (M1.4)

t=0
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Beweis. Wir setzen in der obigen Definition von | ) — t]|):

o F( e +t|¥) = F( 6) —tDE(| 9) | )2
tll1) 1 -0 tll 1)

1
lim || -
t—0 "t

=0 =

(F(16) +t]0) = F(16))) = DF(| &) | ¢}l =0 =

| S Qo)+t —DF(e) [ 9)h=0 =

t=0

DF(| ) [) = L(F( ) +t] 1)

t=0

Die Ableitung DF(| ¢)) an der Stelle | ¢) ist definitionsgeméa$ linear in Bezug auf das
Argument | ¢), die Richtung, (und nicht etwa in Bezug auf die Stelle | ¢),) also:

DE(] ¢)) (o1 | ¥1) + a2 | 42)) = n DF(] ¢)) | ¥1) + aaDF(| §)) | 12)) -

Bei fixierter Richtung | ¢;) € Q C H; ist DF(-) | ¢1) wieder eine Abbildung von
Q2 C Hy — Ho und wir konnen also die Ableitung von DF(+) | ¥1) bestimmen, welche
dann die 2. Ableitung von F' ist. Wenn also ein D*F(| ¢)) : Q x Q C H; x Hy — Ha
existiert, welches linear und stetig ist und fiir welches der folgende Grenzwert existiert

i IPEAO+ [ ¥2) [$1) — DF( 9) | 1) — D*F(| ¢)) | ¢1) | )]z
12 ll1—0 '] ¥2)llh

=0,
(M.1.5)

dann heifit dieses D*F(| ¢)) die 2. Ableitung von F an der Stelle | ¢).
Folgerung:

Wenn F linear ist, also F(ay | ¢) + az | ¥)) = a1 F(] ¢)) + axF (] ¥)), dann kénnen wir
F(| ¢)) = F | ¢) schreiben. Und weiter folgt aus sofort, dafl F'(| ¢)) = F | ¢) =
DFE(| ¢)) | ¥) fur alle | ¢) € Q C Hy, d.h. DF(| ¢)) = F ist unabhangig von der Stelle
| ) €QC Hy.

Fir die zweite Ableitung eines linearen Operators F folgt wegen DF(| @)+ | 1)) =
DF(| ¢)) mit M.1.5, dafl D*F ein Null-Operator ist.

Besonders héufig kommt der Fall vor, dafl H, = R ist, dafl also F' ein nichtlineares
Funktional auf H; ist. Dann ist DF ein lineares Funktional auf H; und wird héaufig
als 0F bezeichnet, als Differential von F, also §F : Q C H; — H] = ZL(H1,R).
Entsprechend wird dF(| ¢)) mit dF(| ¢)) : 2 C H; — R als das Differential von F' an
der Stelle | ¢) bezeichnet.
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Da 6 F(| ¢)) nun ein Element aus H7 ist, dem Dualraum von #;, kann man fiir §F'(| ¢))
auch die folgende Dirac-Schreibweise einfiihren:

<‘f£ = 6F( 8)) | (ALL6)

und damit schreibt sich die Ableitung von F' an der Stelle | ¢) in Richtung | ¢) als

SR ) 19) = 5 Pl b+t 10h) = (o | (M.1.7

oder wenn wir von H; auf auf den Raum der quadratintegrablen Funktionen
L*(2 C R") iibergehen

OF OF OF
(55 |00 = [ de (G 1o | 0) = [ dw (@) o) (M.1.8)
Beispiel (1): sei H; = R" und | x) :=| z1,...,z,), dann folgt
OF(| 1y yxn)) | Y1,y Yn) = th(| T+ tyr, .., Tatty,))

_; O(z; + ty;)

Yi
t=0

— (VF( 21 m)) [ )

SF(| 21, an)) = S F(| 21, ) - (M.1.9)
O

Also ist im Falle des R™ das Differential von F' an der Stelle | z) gerade der Gradient
von F' nach | z).

Beispiel (2):

E([ )=l =0ly) =

SEA ) 19) = (52 10) = [do 5 2@ wie) = G R &) +elw))|
= GO W) =) = [ v =
op(y), \
5 (#) =6(z —y) . (M.1.10)
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Beispiel (3):

Fy(l 9) :=g(o(y) =

R ) [0 = (52 10) = [ do 2@y 0ta) = 5 Bl 0)+ ¢ 0)

t=0

:imww+ww>

_ /dx 0z —y) g (oY) v(y) =

D) (4) o (62)) o —) (M.111)
O

Beispiel (4):

F(1¢):=Wwld) =0y =

/mﬁwwmzimwwuw>

t=0

d
— S @)+t

=—/M5@—ww)

(sofern §(z — y) ¢ (z) = 0 fir x € Rand) =

/dméx—

0" (y), \_
5¢ (CL’) — _5 (m _y) . (M.1.12D)

Beispiel (5):

Ey,(l o) :=(ld")=¢"(y) =

f e 5wy vie) = G EA )+t 0

t=0

= )+ ()

= '(y) = [ ded(e —y) v (@)

t=0



M.1 Funktionalableitung oder Fréchet-Ableitung 363

= /dw 8" (x
(sofern 3(z — ) /() = &(zx — y) ¥(z) = 0

fur z € Rand) =

00" (y)
55 (x) =0"(z —y) . (M.1.112

Beispiel (6):

/d:ngbm =
[ e S@vte) = GEAG 1) = G [dool) + toi@)”
=/wnw>+wmwwﬂwm
:/dx ng™ Hx)y(z) =
0 m =m¢™ (x
oy J Ao @) =mew) (114

Beispiel (7):
)i= [de () = [dw (o -~

/dm —F(| V4t | ¥)

t
dt/dm x) + ty(z

= [ den((@(@) + /(@)™ (e

i

t=0

t=0

:/mmw@w*iwmz—/Mniwuwwwwu

(sofern (¢'(x))™ ' ¢(z) fiir + € Rand verschwindet) =

5 oy — o D
5¢(x)/dm(¢(x)) = —m — (/)" (M.1.15E)]
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Beispiel (8):

o [ deglola)) = ¢ (6(x) . (M.1.16)

Beispiel (9): Wirkungs-Funktional:

s = [arsre.i0) = a2 e vee) =
mit [M.T.75] und [M.1.16] folgt:
6S(r) . d dr(t) dV(r(t)) d>r(t) dV(r(t))
o W= ) T e T T e T (M-L17)

Eine Nullstelle der Funktionalableitung des WirkungsFunktionals S(r), also 25(¢) =

0, fithrt also gerade auf die Bewegungsgleichung m3(t) = —dV/dr. Fiir die zweite
Funktionalableitung von S ergibt sich mit [M.T1.13| und [M.1.11}

28(ry 9 Pr(ta)  dV(r(t2))
or(ty) or(ty) — or(ty) [=m a3 dr |
= —md"(t; —ty) — W 6(t1 — ta)
& BV(rt))
= (-m & ) ot~ ) (M.1.18)
= 50 (r(0)) 8t — ). (M1.19)

Damit ergibt sich fiir die quadratischen Fluktuationen der Wirkung (wiederum unter
der Voraussetzung, dafl r(¢) = 0 auf dem Rand):

/dt1 dt, Mili% r(t) (ts) = /dt1 dts 7 (t2) S (1)) 8(t1 — t2) (1)
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_ / dtr(t) S (r(t) r(t)

= [t [-mr(t ddgg” d Vd(;;(t)) r(t)?
— /dt [m(d;(tt))2 _ ‘;(gt)) r(t)? . (M.1.2(2
Beispiel (10): Integralkern:
Byl ) = [ deK(y,)o(x) =
faa @ = R+ )|
= & [ K)o + )|
= [de Ky o)) =
5
(M(yc)/dm K(y,z)p(z) = K(y,x) . (M.1.21|:)]

Fiir Funktionalableitungen gilt auch eine Produktregel. Seien F' und G Abbildungen
mit F': Q; CHy — Qy C Ho und G : Qy C Hy — Hs und seien | ¢), | ¥1) € ; und
F | @), | ) € Q. Sei weiter G o F': Q) C Hy — Hjz die Produktabbildung von F' und
G, dann gilt:

0(GoF) B oG oF 0(GoF) B 0G  OF
Bewelis.

)(GoF) d

T [ 1) = 2 GE([ ¢) +t [ ¥1))) .

— lim 1G(F(| o)+t 1))

t—0

t=0
WEeil G und F stetig sind folgt

0(GoF)
0¢

.1 oF
| ¥ = lim - G(E(] 9) T5s | 1))

t=0
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und mit

oF
| o) := % | 1)

folgt
§(GOF) Y 1
Ty L) = lm GG+t )|
(@) _0G) oF
_5F(|¢>)|¢2>_5F(|¢>) 5¢ |¢1> O

M.2 Funktional-Differentialgleichungen

Seien F, %) und f Abbildungen von Q; € L? — R. Die Funktionalableitung schreibt

sich dann:

OF OF
%(@/}):W(I@) |¢>=(@|¢>-

Eine Moglichkeit, eine Funktional-Differentialgleichung 1. Ordnung zu definieren, ist die
folgende:

(o |9 =7 19). (M2.1)

Wenn wir jetzt als Urbildraum den Raum R™ anstelle von L? nehmen, wird unsere
Funktional-Differentialgleichung zu einem n-dimensionalen System gekoppelter partiel-
ler Differentialgleichungen 1. Ordnung;:

5F
¢, b ER", F, e Fiveiifu: WCR" SR,

Mit {e; }ic<1.n> bezeichnen wir eine Basis in R”, mit {e/};c<1 »~ eine Basis im Dualraum,
der ja ebenfalls R"™ ist. Seien also:

- i oF " OF
o= de, f=) fied, — =) ()=
57F ) — 57F . _i 1 % n_aF<¢17>¢n)
Damit wird aus der Funktional-Differentialgleichung
OF OF(pt, ... " " )
ey =trley = PO p g i1 n (M22)

0¢ d¢’
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ein n-dimensionalen System gekoppelter partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung.

Ganz entsprechend konnen wir eine Funktional-Differentialgleichung mit Funk-
tionalen von L? — R als ein oo-dimensionales System gekoppelter partieller Differenti-
algleichungen 1. Ordnung ansehen.

Beispiel: Sei fi(¢!,...,¢") = uF (¢!, ..., ¢"), dann folgt:

OF(6',..., ")
D5

= uF (¢ ..., ") . (M.2.3)

Zur Losung machen wir den Ansatz der Trennung der Variablen. Dadurch faktorisieren
wir das Funktional F':

F(¢177¢n>:F1(¢1)Fn(¢n)>

und wir erhalten das entkoppelte System partieller Differentialgleichungen

IOF;(¢")
Do

mit der Losung

= uFy(¢)

F(¢) = =

F(¢,...,¢") = ﬁ Fi(¢') = ﬁ eh? = ehiim (M.2.4)
i=1 =1

bzw. in L? anstelle von R":

F(¢) = et dol) (M.2.5)
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Literatur zur Funktionalintegration

Auf eine gewisse Weise kann man die Funktionalintegration als die inverse Operation
zur Funktionalableitung sehen. Fiir Physiker ist das von Feynman eingefiihrte Funktio-
nalintegral eine grofle Quelle der Inspiration und aus der statistischen Physik und den
Quantenfeldtheorien gar nicht mehr wegzudenken. Physikalische Biicher zu Pfadinte-
gralen, die mir hilfreich waren sind:

Kleinert| (2006), Path Integrals in Quantum Mechanics, Statistics, Polymer Phy-
sics, and Financial Markets:

Dieses 1547 Seiten dicke (und schwere) Buch gilt zu Recht fiir Physiker als die
Bibel der Funktionalintegrale. Es ist sehr gut und lesbar geschrieben und geht auf
viele konkrete physikalische Anwendungen ein, allerdings nicht auf die QFT.

Roepstorff| (1992), Pfadintegrale in der Quantenphysik:

Ein &lteres, gut lesbares und griindliches Lehrbuch. Es enthéilt auch die Anwen-
dung der Pfadintegrale auf die QFT von Bosonen, Fermionen und nichtabelschen
Eichtheorien. Leider gibt es von diesem schonen Buch keine Neuauflage mehr,
sondern nur noch einzelne antiquarische Exemplare.

Schulman (2005), Techniques and Applications of Path Integration:

Von diesem hilfreichen Buch erschien erfreulicherweise 2005 ein Nachdruck der
Ausgabe von 1981 mit einigen neuen Anhédngen. Schulman diskutiert sehr viele
hochinteressante Anwendungen der Pfadintegrale, z.B. etwa in der geometrischen
Optik, und er gibt gute Literaturangaben. Andererseits deutet er viele Beweise
nur an und behandelt auch die QFT nicht.

Grosche u. Steiner| (1998)), Handbook of Feynman Path Integrals:

Steiner hat auf 154 Seiten eine unbedingt lesenswerte Einfiihrung zur Theorie der
Pfadintegrale verfalt, in welcher die historischen Bemerkungen, die Einfithrung
in Transformationstechniken und eine Beschreibung der Semiklassischen Néherun-
gen bis hin zur Gutzweilerschen Spur-Formel besonders hevorragen. Dann folgen
umfangreiche Integraltafeln und am Schluf§ die mit fast 1000 Referenzen viel-
leicht umfangreichste Bibliographie zu Pfadintegralen. Leider erscheint mir der
vom Springer-Verlag verlangte Preis von 245.-€ doch unangemessen hoch.

Cartier u. DeWitt-Morette (2006), Functional Integration:

Cécille DeWitt Morette hat ihr ganzes akademisches Leben lang, seit 1948, tiber
die vielfdltigen physikalischen und mathematischen Fragen der Pfadintegrale ge-
forscht. In diesem Alterswerk legt sie zusammen mit dem Mathematiker Pierre
Cartier eine mathematisch saubere, lesbare(!) und inspirierende Zusammenfas-
sung ihres Lebenswerks zur Funktionalintegration vor. Ein grofles Geschenk fiir
alle Freunde und Freundinnen der mathematischen Physik.
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e Klauder (2010), A Modern Introduction to Functional Integration:
Dieses ganz neu erschienen Werk von John Klauder ist fiir Physiker vielleicht
leichter lesbar als Cartier u. DeWitt-Morette (2006), klart aber doch viele Fragen
zur Funktionalintegration. Besonderes Gewicht legt Klauder auf das Pfadintegral
mit kohérenten Zustanden, dessen Theorie er ja ganz wesentlich entwickelt und
ausgebaut hat. Aktuell und interessant sind auch Klauders Gedanken in seinem
letzten Kapitel ,,A Modern Approach to Nonrenormalizable Models”.

Nun, solange man die Theorie einfach auf einem endlichen Gitter mit der Gitterkon-
stanten a entwickelt, ist ja alles recht einfach und durchsichtig - die Probleme entstehen
erst beim Kontinuum-Limes, also bei lim,_,o. Kac soll dazu gesagt haben: ,When in
doubt, discretize.” (Schulman| (2005)), S. 394). Schon Feynman erkannte, dafi die Frage
dieses Grenziibergangs, bei der aus den endlichen Summationen nun Integrationen tiber
Funktionenraume werden, mathematisch schwierig und bislang nicht wirklich verstan-
den war. Fiir Mathematiker sind alle ,Beweise” von Physikern zur Funktionalintegra-
tion einfach nur schlichte Heuristik. Viele der mir offenen Fragen scheinen die schonen
Biicher von [Klauder| (2010) und |Cartier u. DeWitt-Morette (2006) zu klaren.

Fiir mich sehr hilfreich waren die Bemerkungen von |[Zeidler| (2006) in seinem wunder-
baren Buch ,Quantum Field Theory I, Basics in Mathematics and Physics” , und daher
soll hier ein Zitat von Zeidler (S. 14-15) diesen kleinen Anhang zur Funktionalintegra-
tion beschlieflen:

»Another typical feature of physical mathematics is the description of many-
particle systems by partition functions which encode essential information.
As we will show, the Feynman functional integral is nothing other than a
partition function which encodes the essential properties of quantum fields.
From the physical point of view, the Riemann zeta function is a partition
function for the infinite system of prime numbers. ...

Summarizing [ dare say that

The most important notion of modern physics is the Feynman functional
integral as a partition function for the states of many particle systems.

It is a challenge of mathematics to understand this notion in a better way
than known today.”
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